prof. dr hab. Oleksandr Gomilko Torun, 11 maja 2021
Wydziat Matematyki

i Informatyki UMK

ul. Chopina 12/18

87-100 Torun

Recenzja rozprawy habilitacyjnej i pozostalego dorobku
naukowego dra Piotra Sworowskiego

Na dorobek naukowy dra Piotra Sworowskiego, w chwili obecnej,
sktada sie 21 opublikowanych artykutéw naukowych.

W niniejszej recenzji skoncentruje sie na ocenie dorobku naukowego
habilitanta ktory sktada sie z 7 prac tworzacych rozprawe habilitacyjna
pod tytutem “Calki typu Luzina i miary wahaniowe” oraz 14 prac poza
rozZprawa.

Przyblizymy najpierw tematyke rozprawy. Bardzo dobrze wiadomo,
ze pochodna funkcji F' : [a,b] — R wszedzie rézniczkowalnej na skor-
czonym przedziale [a, b] nie musi by¢ catkowalna w sensie Lebesgue’a,
a wiec i w sensie Riemanna, z racji na nieskoiiczono$¢ wahania F. W
szczegblnosci, dla takiej funkeji nie zachodzi wzér Newtona

/abf=F(b)—F(a), F'(z) = f(z), =€ [a,b].

Ten problem niecatkowalnoéci pochodnych rozwiazali A. Denjoy (1912)
i O. Perron (1914). Definicja calki, podana Perronom, stanowi rozsze-
rzenie calki Lebesgue’a i prowadzi do uogdlnien wzoru Newtona: catka
Perrona odtwarza funkcje z jej pochodnej, gdy ta pochodna jest punk-
towo skoriczona. Jest to odpowiednik tak zwanej waskiej catki Denjoy’a.

Pomys! Perrona polega na wykorzystaniu majorant i minorant (pier-
wotnych gérnych i dolnych) danej funkeji f i przyblizeniu cakki z f z
gbry za pomoca przyrostéw majorant, a z dotu - przyrostéw mino-
rant f. Z kolei, jako rozwiazanie problemu odtwarzania pierwotnych,
A. Denjoy zaproponowal pozaskonczony cigg rozszerzen catki Lebes-
gue’a i zdefiniowal pojecia waskiej calki (catka Denjoy’a-Perrona lub
D,-calka) oraz szerokiej catki D. Réwnowaznoé¢ catek Perrona i wa-
skiej catki Denjoy wykazali H. Hake (1921) i P. Aleksandrow (1924).
Pézniej, rozwijajac pomysty Denjoy’a, A. Chinczyn zdefiniowal szerokg
catke Denjoy’a (catka Denjoy-Chinczyna), a skomplikowana konstruk-
cja Denjoya zostala zwarcie opisana przez N. Luzina i A. Chinczyna
(1912, 1916). Ten opis jest podobny do opisowej definicji Lebesgue’a,
z tg réznicy, ze zamiast pojecia funkcji absolutnie ciggtej, AC, uzywa
sie pojecie funkeji z wlasnoécia ACG. (absolutna ciagloéé nogélniona)
w definicji wezszej catki D,, za$ odpowiednie pojecie ACG (absolut-
na ciggloéé uogdlniona w sensie szerszym) - w definicji szerszej cal-
ki D. Opisowe charakteryzacje uogdlnionych catek za pomocg pojecia
uogdlnionej absolutnej ciaglosdci funkcji pierwotnej noszg czesto miano

definicji typu Luzina badz luzinowskich.
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Najwiekszy wplyw na wspotczesng teorie catek uogdlnionych mia-
ty prace J. Kurzweila (1957) i R. Henstocka (1960, 1961). Konstruk-
cja Kurzweila-Henstoka okresla uogélniona catke poprzez riemanowskie
sumy caltkowe i nie wykorzystuje pojecia miary Lebesgue’a, a mimo
to catka Kurzweila-Henstoka okazuje sie rownowazna calce Denjoy’a-
Perrona.

W recenzowanym opracowaniu szczegdlnie wazne sg luzinowskie de-
finicje calek odtwarzajacych pierwotne z ich uogélnionych pochodnych,
w tym pochodnej aproksymatywnej. Wazng role w pracach dra Swo-
rowskiego odgrywa pojecie bazy catkowania, ktére daje jeden z moz-
liwych sposobéw uogdélnienia catki Kurzweila-Henstoka, i z zwiazku z
tym pojecia wahania i miary wahaniowej

Przejdziemy teraz do szczegdtowego opisu prac dra Sworowskiego za-
wartych w rozprawie. W pracy 1° (numeracja prac jest zaczerpnieta z
Autoreferatu) dr Sworowski bada problem, czy odpowiednio$¢ wtasno-
$ci ACGs, (nogdlniajacej pojecie funkeji absolutnej ciaglej), absolutnej
cigglodci miary wahaniowej |- | i catkowalnosci pochodnej F” dla funk-
cji F': [a,b] — R zostaja zachowane w odniesieniu do ciggu funkcji i do
tych pojeé w wersji jednostajnej. W artykule (Example 9) wykazano,
ze istnieje ciag F, € AC[0,1], n > 1, taki ze F, — 0, n — oo, p.w.,
ciag (F,)n>1 spelnia jednostajnie silny warunek Lusina, lecz nie jest
jednostajnie ACGs na zadnym podzbiorze [0, 1] miary dodatniej. Za-
uwazano, ze cigg pochodnych f, = F! z tego przyktadu (f,(z) = 0 gdy
nie istnieje F’(x)) nie jest jednakowo catkowalny w sensie Kurzweila-
Henstoka. Daje to rozwiazanie problemu z artykutu [1] (Open question
9, a) — ¢€)). W pracy 1° otrzymano réwniez kilka charakteryzacji wta-
snoéci ACG i bliskiej jej wtasnoéci VBG (Theorem 10, Corollary 11,
13).

Praca 2° (wspélna ze W. Skwortsowym) dotyczy catki typu Kurzweila-
Henstocka wzgledem lokalnego ukladu A. Zauwazmy, ze gdy A zaste-
puje sie przez lokalny uktad gestosciowy A,p, to w ten sposéb otrzymuje
sie aproksymatywna catke Kurzweila-Henstocka. Jeden z gtéwnych wy-
nikéw pracy (Th. 4) méwi, ze dla F' : R +— R dla pewnej klasy miar
wahaniowych | - |X, obejmujacych aproksymatywna miare wahaniowa
|- |5, jesli miara |- X jest o-skoriczona na kazdym zbiorze o zerowej me-
arze Lebesgue’a, wowczas F jest funkcja mierzalng. Z tego twierdzenia
i Theorem 4 z pracy autoréw [A] wynika twierdzenie zawarte Theorem
5, ktore méwi, ze jesli | - fp jest o—skonczona na kazdym zbiorze miary
zero, to wowcezas | - |af;, jest o—skonczong oraz aproksymatywnie réznicz-
kowalna p.w. W Theorem 6 autorzy dowodza, ze gdy uktad lokalny
A spehia dodatkowy warunek przekrojéw, to ze o-skonczonosci mia-
ry wahaniowej | - |X wynika skoficzono$¢ uogélnionego wahania F. Z
drugiej strony, przyktad z 2° (Example (2)) pokazuje, ze ten zwiazek
wlasnosci V BG z o-skoficzono$cia miary wahaniowej | - |X zalezy od A
i nie zachodzi w sytuacji ogélnej.



Gléwnym celem pracy 3° jest przeglad i analiza definicji typu Rie-
manna calki Denjoy’a-Chinczyna i jej uogélnionej wersji. Dr Sworowski
uzupelnia teorie szeregiem nowych wynikéw oraz pokazuje jak defini-
cje wprowadzone w [24], [52], [78] zwiazane sg z catkami typu Lusina i
Denjoy’a-Chinczyna (w szczegdlnosci w Lemma 11, Th. 28, Corollary
26 and 34). Miedzy innymi, w pracy oméwiony jest szereg wczesniej-
szych wynikéw opublikowanych w artykutach autora [G], [J], 5°.

Czerpiac inspiracje z wynikéw B. Thomsona o miarowo-teoretycznej
charakteryzacji wtasnosci ACG iV BG [82], dr Sworowski w artykule 4°
wykorzystal bezwzgledng ciaglodé stabych i g-stabych miar Thomsona
do charakteryzacji réznych catek typu Lusina zdefiniowanych za pomo-
ca tych wlasnosci (Theorems 22, 23, 24). Ponadto, badal on definicje
calek typu Riemanna zwigzanych bezposrednio ze stabymi i g-stabymi
miarami (Theorems 25, 27).

Praca 5° jest kontynuacja poprzedniego artykutu dra Sworowskie-
go [G], gdzie byly dokladnie opisane relacji miedzy czterema aprok-
symatywnie ciagltymi wersjami F;, j = 1,2, 3,4, calki typu Denjoy’a-
Chinczina. W tej pracy badania relacji miedzy catkami z [G] zostaty
uzupelnione przez aproksymatywna catke Forana (AF-catke, [27], [29]).
Gléwne wyniki artykutu dotycza poréwnania AF'-catki z Fy-catky oraz
Fi-catka. W szezegdlnosci, udowodniono, ze AF-catka stanowi rozsze-
rzenie Fy-calkii ze AP-caltka i F-catka nie sg sprzeczne (Theorem 3.8).
Z drugiej strony, pokazano, ze istnieje funkcja AF-calkowalne, ktéra
nie jest Fy-catkowalna, i na odwrét, istnieje funkcja Fy-catkowalna, nie
bedaca AF-catkowalna.

Pracy dra Sworowskiego 6° i 7% (wspélnie z W. Skworcowym) po-
$wiecone sg relacjom miedzy trzema catkami trygonometrycznymi. Sa
to SC P- calka Burkilla [14], M Z-caltka Marcinkiewicza-Zygmunda oraz
AS-calka, aproksymatywna symetryczna wersja calki Kurzweila-
Henstoka, wprowadzona przez D. Preissa i B. Thomsina [65]. Pod catka
trygonometryczna rozumiany tu jest dowolny proces catkowania, ktory
uogblnia catke Lebesgue’a i rozwigzuje problem odtwarzania wspot-
czynnikéw zbieznego wszedzie szeregu trygonometrycznego. Takie po-
dejécie pozwala rozwazaé zbiezny wszedzie szereg trygonometryczny
jako szereg Fouriera jego sumy, z odpowiednimi wzorami z analizy fo-
urierowskiej rozumianymi w sensie uogélnionym. Przypomnijmy, ze w
[65] zostata udowodniona niezgodnoéé AS- i SC P-catek. Theorem 1 z
6° pokazuje, ze niezgodno$¢ ta ma glebokie podtoze, i moze by¢ wyka-
zana nawet dla klasy funkeji catkowalnych w obydwdch sensach i po-

siadajacych ciagla pierwotna (w sensie klasycznym). Artykut 70 zawie-
ra konstrukcje przyktadéw dotyczacych poréwnywalnosci klas funkcji

AS-, MZ - lub SC P-catkowalnych. W szczegélnosci, w twierdzeniach
zawartych w Theorems 4-6, udowodniono, ze w klasie funkcji z ciagta
pierwotna znana inkluzja SCP C MZ pozostaje wlasciwg, podczas
gdy inkluzje SCP C ASi AS C MZ wciaz nie zachodzg.



Dorobek habilitanta poza rozprawsg jest do$¢ znaczacy i sktada sie
z 14-tu prac [A] — [N]. Techniki i wyniki z prace [A], [G], [K] i [J]
wykorzystane sa w pracach 1°, 20 3% i 5% tworzacych rozprawe ha-
bilitacyjna. Ponadto, prace [B], [C], [D], [E], [F], [L] i [M] poswieco-
ne sa wprowadzonemu w [30] pojeciu H;-catki. Miedzy innymi, poda-
na jest charakteryzacja funkcji H;-catkowalnych i réwnych p.w. zeru,
oraz otrzymana pelna charakteryzacja funkcji catkowalnych w sensie
Kurzweila-Henstoka, ktére sa Hj-catkowalne. W pracy [I] pokazano,
ze wszystkie calki wprowadzone i rozpatrywane w [58] sa réwnowaz-
ne zwyklej calce McShane’a, w artykule [N] scharakteryzowano klase
granic jednostajnych funkcji z klasy Pawlaka B;*. Obszerna praca [H]
zawiera szereg rezultatow dotyczacych caltek typu McShane’a zdefinio-
wanych wzgledem réznych baz, miedzy innymi prosta konstrukcje ma-
jorant i minorant dla M-catkowalnych funkcji na R"™. Podane sg tam
tez dos$¢ subtelne (kontr) przyktady dotyczace H-catkowalnosci i cal-
kowalno$ci w sensie McShane’a.

W mojej opinii rezultaty przedstawione w autoreferacie ukazuja ha-
bilitanta jako badacza o szerokich zainteresowaniach matematycznych.
Dr Piotr Sworowski porusza sie swobodnie po wielu dziatach teorii
funkcji zmiennej rzeczywistej i potrafi umiejetnie taczy¢ i stosowac roz-
ne metody badan. Kluczowe prace dra Sworowskiego opublikowane sg
w przyzwoitych czasopismach, np. takich jak: Rendiconti del Semina-
rio Mathematico degli Universitata di Padova, Real Analysis Exchan-
ge, Mathematical Notes. Wyniki w nich zawarte referowane byly na
specjalistycznych miedzynarodowych konferencjach naukowych.

Podsumowujac uwazam, ze rozprawa habilitacyjna dra Pio-
tra Sworowskiego stanowi pewny wklad w rozwdj teorii funk-
cji, a caty Jego dorobek naukowy jest znaczny i uzasadnia
nadanie mu stopnia naukowego doktora habilitowanego.
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