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Pan dr Karol Lesnik jako osiagniecie naukowe bedace podstaws, ubiegania sie o nadanie
stopnia doktora habilitowanego przedstawit cykl siedmiu prac zatytutowany

Przestrzenie Cesdro.

Wszystkie z tych prac z wyjatkiem jednej zostaly napisane wspélnie ze wspotautorami, ktod-
rymi sg: L. Maligranda (pieé wspélnych prac), A. Kaminska, Y. Raynaud, S. Astashkin
i P. Kolwicz (po jednej wspdlnej pracy). Z dotaczonych do wniosku oswiadczen o wkiadzie
wspdlautoréw jasno wynika, ze w kazdym przypadku wktad Habilitanta byt istotny, a niekiedy
do$é wyraznie przewyzszal wkiad wspdlautoréw, jak w przypadku prac [A2] i [A3]. (Bede
stosowal tu numeracje prac zgodna z ta, ktéra jest uzyta w autoreferacie.) Prace wchodzace w
sklad osiagniecia zostaly opublikowane w dobrych czasopismach o zasiegu miedzynarodowym,
np. Canadian Journal of Mathematics oraz Studia Mathematica (dwie prace). Tworza one
spéjny cykl powigzanych tematycznie artykutéw dotyczacych nastepujacych zagadnien: du-
alno$ci pomiedzy przestrzeniami Cesaro a przestrzeniami Tandoriego (praca [A2]), problemu
optymalnej przeciwdziedziny dla operatora Cesaro (praca [A3]), problemdéw teorii interpo-
lacji dla przestrzeni Cesaro i Tandoriego (prace [A4], [A5]), ich struktury izomorficznej -
w tym problemu postawionego przez Astashkina i Maligrande — oraz wlasnosci Dunforda-
Pettisa (praca [A6]), faktoryzacji przestrzeni funkcyjnych i ciagowych (praca [AT7]), a takze
izometrycznego opisu dualu Kéthego przestrzeni Orlicza-Lorentza (praca [Al]). Do wniosku
dotaczony zostal bardzo dobrze zredagowany autoreferat zawierajacy przejrzyste podsumo-
wanie wynikéw zawartych we wspomnianych wyzej pracach.

Zgodnie z kolejnoscig zaproponowang w autoreferacie, oméwienie 1 ocene prac wchodza-
cych w sklad osiggniecia rozpoczne od artykutu

[A2] K. Leénik, L. Maligranda, On abstract Cesdro spaces. Duality, J. Math. Anal. Appl. 424
(2015), 932-951.

Celem pracy jest podanie opisu, z doktadno$cig do réwnowazno$ci norm, przestrzeni dualnej
w sensie Kothego (CX)' dla abstrakcyjnej przestrzeni Cesaro CX. Problem ten znakomicie
wpisuje sie w calg serie wczesniejszych wynikéw na czele z twierdzeniem Jagersa z 1974 r.,
ktére podaje izometryczng postaé przestrzeni dualnej (ces,)’ (przypadek X = £,). Pomimo
calej serii dalszych (ale i wczedniejszych) wynikéw w duchu twierdzenia Jagersa, ktérych



historie Habilitant opisuje w autoreferacie, problem opisu dualu Kéthego dla ogélnej prze-
strzeni Cesaro nie byl dotad atakowany. Wyjatkiem jest artykul Kermana, Milmana i Sinna-
mona z 2007 r., ale rozstrzygniety w nim zostal tylko przypadek przestrzeni symetrycznych
(tj. niezmiennicznych na przestawienia) na I = [0, 00). Metody zastosowane w pracy [A2]
sg znacznie bardziej elementarne zaréwno od tych, ktérych uzywat Jagers, jak i wymienieni
wyzej trzej autorzy, niemniej sa to metody technicznie dalece niebanalne, oparte na wielu cie-
kawych oszacowaniach. Autorzy uzyskuja opis dualu (CX)' w kazdym z trzech przypadkéw:
I'=N,I=[0,00) oraz I = [0,1], przy czym pierwsze dwa wymagaja zalozef ograniczonosci
operatoréw Cesaro i dylatacji, natomiast ostatni, najbardziej skomplikowany przypadek wy-
maga zalozenia, ze X jest symetryczng krata Banacha z wlasnodcig Fatou i nietrywialnymi
indeksami Boyda. W pierwszych dwéch przypadkach (CX)" identyfikowana jest z przestrze-
nig Tandoriego X', natomiast w trzecim przypadku pojawia sie przestrzen Tandoriego dla
przestrzeni wagowej X'(12=) (zob. twierdzenia 4.5.1-4.5.3). Habilitant mial bardzo znaczacy
udzial w powstanie pracy bedac autorem dowoddéw najwazniejszych twierdzen rozdziatéw
2-5, ktdére zawieraja wspomniane wyzej opisy przestrzeni dualnej (CX)'.

Jednym z kluczowych elementéw dowodu dualnosci w najbardziej skomplikowanym przy-
padku I = [0, 1] byla pewna nieréwno$é typu Hardy’ego dla wazonych przestrzeni L,(z®),
gdzie 1 < p < oo oraz —% <a<l-— % (zob. [A2; Thm. 9]). Zgodnie ze stosownym o$wiad-
czeniem, autorem dowodu w tej wersji jest L. Maligranda, jednak juz ogdlniejsza wersja,
zaproponowana w kolejnym artykule

[A3] K. Leénik, L. Maligranda, On abstract Cesaro spaces. Optimal range, Integr. Equ. Oper.
Theory 81 (2015), 227-235

(zob. twierdzenie 4.5.4), jest wynikiem wspdlnej pracy z Habilitantem. Drugi wazny rezultat
zawarty w powyzszej pracy (twierdzenie 4.5.5) jest catkowicie autorstwa Habilitanta i roz-
strzyga problem optymalnosci przeciwdziedziny dla operatora Cesaro C: CX — X w przy-
padku, gdy X jest kratg Banacha nad I = [0, 00) lub I = [0, 1], a operator maksymalny jest
ograniczony na X. Problem polega tu na znalezieniu najmniejszej kraty Banacha ¥ C X za-
wierajacej obraz operatora Cesaro. W przypadku I = [0, oo) okazuje sig, Ze jest to przestrzei
Tandoriego X. W przypadku I = [0,1] jest to ponownie X, jezeli operator dylatacji o1
jest ograniczony na X; jest to natomiast wersja wazona przestrzeni Tandoriego dla X (1 — z)
z waga ﬁ, jezeli operator maksymalny jest ograniczony na X'. Dowdd tego twierdzenia jest
elementarny, ale niewatpliwie wymagal pomystowosci.
Dwie nastepne prace:

[A4] K. Lesnik, Monotone substochastic operators and a new Calderdn couple, Studia Math.
227 (2015), 21-39,

[A5] K. Leénik, L. Maligranda, Interpolation of abstract Cesaro, Copson and Tandori spaces,
Indag. Math. 27 (2016), 764-785

dotyczg probleméw zwigzanych z teorig interpolacji w odniesieniu do przestrzeni Cesaro
i przestrzeni Tandoriego. Badane sg tutaj zasadniczo trzy metody interpolacyjne: metoda
Calderéna-f.ozanowskiego, metoda zespolona oraz K-metoda Lionsa-Peetrego. Celem pracy
[A5] bylo zbadanie jak w danym kontekscie zachowuja sie te trzy funktory interpolacyjne.
Gléwnym catkowicie samodzielnym wkladem Habilitanta w te prace jest twierdzenie 4.6.1
([A5; Thm. 3]), ktére w kazdym z trzech przypadkéw: I = [0,00), I = [0,1] oraz I = N
podaje warunki gwarantujace komutowanie funktora Calderéna-f.ozanowskiego z operacja
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brania przestrzeni Cesaro X +— CX. Wynik ten jest bardzo elegancki, a dowéd wyma-
gal sprawnego uzycia szeregu faktéw z teorii interpolacji, jak réwniez pewnego twierdzenia
o zanurzaniu dla przestrzeni Calderéna-Fozanowskiego zbudowanej na przestrzeniach Cesaro
([A5; Thm. 2]). Podobny efekt komutowania ma miejsce dla operacji, ktéra przestrzeni X
przypisuje przestrzei Tandoriego X (zob. twierdzenie 4.6.2).

Bardzo dobre wrazenie robi samodzielna praca Habilitanta [A4], ktéra zawiera rozwiaza-
nie problemu postawionego przez Sinnamona: czy para (Lj, L) jest para Calderéna? Méwiac
nieprecyzyjnie, chodzi tu o rozstrzygniecie czy dla tej pary przestrzeni K-metoda jest uniwer-
salng metodg interpolacyjng. Praca po raz kolejny dowodzi, ze Habilitant §wietnie postuguje
sie narzedziami teorii interpolacji. W dowodzie twierdzenia méwiacego, ze odpowiedz na py-
tanie Sinnamona jest twierdzaca uzyte zostalo m.in. twierdzenie Brudnyi-Kruglyaka. Spro-
wadza ono problem do wykazania, ze dla wszelkich f,g € L; + L takich, ze K-funkcjonal
wzgledem pary (L, L) na funkeji g jest niewiekszy niz na f, tzn.

(%) K(t,9,L1,Lo) < K(t,f,L1,Ls)  dlakaidego t > 0,

istnieje operator T: (L1, Loo) — (L1, Leo) (co formalnie oznacza, ze T jest zdefiniowany na
e Lo, przy czym przeprowadza w sposéb ciggly oba skladniki tej sumy w siebie) spel-
niajacy Tf = g. Wyjsciowa obserwacja, w najtrudniejszym kroku konstrukcji operatora 1°
jest to, ze zalozenie (*) oznacza submajoryzacje § < f (gdzie f to nierosngca majoranta
funkcji f), ktéra jest ciaggltym odpowiednikiem zalozenia wystepujacego w klasycznym twier-
dzeniu Hardy’ego-Littlewooda-Pdélyi o submajoryzacji dla ciggdéw. Przypomnijmy, ze twier-
dzenie to orzeka, ze dla wszelkich a,b € R™ warunek a < b (oznaczajacy, ze wszystkie sumy
czeSciowe nierosnacego przenumerowania ciagu |a| sa niewieksze niz odpowiednie sumy cze-
$ciowe dla nierosnacego przenumerowania |b|, przy czym calkowite sumy dla obu ciagbw
sg rowne) jest réwnowazny istnieniu podwdjnie stochastycznej macierzy A € M,(R) spel-
niajacej Ab = a. Znany jest co prawda pochodzacy od Calderéna ciggly odpowiednik tego
twierdzenia, ktéry gwarantuje, ze pod zalozeniem (*) istnieje operator substochastyczny 7',
tj. T: (L1, Loo) — (L1, L), spelniajacy TF = §, jednak — jak zauwaza Habilitant — pro-
blem polega tu na tym, ze konstrukcja Calderéna nie gwarantuje, ze taki operator odwzo-
rowuje L; w siebie. Zasadniczg czescia dowodu bylo wiee zmodyfikowanie tej konstrukeji
tak, aby uzyskaé¢ operator substochastyczny przeksztalcajacy funkcje dodatnie i nierosnace
w funkcje dodatnie i nierosngce. W pracy [A4] Habilitant dowodzi ‘monotonicznej’ wersji
twierdzenia Hardy’ego-Littlewooda-Pélyi, gdzie dokladamy zatozenie o nieujemnosci ciagdw
spelniajacych a < b, a w tezie otrzymujemy podwdjnie stochastyczng macierz o nieujemnych
wyrazach, ktora przeksztalca ciagi nierosnace w ciggl nierosnace. Korzystajgc z te] wer-
sji, w duchu wspomnianego wyniku Calderéna, Habilitant podaje nowy dowdéd twierdzenia
Bennetta-Sharpleya, ktére jest monotoniczna i ciggla wersja twierdzenia o submajoryzacji
dla funkcji z Ly + L. Poza twierdzeniem rozwiazujacym problem Sinnamona praca za-
wiera kilka dalszych wynikéw podajacych nowe pary Calderéna. Calosé dowodzi wysokiej
technicznej sprawnosci i pomystowosci Habilitanta oraz $wietnego rozeznania w badanych
zagadnieniach.
Kolejna praca

[A6] S. Astashkin, K. Lesnik, L. Maligranda, Isomorphic structure of Cesaro spaces, Cana-
dian J. Math. 71 (2019), 501-532

wpisuje si¢ w naturalny nurt badan izomorficznej struktury przestrzeni Cesaro. Gtownym wy-
nikiem jest tutaj twierdzenie 4.7.1, ktdre stanowi rozwigzanie problemu postawionego przez
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Astashkina i Maligrande, i ktére méwi, ze przestrzenie Cesiro ces. i Cesy (tj. odpowia-
dajace X = b 1 X = L) sa izomorficzne. Wynik ten jest niezwykle elegancki, ale i za-
skakujacy, bowiem — jak ttumaczy Habilitant w swoim autoreferacie — przestrzen ces., jest
przestrzenig dualng do [1, podczas gdy przestrzen Ces,, nie posiada naturalnego kratowego
predualu. Warto zaznaczy¢, ze zgodnie z oswiadczeniami wspélautoréw wynik ten zostal uzy-
skany samodzielnie przez Habilitanta. Praca ta dowodzi jego sprawnoéci w postugiwaniu sie
narzedziami klasycznej teorii przestrzeni Banacha, takimi jak postacie blokowe, ciggi bazowe
czy metoda dekompozycyjna Pelczynskiego. Kluczowym krokiem w dowodzie izomorfizmu
ceSe ~ Cesy bylo skorzystanie z faktu, ze przestrzen ces., zawiera komplementarna kopie
L1[0,1], co samo w sobie stanowi ciekawy wynik i co zostalo udowodnione przez Habilitanta
bezpoérednio, bez odwotywania si¢ do ogdlniejszego twierdzenia Haglera-Stegalla (zob. [A6;
Thm. 3.7)). Zawicranie takiej kopii zostato réwniez wykazane dla ogblnych przestrzeni Cesaro
CX, dla ktérych operator Cesaro jest ograniczony, a X to funkcyjna krata Banacha (zob.
twierdzenie 4.7.3). Praca [A6] zawiera takze szereg interesujacych wnioskéw (np. ten méwiacy,
7€ CESeo P o), jak réowniez wynikéw dotyczacych wilasnosci Schura oraz Dunforda-Pettisa
dla przestrzeni Cesaro i przestrzeni Tandoriego.
Kolejny z oméwionych w autoreferacie artykutow

[A7] P. Kolwicz, K. Leénik, L. Maligranda, Symmetrization, factorization and arithmetic of
quasi-Banach function spaces, J. Math. Anal. Appl. 470 (2019), 1136-1166

rézni sie nieco ideologicznie od poprzednich, bowiem w tym przypadku operator Cesaro
(Hardy’ego) zostal wykorzystany jako narzedzie dowodowe do uzyskania wynikéw, w kto-
rych sformutowaniach przestrzenie Cesaro nie wystepuja. Wyniki te, przy naturalnych zalo-
zeniach, gwarantuja, ze operacja symetryzacji dla funkcyjnych krat quasi-Banacha komu-
tuje z operacjami: Calder6na-Y.ozanowskiego, mnoznikéw punktowych M (X,Y) oraz ilo-
czynu punktowego X ® Y. Dwie ostatnie operacje pozwalaja zdefiniowaé¢ pojecie faktory-
zacji jednej przestrzeni przez inng. Mowimy mianowicie, ze X faktoryzuje Y, jezeli zachodzi
X ®M(X,Y) =Y. Problem faktoryzacji przestrzeni funkcyjnych jest dos¢ szeroko badany
juz od lat 70. kiedy znany byl wynik Lozanowskiego méwigcy, ze przestrzen Ly da sie faktory-
zowaé przez dowolna funkcyjna krate Banacha. W pracy [A7] wykazane zostalo m.in., ze dla
dowolnych symetrycznych (funkcyjnych badz ciagowych) krat Banacha nad I = [0, 00) z wla-
snoécig Fatou oraz cigglym operatorem C faktoryzacja przenosi sie na przestrzenie Cesaro
(zob. twierdzenie 4.8.1). Wyabstrahowane zostaly takze metody pochodzace z wczedniejszej
pracy habilitanta [R4], wspélnej z P. Kolwiczem i L. Maligranda, ktére prowadzg do pewnych
praw, ktére mozna nazwaé arytmetyka krat quasi-Banacha. Wydaje sie, ze praca [A7] ma
spory potencjal na wykorzystanie w przyszlych badaniach.
Pierwsza w porzadku chronologicznym, a ostatnia oméwiona w autoreferacie praca

[Al] A. Kaminska, K. Leénik, Y. Raynaud, Dual spaces to Orlicz—Lorentz spaces, Studia
Math. 222 (2014), 229-261

nie dotyczy bezposrednio przestrzeni Cesaro, a raczej przestrzeni Orlicza-Lorentza, jednak —
jak pisze Habilitant — byla ona punktem wyjscia do badan nad przestrzeniami Cesaro, dol-
nymi przestrzeniami Sinnamona oraz funkcjami poziomu. Giéwny wynik pracy podaje izo-
metryczny opis przestrzeni dualnej w sensie Kothego do przestrzeni Orlicza-Lorentza A, .,
co stanowi odpowiedz na problem postawiony przez Chena, Cui, Hudzika i Wanga. Wiadomo
bylo jaki jest izometryczny opis dualu w przypadku, gdy ¢ jest funkcja potegows, a nawet
znane byly dwie wersje takiego opisu: wersja Lorentza i wersja Halperina. Autorzy uzyli tzw.
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funkcji poziomu w wersji Halperina w celu podania reprezentacji Aj,,,. Habilitant przyznaje
jednak w autoreferacie, o czym autorzy nie wiedzieli piszac swoja prace, ze juz w 1970 r. opis
tej przestrzeni dualnej zostal podany przez Nakamure. Zgodnie z o$wiadczeniami wspoétauto-
réw, wyniki z rozdzialtéw 2 i 3 pracy sg samodzielnym wktadem Habilitanta (z doktadnoscia
do uproszczen, czy tez optymalizacji sformulowan i argumentacji). W rozdziatach tych znaj-
dziemy opisy przestrzeni dualnych do A, (z norma Luxemburga) oraz Al , (z norma Ame-
miyi), jak réwniez algorytm pozwalajacy wyznacza¢ warto$é modularu P, ,,, ktéry pojawia
sic w definicji uogélnionych przestrzeni Marcinkiewicza (stanowigcych wlasnie wspomniane
przestrzenie dualne), i ktérego znajomos¢ jest niezbedna w celu efektywnego opisu A/, .

Zawarto$é merytoryczng prac wchodzacych w zakres osiggniecia naukowego Habilitanta
oceniam bardzo wysoko. Calo$é to okolo 170 stron technicznie do$é zaawansowanej ma-
tematyki, w tym dwa niezwykle wartosciowe wyniki stanowiace rozwigzania postawionych
wczesnie] probleméw: pytania Sinnamona o to czy (L1, Leo) jest para Calderéna oraz pyta-
nia Astashkina i Maligrandy o to czy przestrzenie cesy, i Cesy sa izomorficzne. Dorobek
naukowy Habilitanta, ktéry nie wszedl w zakres osiggniecia to 10 artykutéw, z ktérych wy-
rézni¢ mozna: prace [R4] opublikowang w Journal of Functional Analysis, ktéra wedtug bazy
Web of Science ma juz 37 cytowafi, prace [R3] opublikowang w Mathematische Nachrichten,
ktdra ma 26 cytowan, czy tez samodzielng prace [R8] opublikowana w Studia Mathematica.

Wysoko oceniam takze ogdlne dane naukometryczne Habilitanta. Na uwage zastuguje
wysoki jak na ten etap kariery indeks Hirscha wynoszacy 7 — zgodnie z informacja podana
w wykazie osiggnieé, a nawet 8 — wedtug informacji podanej przez Web of Science w chwili
pisania tej recenzji. Caltkowita liczba cytowan 134 wskazana przez Web of Science jest rowniez
wynikiem bardzo dobrym. Swiadczy ona niewatpliwie o duzym zainteresowaniu, ktérym cie-
szg sie prace Habilitanta w $rodowisku matematykéw zajmujacych sie analiza funkcjonalng.

Podsumowujgc, uwazam, ze przedstawione mi do oceny osiggniecie naukowe pana dr.
Karola Leénika stanowi znaczgcy wktad w rozwéj matematyki i spelnia wymagania okreslone
w art. 219 ust. 1 pkt 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce.
Z pelnym przekonaniem popieram wniosek o nadanie dr. Karolowi Lesnikowi
stopnia doktora habilitowanego.
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