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Streszczenie

Do waznych probleméw dotyczacych dziatan zwartych grupy Liego G na roz-
maitosciach gtadkich nalezy opis pojawiajacych si¢ zbioréw punktéw statych. Taki
zbidr jest rozmaitoscia gtadka, o ile dzialanie grupy G jest gtadkie. Mozna wiec za-
da¢ pytanie, jakie warunki sg konieczne i wystarczajace na to, by rozmaito$¢ gtadka
byta dyfeomorficzna ze zbiorem punktéw statych dziatania gladkiego grupy G na
rozmaitosci o specyficznych wtasnoéciach, np., na rozmaitosci $ciggalnej, jak dysk
czy tez przestrzen euklidesowa. W tym przypadku odpowiedzi na zadane pytanie
udzielit Lowell Jones (gdy G jest p-grupa skonczona), Krzysztof Pawatowski (gdy G
jest torusem lub G jest rozszerzeniem p-grupy skoriczonej o torus) i Robert Oliver
(gdy G jest grupa skonczona, ktorej rzad nie jest potega liczby pierwszej).

W rozprawie rozwaza sie dzialania gtadkie grupy G na rozmaitosciach gtad-
kich, ktore sa pseudo-réwnowazne z danym G-szablonem (tj. skonczonym G-CW
kompleksem spdjnym o niepustym i spéjnym zbiorze punktéw statych). Wyniki au-
torow wspomnianych powyzej dotycza dziatan grup na rozmaitosciach sciggalnych,
tj., pseudo-rownowaznych z jednym punktem. W rozprawie wyniki te rozszerzone sg
do dziatan grup G na rozmaitosciach pseudo-rownowaznych z G-szablonem mod-p
acyklicznym (Twierdzenie 0.1) i acyklicznym (Twierdzenie 0.2). Przy dodatkowym
zatozeniu, ze zbiory punkéw statych sg rozmaitosciami stabilnie paralelizowalnymi,
ich opis jest podany bez zadnego ograniczenia na G-szablon (Twierdzenie 0.3). Po-
dano tez warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie dziatania gltadkiego grupy
skonczonej G (ktérej rzad nie jest potega liczby pierwszej) bez punktéw statych na
zwartej rozmaitosci gtadkiej pseudo-réwnowaznej z dowolnie zadanym G-szablonem
(Twierdzenie 0.4). W szczegblnosci, istnieje dzialanie gladkie skonczonej grupy G
bez punktow statych na zwartej rozmaitosci gtadkiej pseudo-réwnowaznej z rzeczy-
wista przestrzenia rzutowa parzysto-wymiarows z trywialnym dziataniem grupy G,
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grupa Olivera. Wykazano tez, ze kazda skonczona
grupa Olivera posiada dziatanie gtadkie bez punktéw statych na pewnej rzeczywistej
przestrzeni rzutowej parzysto-wymiarowe]j (Twierdzenie 0.5).



Summary

Among important problems concerning actions of compact Lie groups G on smo-
oth manifolds is the description of the occurring fixed point sets. Such a set is a smo-
oth manifold, assuming the action of the group G is smooth. Therefore, one may
ask what are the necessary and sufficient conditions for a smooth manifold to be
diffeomorphic to the fixed point set of a smooth action of G on a smooth manifold
with specific properties, e.g, on a contractible manifold (such as a disk or Euclidean
space). In the case of actions on contractible manifolds, the answer to the posed qu-
estion goes back to Lowell Jones (when G is a finite p-group), Krzysztof Pawatowski
(when G is a torus or G is an extension of a finite p-group by a torus) and Robert
Oliver (when G is a finite group not of prime power order).

In this thesis, one considers smooth actions of a group G on smooth manifolds
which are pseudo-equivalent to a given G-template (i.e., a finite connected G-CW
complex with non-empty and connected fixed point set). The results of authors men-
tioned above concern group actions on contractible manifolds, i.e., pseudo-equivalent
to one point. In this thesis, the results are extended to actions of groups G on mani-
folds pseudo-equivalent to a mod-p acyclic G-template (Theorem 0.1) and an acyclic
G-template (Theorem 0.2). Under the additional assumption that the fixed point
sets in question are stably parallelizable, the description of the fixed point sets is
obtained without any additional restriction on the G-template. Moreover, a neces-
sary and sufficient condition is given for the existence of a smooth fixed point free
action of a finite group G (not of prime power order) on a compact smooth mani-
fold pseudo-equivalent to any given G-template (Theorem 0.4). In particular, the
result shows that there exists a smooth fixed point free action of a finite group G on
a compact smooth manifold pseudo-equivalent to an even-dimensional real projec-
tive space with the trivial action of G, if and only if G is an Oliver group. Finally,
it is proven that each finite Oliver group G has a smooth fixed point free action on
some even-dimensional real projective space (Theorem 0.5).



Rozdziat O

Wprowadzenie

Wazna czes¢é badan teorii transformacji grup dotyczy dziatan gtadkich zwartych
grup Liego na rozmaitosciach gtadkich. W catej niniejszej pracy przyjmijmy, ze kazda
rozmaito$¢ M jest gtadka i spelnia drugi aksjomat przeliczalnodci (tzn. posiada prze-
liczalng baze topologii), czego nie bedziemy juz wyraznie zaznaczali. Powszechnie
wiadomo, ze jesli zwarta grupa Liego GG dziata w sposéb gladki na rozmaitosci M,
to zbior punktéw statych dziatania grupy G-

MG:{$EM: gr =1 dla kazdego g€ G}

jest podrozmaitosécia rozmaitosci M (por. [4, Corollary 2.5, str. 309]). Jesli po-
nadto rozmaito$é M jest zwarta, to zwarta jest réwniez rozmaitosé F = MY, a jedli
brzeg OM rozmaitosci M jest pusty, to brzeg OF rowniez jest pusty. Co wiecej
FNOM = OF na mocy twierdzenia o ekwiwariantnym otoczeniu orbity (patrz: [4,
Corollary 2.4, s. 308]). Przez G-rozmaitos¢ gladkg rozumiemy rozmaito$é M z dzia-
taniem gltadkim grupy G.

Poprzez p w calej pracy bedziemy oznacza¢ dowolng liczbe pierwsza, natomiast
przez I, — cialo o p elementach. Rozmaitos¢ M nazwiemy rozmaitosciq Z-acykliczng,
jesli homologie o wspotczynnikach catkowitych tej rozmaitosci sg takie, jak homolo-
gie punktu. Jesli natomiast homologie o wspoétczynnikach w ciele ), rozmaitosci M
sg takie, jak homologie punktu, to rozmaitos¢ M nazwiemy IF,-acykliczng.

Ograniczenia na rozmaito$¢ F', bedaca zbiorem punktow statych dziatania gtad-
kiego grupy Liego G na rozmaitosci M, wynikaja réwniez z teorii Smitha (patrz:
[4, Chapter III]). Szczegdlnie wazne twierdzenie orzeka, ze jesli skoriczona p-grupa
G dziala w sposéb gltadki na Fp-acyklicznej rozmaitosci M, to rozmaitos¢ ' = M G
tez jest IFp-acykliczna. Prawdg jest takze, ze jeSli torus G = St x ... x ST dziala
w sposéb gladki na Z-acyklicznej rozmaitosci M, to rozmaitoéé F = ME réwniez
jest Z-acykliczna.

Kamieniem milowym na drodze do otrzymania twierdzen odwrotnych do teorii
Smitha byly wyniki uzyskane przez Jonesa [10]. Niech G oznacza grupe cykliczna
rzedu p. Ten matematyk w pracy [10, Theorem 1.1], dla kazdego Sciagalnego CW
kompleksu skoniczonego K skonstruowat taki sciagalny G-CW kompleks skonczony
X, ze X¢ = K. Ponadto, przy zalozeniu, ze F jest stabilnie zespolona, Fp-acykliczng



rozmaitoscig zwarta zanurzong w sposéb gtadki w dysku D", a otoczenie domkniete
N rozmaitosci F' w dysku D" posiada takie dziatanie gtadkie grupy G, ze zbidr
N = F, Jones [10, Section 3] opisal metode rozszerzenia dzialania grupy G na
rozmaitosci N do dziatania gtadkiego grupy G na dysku D" bez zmiany zbioru
punktéw statych, to znaczy tak, aby (D")¢ = F.

Poprzez T'(M) oznaczaé bedziemy wiazke styczna do rozmaitosci M, sama zas
rozmaito$¢ M nazwiemy stabilnie zespolong, jesli jej wiazka styczna (byé moze po
dodaniu wiazki produktowej) przyjmuje strukture zespolona.

Jesli grupa G jest p-grupa skoniczona, to wéwczas dla rozmaitosci F' istnieje
takie dziatanie gladkie grupy G na dysku (odpowiednio: przestrzeni euklidesowej),
ze zbior punktow statych jest dyfeomorficzny z rozmaitoscig F wtedy i tylko wtedy,
gdy rozmaitos¢ F' jest zwarta (odpowiednio: 0F = @), [F,-acykliczna oraz stabilnie
zespolona. Wynik ten zostal uzyskany w pracy [10] dla dziatan na dyskach, a w pracy
[17] dla dziatan na przestrzeniach euklidesowych.

Twierdzenie to mozna uogdlni¢, zamieniajac dziatania gtadkie grupy G na dys-
kach i przestrzeniach euklidesowych dziataniami gtadkimi grupy G na rozmaito$ciach
Fp-acyklicznych. Zanim zapiszemy to uogolnienie, jako Twierdzenie 0.1, wprowa-
dzimy pojecia potrzebne do jego zwiezlego sformutowania.

G-odwzorowanie f: X — Y pomiedzy G-CW kompleksami X i Y nazwiemy
pseudo-rownowaznoscig, jesli odwzorowanie f jest rownowaznoscia homotopijna (nie-
koniecznie G-ekwiwariantna). Jesli grupa G dziata w sposob trywialny na kompleksie
Y, to takie odwzorowanie faktoryzuje sie przez przestrzen orbit X/G.

Powiemy, ze G-CW kompleks X jest pseudo-rownowaziny z G-CW kompleksem
Y, co zapiszemy jako X ~,5 Y, jesli istnieje pseudo-rownowaznos¢ f: X — Y.

Skonczony G-CW kompleks spojny Y nazwiemy G-szablonem, jesli zbiér punk-
téw statych Y jest niepusty i spéjny. Jesli ponadto zbiér Y& =Y (to znaczy, ze
grupa G dziala na kompleks Y w sposéb trywialny), to powiemy, ze kompleks Y jest
trywialnym G-szablonem.

Naszym celem jest odpowiedz na pytanie, ktore rozmaitosci gtadkie F' sy dyfe-
omorficzne z rozmaitoscig punktéw statych ME G-rozmaitoéci gtadkiej M ~ qY,
dla G-szablonu Y i cel ten osiagamy dla szczegdlnych G-szablonéw Y.

W pracy [19] odpowiadamy na powyzsze pytanie dla dowolnej p-grupy skoriczonej
G oraz takiego IF,-acyklicznego G-szablonu Y, ze Y& = {y}. Ta odpowiedz jest
zapisana jako Twierdzenie 0.1 (patrz: [19, Twierdzenie A]). Jesli przestrzen Y = {y},
to rezultat ten pochodzi z pracy [10] (odpowiednio: [17]), gdzie rozmaitosé¢ M moze
by¢ wybrana tak, aby byta dyskiem (odpowiednio: przestrzenia Euklidesowa).

Twierdzenie 0.1. Niech grupa skonczona G bedzie p-grupq, a kompleks Y takim,
Fp-acyklicznym G-szablonem, ze zbior Y& = {y}. Wowczas gladka rozmaitosé F
jest dyfeomorficzna z rozmaitoscig punktow statych MC, dla zwartej (odpowiednio:
otwartej) G-rozmaitosci stabilnie zespolonej M ~ /q Y wtedy i tylko wtedy, gdy roz-
maitosé F jest zwarta, Fy-acykliczna oraz stabilnie zespolona (odpowiednio: brzeg
OF = @ oraz rozmaito$é F' jest Fp-acykliczna i stabilnie zespolona,).

Jako przyktad takiego Fj-acyklicznego G-szablonu Y, ze Y& ={y} oraz Y # {y}



mozna przyjaé¢ bukiet
Y=2V---VZ

|G'|-kopii Fp-acyklicznego C'W kompleksu skonczonego Z (réznego od punktu), gdzie
|G| oznacza rzad grupy G, wraz z dzialaniem grupy G polegajacym na permutowaniu
kopii CW kompleksu Z zgodnie z dziataniem grupowym w grupie G.

Teraz dla grupy skonczonej G, ktorej rzad nie jest potega liczby pierwszej, oraz
dla G-szablonu Y, skupimy sie na odpowiedzi na pytanie, ktére rozmaitosci F' sa
zbiorami punktéw statych G-rozmaitosci gladkich M ~ 5 Y.

Dla skonczenie wymiarowego CW kompleksu przeliczalnego X, Oliver w pracy
[16] okreslit podgrupe w zredukowanej K-teorii rzeczywistej KO(X) kompleksu X,
ktéra zalezy od pewnych algebraicznych wlasnosci grupy G. W rozdziale 4 definiu-
jemy te podgrupe i oznaczamy ja jako KO(X,G).

W pracy [20] odpowiadamy na pytanie, ktére rozmaitosci F' mogg by¢ zbiorami
punktéw statych MC G-rozmaitosci gladkich M ~ /¢ Y dla takich Z-acyklicznych G-
szablonéw Y, ze x(Y%) =1 (mod ng). Tutaj ng oznacza liczbe catkowita okreglona
przez Olivera [15], ktéra przypominamy w rozdziale 2. W szczegdlnosci moze zdarzy¢
sie, ze zbiér Y¢ jest punktem lub G-szablon Y jest trywialny. Wynik z pracy [20]
zawarty jest w twierdzeniu podanym ponizej. Jesli w tym twierdzeniu G-szablon Y
jest punktem, to G-rozmaitosci gladkie M ~ 5 Y sa Sciagalne i rezultat ten pochodzi
z pracy Olivera [16].

Twierdzenie 0.2. Niech dana bedzie grupa skonczona G, ktorej rzqd nie jest potegq
liczby pierwszej, oraz taki Z-acykliczny G-szablon Y, ze x(Y ) =1 (mod ng). Wow-
czas rozmaito$é F jest dyfeomorficzna ze zbiorem punktéw stalych MC dla zwar-
tej (odpowiednio: otwartej), G-rozmaitosci gladkiej M =~ /q Y wtedy i tylko wtedy,
gdy rozmaitos¢ F jest zwarta, x(F) = x(Y%) (mod ng), oraz klasa wigzki stycznej
[T(F)] € KO(F,Q) (odpowiednio: OF = & oraz klasa [T'(F)] € KO(F,Q)).

W kolejnym wyniku pochodzacym z pracy [20] nie nakladamy zadnych dodatko-
wych warunkéw na G-szablon Y, natomiast zbior F' punktow statych dziatania jest
rozmaitoscig stabilnie paralelizowalna.

Twierdzenie 0.3. Niech dana bedzie grupa skonczona G, ktorej rzqd nie jest potegq
liczby pierwszej, oraz G-szablon'Y . Wowczas stabilnie paralelizowalna rozmaitosé F
jest dyfeomorficzna ze zbiorem punktéw statych MC dla zwartej G-rozmaitosci glad-
kiej M ~,q Y wtedy i tylko witedy, gdy rozmaitosé F jest zwarta oraz charakterystyka

Eulera x(F) = (YY) (mod ng).

Przejdziemy teraz do oméwienia wyniku z pracy [20] ktéry pokazuje, ze dla
G-szablonu Y, charakterystyka Eulera y(Y'®) jest jedyna przeszkoda dla istnienia
takiej zwartej G-rozmaitosci gladkiej M bez punktow statych, ze M ~,5 Y. Jesli
G-szablon Y jest trywialny, to x(Y') jest jedyna przeszkoda dla istnienia takiej G-
rozmaitos$ci M.

Twierdzenie 0.4. Niech dana bedzie skonczona grupa G, ktorej rzqd nie jest potegq
liczby pierwszej, oraz G-szablon Y. Wowczas istnieje zwarta G-rozmaitosé gtadka
bez punktéw statych M =~ Y wtedy i tylko wtedy, gdy x(YE) =0 (mod ng).
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Interesujacym zagadnieniem w teorii grup transformacji jest badanie, jakie grupy
skonczone G potrafig dziata¢ w sposéb gtadki bez punktow statych na takich rozma-
itodciach zwartych, o ktérych wiadomo, ze maja wtasno$é punktu statego (to znaczy
takich, ze kazde ciaglte odwzorowanie tej rozmaitosci w siebie ma punkt staly).

Dla G-dziatan na dyskach odpowiedzZ na to pytanie uzyskat Oliver [15] i mozna ja
wyrazi¢ w nastepujacy sposéb. Skonczona grupa G potrafi dziata¢ w sposob gtadki
bez punktow statych na pewnym dysku wtedy i tylko wtedy, gdy grupa ta nie zawiera
ciaggu podgrup postaci

P < HJG,

gdzie rzedy obu grup P oraz G/H sa potegami liczb pierwszych, a grupa H/P
jest cykliczna. Skoniczona grupa G nie zawiera takiego ciagu podgrup wtedy i tylko
wtedy, gdy rzad grupy G nie jest potega liczby pierwszej oraz liczba Olivera ng = 1.
W literaturze taka grupa G nazywana jest grupg Olivera. Definicja ta zostata uzyta
po raz pierwszy w artykule Laitinena i Morimoto [12].

Prawda jest, ze jesli skonczona grupa G zawiera podgrupe, ktéra jest grupa
Olivera, to sama grupa G rowniez jest grupa Olivera. Takze, jesli iloraz grupy G
przez pewng podgrupe jest grupa Olivera, to grupa G réwniez jest grupa Olivera.
Dla liczby catkowitej n > 2 niech C), oznacza grupe cykliczna rzedu n, natomiast A,
oraz Sy niech oznaczaja odpowiednio grupe alternujaca i symetryczna stopnia n.

Lista skonczonych grup Olivera zawiera takie grupy skonczone jak:

1) grupy nilpotentne (w szczegdlnosci: abelowe) z co najmniej trzema niecyklicz-
nymi podgrupami Sylowa (np. Cpgr X Cpgr dla trzech réznych liczb pierwszych
p, q oraz r),

2) grupy Cs x Sy, S3 x Ay oraz (C3 x Ayg) x Cy rzedu 72, ktére sa przykladami
nie-nilpotentnych grup rozwiazalnych,

3) wszystkie grupy nierozwigzalne (np. wiekszos¢ grup GL,,(F)p)) i stad wszystkie
grupy doskonate (np. wiekszo$¢ grup SL,,(F,)) i wszystkie nieabelowe grupy
proste (np. wiekszoé¢ grup PSL,(IF,)) jak réwniez A, oraz S, dlan > 5, gdzie
grupa As rzedu 60 jest najmniejsza, skonczong grupa Olivera.

Grupa (C5 x Ay) x Cy wspomniana w punkcie 2) jest produktem pétprostym grup
Cs x Ay oraz Cy. Grupa ta nie jest izomorficzna z grupa Cg x Ag x Cy = (g x Ay.
Grupa Cg x Ay nie jest grupa Olivera, gdyz podstawiajac np. P = V4 < A4 oraz
H = Ay x Oy, gdzie V) oznacza podgrupe Kleina grupy Ay, otrzymujemy ciag grup
jak w warunku ().

Wiadomo, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 rzeczywista przestrzen rzutowa
RP?" posiada wlasnoéé punktu statego. Jako ze y(RP?") = 1, wiec na mocy Twier-
dzenia 0.4 grupa skonczona G, ktorej rzad nie jest potega liczby pierwszej, potrafi
dziata¢ w sposob gladki bez punktow stalych na rozmaitosci zwartej M ~ g RP2"
(gdzie grupa G dziala w sposéb trywialny na przestrzen RP?") wtedy i tylko wtedy,
gdy ng = 1; czyli gdy grupa G jest grupa Olivera. Jak wykazaliSmy w pracy [20],
kazda skonczona grupa Olivera GG potrafi dziata¢ w sposéb gltadki bez punktéw



statych réwniez na samej rozmaitosci RP?" dla pewnej liczby naturalnej n > 1.
To stanowi tres¢ ostatniego twierdzenia tej rozprawy.

Twierdzenie 0.5. Dla kazdej skonczonej grupy Olivera G istnieje dziatanie gladkie
grupy G na przestrzeni RP?" bez punktéw statych dla pewnej liczby naturalnejn > 1.

Podstawowy material dotyczacy grup transformacji (uzyty w tej pracy) mozna
znalezé w ksiazkach Bredona [4], tom Diecka [7], czy Kawakubo [11].

Odsytamy do pracy [18] w celu przegladu wynikéw (uzyskanych do roku 2002)
odpowiadajacych na pytanie, ktére rozmaitosci mogg sie zjawié jako zbiory punktow
statych dziatan gtadkich danej zwartej grupy Liego G na dyskach, sferach i prze-
strzeniach euklidesowych.



Rozdziat 1

Preliminaria

W rozprawie tej zaktadamy znajomos¢ analizy, algebry, geometrii i topologii w za-
kresie studiéw matematycznych magisterskich. W szczegdlnosci bedziemy korzystali
bez podania definicji z takich poje¢ jak: rozmaitos¢ gladka i wigzka wektorowa
(w tym wiazka styczna).

Grupy transformacji pojawiaja si¢ w takich dzialach matematyki jak algebra,
geometria, topologia, analiza, teoria liczb a nawet fizyka teoretyczna. Mozna je zna-
lez¢ w teorii cechowania, mechanice kwantowej oraz ogdlnej teorii wzglednosci Ein-
steina, gdzie istnienie symetrii upraszcza rozwigzanie problemu.

Jezyk grup transformacji jest uzywany, by studiowac¢ symetrie badanych obiek-
tow. Rozmaitosci odgrywaja centralng role w geometrii i topologii, gdzie ich grupami
symetrii sa grupy Liego.

Dla grupy skoniczonej G, kazdy G-CW kompleks X, ktéry rozwazamy jest przeli-
czalny, to znaczy, ze powstalt on z sumy roztacznej przeliczalnie wielu O-wymiarowych
G-komorek G/H wraz z dotaczonymi — przeliczalnie wieloma — n-wymiarowymi G-
komoérkami postaci G/H x D™ dla réznych podgrup H grupy G i réznych liczb cal-
kowitych n > 1. Przypomnijmy, ze kompleks X nazwiemy skoncznym (odpowiednio:
skoniczenie wymiarowym), jesli ma on skoniczenie wiele G-komorek (odpowiednio: je-
Sli istnieje taka liczba catkowita m, ze m > n dla wszystkich G-komérek G/H x D™
w tym kompleksie).

Na mocy wynikéw opisanych w pracach [9] i [13], kazda gltadka G-rozmaitosé
M posiada strukture skonczenie wymiarowego, przeliczalnego G-CW kompleksu.
Ponadto rozmaitosé ta jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy posiada strukture skon-
czonego G-CW kompleksu.

Rzeczywista G-wiazke wektorowa i jej przestrzen catkowita bedziemy oznaczaé
w ten sam sposob. Jedli dana jest rzeczywista G-wiazka wektorowa E nad G-
przestrzenia bazowa X wraz z G-odwzorowaniem f: M — X, to symbolem f*FE
oznaczymy rzeczywista G-wiazke wektorowa nad przestrzenia bazowa M induko-
wang odwzorowaniem f. Ponadto symbolem R, y oznaczymy produktowa G-wigzke
wektorowa R" x X nad przestrzenig X z trywialnym G-dzialaniem na przestrzeni
euklidesowej R™; w bardziej ogélnej sytuacji, dla danego RG-modutu V' (tzn. rzeczy-
wistej przestrzeni wektorowej z liniowym dziataniem grupy G) poprzez zapis Vi x
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bedziemy rozumieé¢ produktowa G-wigzke wektorowsa V' x X nad G-przestrzenig X.
Jesdli dane sa wigzki wektorowe (odpowiednio: G-wigzki wektorowe) E oraz E’ to na-
piszemy, ze F ~ E' (odpowiednio: E =~¢ E'), gdy wiazki F oraz E’ sa izomorficzne
jako rzeczywiste wiazki wektorowe (odpowiednio: jako G-wiazki wektorowe).

Dzialania liniowe. Dla skonczonej grupy G oraz rzeczywistej (odpowiednio: ze-
spolonej) n-wymiarowej przestrzeni wektorowej V', dzialaniem liniowym grupy G na
przestrzeni V' nazywamy odwzorowanie postaci

GxV =V, (g,v) — A\g(v)

gdzie rodzina {)\g}g cc odwzorowan liniowych Ay : V' — V' (zwanych transformacjami
liniowymi) jest taka, ze dla elementu neutralnego e € G i dowolnych elementéw
g,h € G oraz dla kazdego wektora v € V' zachodza zwiazki

Ae(v) =v oraz Agp(v) = Ag(Ap(v)).

Homomorfizm A\: G — GL(V'), g — Ay do grupy GL(V') automorfizméw liniowych
przestrzeni V nazywany jest rzeczywistq (odpowiednio: zespolong) G-reprezentacjq.
Przestrzen V wraz z liniowym dzialaniem grupy G nazywaé bedziemy RG-modutem
(odpowiednio: CG-modutem).

Przypus$émy, ze dane sg rzeczywiste RG-moduty V i V/ wraz z transformacjami
liniowymi Ag: V' — V oraz A\: V' — V'. Powiemy ze moduty V' i V' sa izomorficzne
badz liniowo réwnowazne, jesli istnieje taki liniowy izomorfizm ¢: V — V/, ze

P(Ag(v)) = Xg((v))

dla kazdego elementu g € G oraz dla kazdego wektora v € V.

Dziatania gladkie. Dla grupy skonczonej G i rozmaitosci gltadkiej M, dziataniem
gtadkim grupy G na rozmaitosci M nazywamy odwzorowanie gtadkie postaci

GxM— M, (g,2)—b4(x)

gdzie rodzina {6,} e odwzorowan 0y: M — M (zwanych transformacjami glad-
kimi) jest taka, ze dla elementu neutralnego e € G i dowolnych elementéw g,h € G
oraz kazdego punktu =z € M zachodzg zwiazki

(x) be(w) =2 oraz Oy(x) =04(0n(x)).

Podstawiajac g-2 = 04(x) dla kazdego elementu g € G i kazdego punktu z € M,
réwnosci (%) zapisane powyzej przybieraja postaé: ez =z oraz (gh)-x =g-(h-x).

Dla wszystkich elementéw g € G, transformacje 0, sa takimi odwzorowaniami
gtadkimi, ze

O0g0,—1 =idy = 0,10,

i stad kazda transformacja 0, jest dyfeomorfizmem. Jako ze 0y, = 0,40}, otrzymu-
jemy homomorfizm grup 6: G — Diff(M), g — 6,. Jesli homomorfizm 6 jest mono-
morfizmem, dziatanie grupy G na rozmaitosci M nazywamy dzialaniem efektywnym.
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Kazde gladkie dziatanie grupy G na rozmaitosci M prowadzi do dziatania efektyw-
nego grupy ilorazowej G//Ker(#) na rozmaitosci M, za pomoca wzoru gKer(0) -z =g-x
prawdziwego dla kazdego elementu g € G oraz kazdego punktu x € M.

Dla dwdéch gladkich rozmaitosci M i M’ wraz z gladkimi dzialaniami

GxM—M, 0yz)=g-x i GxM — M, %(95)29'/%

odwzorowanie ¢: M — M’ jest nazywane odwzorowaniem G-ekwiwariantnym, o ile
@(04()) = 05 (p(x)) dla wszystkich elementéw g € G i wszystkich punktéw = € M.
Dwa dziatania G'x M — M oraz G x M' — M' nazwiemy réwnowaznymi, jesli ist-
nieje G-ekwiwariantny dyfeomorfizm ¢: M — M.

CW kompleksy ekwiwariantne. Dla zwartej grupy Liego G, kazda gtadka G-
rozmaito$¢ M posiada strukture skornczenie wymiarowego przeliczalnego G-CW kom-
pleksu. To znaczy, ze rozmaitos¢ M posiada filtracje za pomocy takich skonczenie
wielu podprzestrzeni M", ze

McM'cM*cMPC--- | M =M,

n=>0

gdzie M? jest suma roztaczng przeliczalnie wielu G-komérek postaci G/H dla réz-
nych domknietych podgrup H grupy G, a dla kazdego n > 1, przestrzen M powstaje
z przestrzeni M1 za pomoca dolaczania przeliczalnie wielu G-komérek G /H x D"
przy uzyciu G-ekwiwariantnych odwzorowan

G/H x S" 1 — pmn1

dla réznych domknietych podgrup H grupy G. Zaktadamy tutaj, ze grupa G dziata
trywialnie na n-dysku D™ i stad réwniez dziala trywialnie na brzegu D" = S™~ 1,
czyli (n—1)-sferze.

[stnienie struktury G-CW kompleksu na kazdej gltadkiej G-rozmaitos$ci wynika
z twierdzenia o ekwiwariantnej triangulacji, ktore uzyskat Illman [9] oraz (nieza-
leznie) Matumoto i Shiota [13]. G-rozmaito$¢ gltadka M jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy rozmaito$¢ M posiada strukture G-CW kompleksu ze skonczong liczbg
G-komorek. Wéowcezas rozmaitoéé M bedziemy nazywaé skoriczong.

Ekwiwariantne wiazki wektorowe. Niech grupa G bedzie zwartg grupa Liego,
a przestrzen X — G-przestrzenia, tzn. przestrzenia X wyposazong w dziatanie

GxX—=X, (g2) =~ 03=g-.

Przez rzeczywistg G-wigzke wektorowg E nad G-przestrzenig X bedziemy rozumieé
rzeczywista wiazke wektorowa E nad przestrzenia X wyposazona w takie dziatanie

GXE—E, (g,v) = \(v)=gou,

ze odwzorowania A, obcinaja si¢ do liniowych izomorfizméw widkien E, i Fy., dla
wszystkich punktéw z € X.
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Przyjmijmy, ze rozmaitoéé M jest gtadka G-rozmaitoécia, a rozmaitosé F = MC.
Podstawowymi przykladami G-wiazek wektorowych sa wiazka styczna T'(M) nad
rozmaitosciag M oraz wigzka normalna do rozmaitosci F' w rozmaitosci M, oznaczana
symbolem Npcjr. Dla kazdego punktu x € M i kazdego elementu g € G pochodna

Tp(0g): To(M) = Ty.p(M)

odwzorowania 0, : M — M w punkcie x jest liniowym izomorfizmem. Wigzka styczna
T (M) posiada strukture G-wiazki wektorowej przy dzialaniu okreslonym ponizej

GXT(M)—=T(M), (g,v)gov=(T3(0,))(v).
Rozkladajac wiazke na sume Whitneya
T(M)|p=T(F)®Npcum

dostajemy wiazke T'(F') z trywialnym dzialaniem grupy G, podczas gdy dla kazdego
punktu x € F', grupa G dziala liniowo na wtdknie N, wiazki Np-jpr w ten sposob,
7e NG =0.

Twierdzenie o inwariantnym otoczeniu orbity. Niech grupa Liego G bedzie
zwarta, natomiast rozmaito$¢ M niech bedzie G-rozmaitoscig gtadka. Dla kazdego
punktu x € M, orbita G(z) = {g-x | g € G} jest podrozmaitoscia gtadka rozmaitosci
M dyfeomorficzng z G /Gy, czyli przestrzenia ilorazowa grupy G przez jej podgrupe
Gy ={9€G | g-x =12} zwang grupa izotropii.

Twierdzenie o inwariantnym otoczeniu orbity orzeka, ze dla kazdego punktu z €
M istnieje G-inwariantne otoczenie otwarte orbity G(x), ktére jest G-dyfeomorficzne
z przestrzenia catkowita G-wiazki normalnej N do orbity G(z) w rozmaitosci M.
Jako G-wiazki wektorowe:

N=G X Gy Nx,

gdzie G xqg, N, oznacza produkt skrecony grupy G i wiékna N, wiazki N nad
punktem z, rozwazany jako wiazka wektorowa nad G/G. Jedli dany jest punkt staty
z € F =M%, toz powyzszego twierdzenia wynika, iz istnieje takie G-inwariantne
otoczenie otwarte U punktu x € M, ze jest ono G-dyfeomorficzne z przestrzenia
styczna T,(M) wyposazona w liniowe dzialanie grupy G zadane przez pochodng
w punkcie x

Tp(0g): To(F) = Tp(F), g€ G

transformacji 0y: M — M. Przestrzen T,(M) nazywamy RG-modulem stycznym
w punkcie z. Rozwazania te prowadza do wniosku, ze rozmaitosé F = M jest takg
gtadka podrozmaitoscia rozmaitosci M, iz OM NF = OF.

Twierdzenie o ekwiwariantnym otoczeniu tubularnym. Twierdzenie to orzeka,
ze dla zwartej grupy Liego G, gtadkiej G-rozmaitosci M oraz dla rozmaitosci F' =
ME istnieje taki G-dyfeomorfizm ¢: N — U odwzorowujacy przestrzen calkowita
G-wiazki normalnej N do rozmaitoéci F' w rozmaitosci M na takie G-inwariantne,
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otwarte otoczenie U rozmaito$ci F' w rozmaitosci M, ze odwzorowanie ¢ jest iden-
tycznoscia na rozmaitosci F', gdzie rozmaitos¢ F' jest utozsamiona ze swoim obrazem
w zerowym cieciu F'— N. Mozna to w skrécie ujaé nastepujaco: G-wiazka normalna
N do rozmaitosci punktéw statych F' w rozmaitosci M opisuje dziatanie grupy G
na otoczeniu otwartym tej podrozmaitosci.

K-teoria ekwiwariantna. Niech X bedzie G-CW kompleksem dla zadanej grupy
skoniczonej G. Rozwazmy zbiory

Vecti(X), VectS(X), Vects(X)

ztozone z klas izomorfizméw odpowiednio: rzeczywistych, zespolonych, kwaterniono-
wych G-wigzek wektorowych nad G-CW kompleksem X, w ktorych dziatania sumy
prostej i iloczynu tensorowego wprowadzaja struktury potpierscieni. Do otrzyma-
nych poétpierécieni stosujemy konstrukcje Grothendiecka i uzyskujemy w ten sposéb
pierscienie:

KOG(X)v KUG(X)v KSpG(X)

zwane odpowiednio rzeczywistq, zespolong, kwaternionowq K -teorig G-ekwiwariantng
G-CW kompleksu X.
Dla kazdego G-odwzorowania

f: X—Y

pomiedzy G-CW kompleksami X i Y, konstrukcja G-wiazki indukowanej, f*(FE)
nad G-CW kompleksem X dla danej G-wigzki F nad G-CW kompleksem Y, okresla
homomorfizm

f*: Vects(Y) — Vectg(X)

gdzie K=R, C lub H. Konstrukcja Grothendiecka w standardowy sposéb prowadzi
do homomorfizmow:

ffr KOg(Y) — KOg(X),
fr KUg(Y) — KUg(X),
f*: KSpg(Y) — KSpg(X).

W ten sposob uzyskuje sie trzy funktory K-teorii z kategorii G-CW kompleksow
do kategorii grup abelowych. Jesli {z} oznacza przestrzen jednopunktowa, to

KOg({z}) = RO(G),
KUs({z}) = RU(Q),
KSpe({z}) = RSp(G),

gdzie po prawej stronie odpowiednio pojawiajg sie pierécienie reprezentacji rzeczywi-
stych, zespolonych i kwaternionowych. Dla danego G-CW kompleksu X rozwazmy
odwzorowanie state

c: X — {x}
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ktére pozwala na zdefiniowanie pierscieni:

KOg(X) = Ker(¢": KOg({z}) = KOG(X)).
EZG()Q = Ker(c¢": KUg({x}) = KUg(X)),
KSpa(X) = Ker(c": KSpa({r}) = KSpa(X))

nazywanych odpowiednio rzeczywistq, zespolong, kwaternionowq zredukowang
K -teorig G-ekwiwariantng G-CW kompleksu X.

15



Rozdziat 2

Ograniczenia homologiczne

Rozmaito$¢ M nazwiemy Z-acykliczng (odpowiednio: Fy,-acykliczng) jesli grupy
homologii rozmaitosci M o wspétezynnikach w pierécieniu Z (odpowiednio: w ciele
[F,) sa izomorficzne z grupami homologii przestrzeni jednopunktowej o wspétczyn-
nikach w pierscieniu Z (odpowiednio: w ciele F,). Podobnie Z-homologiczng (od-
powiednio: Fp,-homologiczng) n-sferg nazywamy taka zamknieta rozmaitosé¢ gtadka
M, ze grupy homologii o wspétezynnikach w pierécieniu Z (odpowiednio: w ciele )
tej rozmaitosci sg izomorficzne z grupami homologii n-sfery S™ o wspoétczynnikach
w pierécieniu Z (odpowiednio: w ciele F)).

Paul Althaus Smith (1900-1980) stworzyl podstawy teorii zwanej dzi§ Teoria
Smitha (patrz: [21] i [22]), ktora opisana jest w nowoczesny sposéb w ksiazce Bredona
[4, Rozdzial I11]; w przypadku dziatan gtadkich wyniki te zawieraja dwa nastepujace
twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. Jesli grupa G jest torusem, to dla kazdego G-dzialania gladkiego
na Z-acyklicznej rozmaitosci (odpowiednio: na Z-homologicznej sferze) M, zbior
punktow statych MC jest Z-acykliczng rozmaitosciq (odpowiednio: Z-homologiczng

sferg).

Twierdzenie 2.2. Jesli dana jest p-grupa G, to dla kazdego jej dziatania gtadkiego
na Fy-acyklicznej rozmaitosci (odpowiednio: na Fy-homologicznej sferze) M, zbior
punktéw statych MC jest Fp-acykliczng rozmaitoscig (odpowiednio: Fp-homologiczng

sferg).

Zwarta grupe Liego G nazywamy grupg p-toryczng, jezeli sktadowa spéjna Gy
elementu neutralnego tej grupy jest torusem, a grupa ilorazowa G /Gy jest p-grupa.
Jesli grupa p-toryczna dziata w sposéb gtadki na gladkiej Z-acyklicznej rozmaitosci
(odpowiednio: na Z-homologicznej sferze) M, to wéwczas na mocy twierdzenia 2.1
zbi6r punktéw statych MG0 jest Z-acykliczng rozmaitoécia gtadka (odpowiednio: Z-
homologiczna sfera gtadka). Grupa ilorazowa G /Gy zawsze dziata na zbiorze M0
w taki sposob, ze

(MGO)G/GO — MG.

Wobec tego z twierdzenia 2.2 wynika, iz M© jest [F,-acykliczng rozmaitoécia (odpo-
wiednio: F)-homologiczng sfera). Zachodzi zatem nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 2.3. Jesli grupa G jest p-toryczna, to dla kaZdego jej dziatania glad-
kiego na Z-acyklicznej rozmaitosci (odpowiednio: Z-homologicznej sferze) M, zbidr
punktéw statych MC jest Fp-acykliczng rozmaitoscig (odpowiednio: Fp,-homologiczng

sferq).

Oliver [15] udowodnil, ze jesli rzad grupy skorniczonej G nie jest potega liczby
pierwszej, to istnieje taka liczba catkowita ng > 0, ze zbior

{ X(X G) —1: dla wszystkich sciagalnych G-CW komplekséw skonczonych X }

jest podgrupa grupy liczb catkowitych Z, wiec jest postaci ng-Z dla jednej liczby
catkowitej ng = 0. Liczbe ta nazywamy liczbg Olivera grupy G.

Ograniczenia homologiczne na zbiory punktéow stalych K wynikajace z teorii
Smitha nie maja miejsca, gdy rzad dzialajacej grupy nie jest potega liczby pierwszej.
Zachodzi natomiast kongruencja zwiazana z charakterystyka Eulera y(K) i liczba
Olivera ng, ktéra pojawia sie w nastepujacym twierdzeniu pochodzacym z pracy
Olivera [15].

Twierdzenie 2.4. Jesli rzqd grupy skoriczonej G nie jest potegq liczby pierwszej,
oraz CW kompleks K jest skonczony, to istnieje taki skonczony G-CW kompleks
$ciggalny X, ze zbidr punktéw stalych XC jest homeomorficzny z CW kompleksem
K wtedy i tylko wtedy, gdy charakterystyka Eulera x(K) =1 (mod ng).

W topologii rozmaitosci jednym z gtownych zagadnien jest powigzanie wtasnosci
rozmaitosci z ich typem homotopii. W przypadku, gdy mamy do czynienia z G-
rozmaito$ciami gltadkimi, taki zwigzek istnieje, o ile typ homotopii okreslony jest
przez pseudo-rownowaznosé, ktora zgodnie z przyjeta juz definicja jest rownowaz-
noscia homotopijna i G-odwzorowaniem.

Moéwiac doktadniej, jesli G-odwzorowanie f: X — Y pomiedzy dwoma G-CW
kompleksami skonczonymi X oraz Y jest réwnowaznoscig homotopijng, to stozek
odwzorowania f; to jest przestrzen

c(X)u f Y,
przyjmuje strukture G-CW kompleksu Sciggalnego. Wobec tego, zbiér punktéw sta-
tych (C(X) Uy V)% na mocy teorii Smitha, jest Fp-acykliczny jezeli G jest p-grupa

skonczong. Natomiast, jesli rzad grupy G nie jest potega liczby pierwszej, to wtedy,
na mocy Twierdzenia 2.4,

X(X9) =x(YY)  (mod ng),

bo (C(X)UpY)¥ =C(XY) Uy Y9 oraz x(C(X9)Up YE) =1 —x(XE) +x(Y).
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Rozdziat 3

Ograniczenia wigzki stycznej

Podamy teraz najwazniejsze pojecia z teorii wigzek stosowane w tym rozdziale.
Podazajac za praca [8] rzeczywista wiazke wektorowa F nad przestrzenia X na-
zwiemy stabilnie zespolong, jesli dla pewnej liczby catkowitej n > 0 suma Whitney’a
E @R, v posiada strukture zespolong.

Ponadto gtadka rozmaito$é M nazwiemy stabilnie zespolong, jesli wigzka styczna
T(M) do rozmaitosci M jest stabilnie zespolona. Mozna to wyrazi¢ w réwnowazny
sposéb, méwiac, ze istnieje takie zanurzenie gtadkie rozmaitosci M w pewna prze-
strzen euklidesowa, ze wigzka normalna tego zanurzenia posiada strukture zespolona.
Wynika stad, ze wszystkie sktadowe spdjne rozmaitosci M musza by¢ albo parzysto-
albo nieparzysto-wymiarowe.

Rozmaito$é M nazwiemy paralelizowalng (odpowiednio: stabilnie paralelizowalng),
jesli wszystkie sktadowe spdjne rozmaito$ci M majg ten sam wymiar m oraz

T(M)EPRY y ~ R

dla n =0 (odpowiednio: dla n > 0). Zgodnie z praca [8] kazda Fa-acykliczna rozma-
itos¢ M jest stabilnie zespolona. Jednakze jesli p > 3, to IFj-acykliczna rozmaitosé
M nie musi by¢ stabilnie zespolona. Dzigki teorii Smitha i pracy Edmondsa i Lee
[8] wiemy, ze prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.1. Jesli grupa skoriczona G jest p-grupq, a rozmaitosé M jest IF,-
acykliczng G-rozmaitodcig stabilnie zespolong, to rozmaitosé punktéw stalych M©
jest zaréwno Fy-acykliczna jak @ stabilnie zespolona.

W pracy [16] Oliver opisal warunki konieczne i wystarczajace dla wiazki stycznej
T(F) do rozmaitosci F' punktéw statych G-dziatan gtadkich na dyskach i przestrze-
niach euklidesowych w przypadku, gdy rzad grupy skonczonej G' nie jest potega
liczby pierwszej.

Definicje z teorii grup. Symbolem B (odpowiednio: =) bedziemy oznaczaé klase
grup skoniczonych o rzedzie bedacym potega liczby pierwszej (odpowiednio: nie be-
dacym potega liczby pierwszej). Klase = rozktadamy na cztery parami roztaczne
klasy 2, B, € oraz ® zdefiniowane ponizej.
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1) Ge®, jedli grupa G posiada taki ciag podgrup K <H < G, ze grupa ilorazowa
H/K jest izomorficzna z grupa dyhedralng D, rzedu 2pq, gdzie liczby p i ¢ sa
réznymi liczbami pierwszymi (stad wynika, ze grupa G posiada element rzedu
nie bedacego liczba pierwsza sprzezony ze swoja odwrotnoscia w grupie ).

2) G €€, jedli grupa G ¢ D i grupa ta posiada element rzedu nie bedacego liczba
pierwsza, sprzezony ze swoja odwrotnoscia w grupie G.

3) G € B, jedli grupa G ¢ €UD i grupa ta posiada element rzedu nie bedacego
potega liczby pierwszej.

4) G € A, jesli grupa G € =P i kazdy element tej grupy jest rzedu bedacego
potega liczby pierwszej.

Definicje z teorii reprezentacji. Dla grupy skonczonej G i ciata F = C lub R
dwa FG-moduly V i W nazwiemy B-dopasowanymi, jesli sa one izomorficzne jako
F P-moduty dla kazdej takiej podgrupy P grupy G, ze P € RB. Zdefiniujemy teraz
nastepujace klasy Mc, Mcy oraz Mp grup skonczonych.

1) G € Mg, jesli istnieja takie dwa P-dopasowane CG-moduty Vj i V7, ze
dime (V) = 0 oraz dime(VE) = 1.

2) G € Mcy, jesli istnieja takie dwa PB-dopasowane, CG-moduty samosprzezone
Vo i Vi, ze dime(VE) = 0 oraz dimc(V\®) = 1.

3) G € Mg, jedli istnieja takie dwa JP-dopasowane RG-moduty Vj i Vi, ze
dimg (V) = 0 oraz dimg (V¥) = 1.

RG-modul V' — po zastosowaniu kompleksyfikacji — staje sie CG-modutem sa-
mosprzezonym V ®@p C. Zachodza nastepujace inkluzje:

Mr C My CMe C —PB.
Ponizszy lemat pochodzi z pracy Olivera [16, Lemat 3.1]
Lemat 3.2. Dla kazdej grupy skonczonej G, prawdziwe sqg nastepujgce tezy:

1) G €M wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G ma element rzedu nie bedgcego potegq
liczby pierwszej.

2) G € My wtedy @ tylko wtedy, gdy grupa G ma element rzedu nie bedgcego
poteqgq liczby pierwszej, ktory jest sprzezony ze swojq odwrotnosciq.

3) G € Mr wtedy 1 tylko wtedy, gdy grupa G ma taki cigg podgrup K <H <G, Ze
grupa tlorazowa H/K jest izomorficzna z grupg diedralng Dy, rzedu 2pq, dla
dwoch roznych liczb pierwszych p i q.
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Na mocy Lematu 3.2 i definicji z teorii grup podanych powyzej zachodzg naste-
pujace rO6WnNosci:

A=—-P\Mc, B=Mc\Mcy, €=Mcy \Mg, D =M.

Dla danej klasy & grup skonczonych, przez &< bedziemy oznaczaé klase tych
grup G € &, ktore posiadaja normalng 2-podgrupe Sylowa. Jesli grupa G € € lub D,
to nie zawiera ona normalnej 2-podgrupy Sylowa. Wobec tego €9 =D = &. Mozemy
teraz roztozy¢ klase =8 na sze$¢ parami roztacznych klas:

A9, A\AL, B, W\ B, €, D.

Definicje z K-teorii. Jeli jest dany skoficzony CW kompleks X, to KO(X),
KU(X) 1 KSp(X) oznaczaja kolejno rzeczywista, zespolona i kwaternionowsa zredu-
kowana K-teorie kompleksu X. Podazajac za praca Olivera [16] rozwazmy

1) kompleksyfikacje rzeczywistej wiazki wektorowej E nad kompleksem X
cr: KO(X) = KU(X), [E]~ [E®rCxx],

2) kwaternionizacje zespolonej wigzki wektorowej E nad kompleksem X
qc: KU(X) = KSp(X), [E]~ [E®cHxx],

3) kompleksyfikacje kwaternionowej wiazki wektorowej F nad kompleksem X
et KSp(X) = KU(X), [E]~ [Rest(E)],

4) realifikacje zespolonej wiazki wektorowej £ nad kompleksem X
re: KU(X) = KO(X), [E] [Resg(E)].
Whprowadzenie notacji KO(X,G). Dla grupy G € B przyjmijmy, ze
KO(X,G) =rc (KU(X)).

Jesli rozmaitoéé M jest gladka, to klasa [T'(M)] € KO(M,G) wtedy i tylko wtedy,
gdy rozmaitos¢ M jest stabilnie zespolona. Zatem, w Twierdzeniu 0.1, wymaganie
aby rozmaito$¢ M byta stabilnie zespolona mozna zapisaé jako [T(M)] € KO(M,G).

Jesli natomiast grupa G € =3, a kompleks X jest skonczony, to przyjmujemy;,
ze:

1) KO(X,G) =rc (torKU (X)) dla G € 217,

2) KO(X,G) =rc (KU(X)) dla G € B,

3) KO(X,G) =torKO(X) dla G € 2A\ A%,

1) KO(X,G) =torKO(X) +rc (KU(X)) dla G € B\ B,
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5) KO(X,G) = cg" (torI?U(X) +cq (I?S?)(X))) dlaGec,

6) KO(X,G)=KO(X) dla GeD.

Podgrupa elementéw prawie podzielnych grupy abelowej A oznaczana jako qdiv(A)
jest przecieciem wszystkich jader homomorfizméw z grupy A do wolnych grup abe-
lowych. Jedli grupa A jest skonczenie generowana, to podgrupa qdiv(A) = tor(A).

Dla nieskonczonego CW kompleksu X w definicji grupy subg (l?@(X )) zaste-

pujemy grupy torsyjne tor (I?@(X )) oraz tor ([?U (X )) odpowiednio grupami
qdiv (f(VO(X)) oraz qdiv (ﬁ(X))

poréwnaj z praca [16, Twierdzenia 0.1 i 0.2].

Definicja 3.3. Jesli grupa G jest skonczona i dziata w sposéb trywialny na roz-
maitosci gtadkiej F', to dla rzeczywistej G-wiazki wektorowej £ nad rozmaitoscig F'
element - -
Oliv(E) € KO(F)® @ KOp(F)y/divi,) (F),
P<G

ktory nazwiemy przeszkodg Olivera wiazki E, definiujemy przez obciecie G-dziatania
na wigzce E do trywialnej podgrupy I grupy G oraz do kazdej p-podgrupy P grupy
G, dla ktorej p“G |, uzyskujac nastepujace sktadniki

(1) [Resf (E)| € KO(F) oraz
(2) [ResB(E)] +divy)(F) € KOp(F)/divs) (F)
gdzie iloraz KOp(F )(p/div(py(F) jest ilorazem grupy zlokalizowanej KOp(F )

P)

przez podgrupe divf;) (F) elementéw nieskonczenie p-podzielnych w grupie KO P(F) -

Drzigki pracy [16, Lematy 3.1, 3.2 i 3.3] wiadomo, ze warunek Oliv(E) =0 dla
rzeczywistej G-wigzki wektorowej £ nad takim kompleksem F', ze EC~T (F) jest
réwnowazny temu, ze klasa [T'(F)] € KO(F,G).

Lemat 3.4. Jesli dana jest grupa skonczona G, ktorej rzqd nie jest potegq liczby
pierwszej, to wowcezas dla gladkiej rozmaitosci F' istnieje taka rzeczywista G-wigzka
wektorowa E nad tg rozmaitoscig, e E€ ~ T(F) oraz Oliv(E) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy klasa [T(F)] € KO(F,Q).

Niech G' bedzie grupa skonczong, i niech M bedzie G-rozmaitoscia, o zbiorze
punktéw statych F'. Oznaczmy przez E =T(M)|r G- wiazke styczna T'(M) obcigta
do rozmaitosci F'. Wéowcezas:

E~gT(F)®N,

to znaczy, ze wiazka E jest suma Whitney’a wiazki stycznej T'(F), na ktorej grupa
G dziala trywialnie, oraz G-ekwiwariantnej wiazki normalnej N do rozmaitosci F
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w rozmaito$ci M. Dla kazdego punktu x € F' wtokno N, nad tym punktem w wigzce
N jest takim RG-modutem, ze N& =0 i stad E¢ ~ T(F). Na mocy argumentéw
zgromadzonych w pracy [16, dyskusja po Twierdzeniu 0.1], zachodzi nastepujace
stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.5 (Oliver). Jesli dana jest skoriczona grupa G, ktdrej rzqd nie
jest potegq liczby pierwszej oraz Z-acykliczna G-rozmaitosc gltadka M o rozmaitosci
punktow statych F # &, to wowczas

EY~T(F) oraz Oliv(E) =0,
gdzie E=T(M)|p.

Kazda Z-acykliczna G-rozmaitos¢ gtadka M jest stabilnie paralelizowalna, tzn.
wiazka T'(M) jest stabilnie rownowazna z wiazka produktowa. Wobec tego zachodzi
nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.6. Jesli torus G dziata na Z-acyklicznej rozmaitosci X, to zbior
punktéw stalych M = XC tego dzialania jest rozmaitosciq stabilnie zespolona.

Kazda wigzka wektorowa nad skonczenie wymiarowym, Fa-acyklicznym CW
kompleksem X posiada w sposéb stabilny strukture zespolona (patrz: dowdd [8,
Proposition 3.2]). Wynika stad, ze kazda gladka, Fo-acykliczna rozmaito$é jest sta-
bilnie zespolona. Jednakze jesli p > 3, gtadka F,-acykliczna rozmaito$¢ nie musi by¢
stabilnie zespolona.

Kolejne stwierdzenie wynika z pracy [8, (3.1) oraz (3.2)].

Stwierdzenie 3.7. Jesli grupa G jest p-grupg (odpowiednio: grupg p-toryczng),
ktora dziata w sposob gltadki na Fp-acyklicznej (odpowiednio: Z-acyklicznej) stabil-
nie zespolonej rozmaitosci M, to zbér punktéw stalych F = MC tego dzialania jest
rozmaito$ciqg stabilnie zespolong.

Jedli grupa G jest skonczona a G-rozmaitos¢ M jest gladka, oraz rozmaitoscé
F =M€, to G-wigzka wektorowa E = T(M)|r

EXT(F)&N

jest suma Whitneya wiazki stycznej T'(F') na ktérej grupa G dziata trywialnie, oraz
G-ekwiwariantnej wigzki normalnej N do rozmaitosci F' w rozmaitosci M. Stad dla
kazdego punktu z € F' wtokno N, wiazki N nad punktem z jest takim RG-modutem,
ze Nf =0, i jako wiazki wektorowe

E¢ ~T(F).

Jesli dodatkowo rozmaitos¢ M jest Z-acykliczna, to przestrzen styczna T'(M) jako
wiazka wektorowa jest stabilnie trywialna i stad klasa [F] =0 w grupie KO(F'). Na
mocy Teorii Smitha dla kazdej takiej p-podgrupy P grupy G, ze p | |G|, rozmaitosé

MPF jest [Fp-acykliczna. Oczywiscie

E=(T(M)|pr)lF
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i stad G-wigzka E jest obcigciem P-wigzki wektorowej nad IFj-acykliczng rozmaito-

Scia; w zwiazku z tym Oliv(E) = 0 (poréwnaj z dyskusja po Twierdzeniu 0.1 w pracy
[16]).

Stwierdzenie 3.8. Jesli grupa skonczona G ma rzqd nie bedgcy potegq liczby pierw-
szej, a G-rozmaitosé gladka M jest Z-acykliczna, to dla rozmaitosci F = MS oraz

wigzki E = T(M)|p jako wigzki wektorowej, zachodzi EC = T(F) oraz przeszkoda
Olivera Oliv(E) = 0.
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Rozdziat 4

Pogrubianie ekwiwariantne

Pogrubianie ekwiwariantne (w réznej ogélnosci) opracowali Assadi [1], Edmonds
i Lee [8], a takze Pawalowski [17] dla dowolnej zwartej grupy Liego G. Technika ta
pozwala przeksztatci¢ G-CW kompleks X w taka G-rozmaitos¢ gtadka M o G-typie
homotopii kompleksu X, ze ME = X&. W szczegdlnosei z konstrukeji wynika, ze
M =~ X. Przytoczymy teraz dwa twierdzenia z pracy [17].

Twierdzenie 4.1. Jesli dana jest grupa skonczona G, niepusta rozmaitosé¢ gtadka
F, taki przeliczalny i skoriczenie wymiarowy G-CW kompleks X, e X¢ = F oraz
taka G-wigzka wektorowa E nad kompleksem X, ze

(E]F)G ~T(F)®RYp, gdzie n>0,

to wowczas istnieje taka G-rozmaitos¢ gtadka M o G-typie homotopii kompleksu X,
e rozmaito$é punktéw statych MC jest dyfeomorficzna z rozmaitoscig F. Ponadto,
istnieje taka silna G-retrakcja deformacyjna f: M — X, Ze dla pewnego takiego RG-
modulu V, ze VG =0, zachodzi

Twierdzenie 4.2. Jesli dana jest grupa skonczona G oraz taki skornczenie wymia-
rowy G-CW kompleks przeliczalny X, ze zbidr punktéw stalych X = &, to wéwczas
dla kazdej rzeczywistej G-wigzki wektorowej E nad kompleksem X istnieje tak G-
rozmaitoséa gladka M o G-typie homotopii kompleksu X, ze MC = @, wraz z takq
silng G-retrakcjg deformacyjng f: M — X, Ze dla pewnego takiego RG-modutu V,
2e VG =0, zachodzi

f*EEBVXM ~aG T(M)

Uwaga 4.3. Jesli w powyzszych twierdzeniach kompleks X jest skoriczony (odpo-
wiednio: nieskoniczony), to rozmaito$¢ M mozna dobraé tak, aby byta zwarta (odpo-
wiednio: otwarta — o ile tylko OF = &). Jezeli dodatkowo kompleks X jest Sciggalny,
to rozmaito$¢ M moze by¢ dyskiem (odpowiednio: przestrzenia euklidesowa), co
wynika z jej konstrukeji i twierdzenia o h-kobordyZmie Milnora [14] (odpowiednio:
twierdzenia Stallingsa [23]).
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Rozdziat 5

Obliczenia w zespolonej K-teorii
ekwiwariantnej

Zeby méc uzyé Twierdzenia 4.1 do konstruowania dziatan skonczonych p-grup
na [Fj-acyklicznych rozmaitosciach ze zbiorem punktéw statych bedacym zadana,
Fp-acykliczng rozmaito$cig, potrzeba znalez¢ zaréwno odpowiedni G-CW kompleks
X, dla ktérego zbiér X¢ = F, jak i taks rzeczywista G-wiazke wektorowg E nad
kompleksem X, ze wigzka (E|r)® jest stabilnie réwnowazna z wigzka styczna T'(F).
Dzieki wynikom, ktére uzyskat Jones [10] (odpowiednio: Assadi [1]) zadany G-CW
kompleks X istnieje, gdy rozmaito$¢ F' jest zwarta (odpowiednio: niezwarta). Sfor-
muhlujemy to precyzyjniej w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.1. Jesli dana jest p-grupa G, to dla kaZdego skonczenie wymia-
rowego, przeliczalnego, IFy-acyklicznego CW kompleksu K istnieje taki skoriczenie
wymiarowy, przeliczalny G-CW kompleks Sciggalny X, ze zbidr X© = K. Ponadto,
jesli kompleks K jest skorniczony, to kompleks X mozna dobrac tak, aby rowniez byl
skonczony.

Jak zauwazyliémy we wstepie, jesli grupa G jest grupa cykliczng rzedu p, a roz-
maitos¢ F' jest stabilnie zespolona podrozmaitoscia gtadka dysku D" oraz grupa G
dziala w taki sposéb gladki na pewnym otoczeniu domknietym N rozmaitosci F,
ze NG = F | to Jones [10] rozszerzyt dzialanie grupy G na otoczeniu N do dziatania
gladkiego grupy G na D" bez zmiany zbioru punktéw stalych. Assadi i Browder
[2] odnotowali, ze w argumentacji Jonesa zabraklo pewnych informacji o wiazce
stycznej.

Uzywajac G-ekwiwariantnej K-teorii do konstrukeji odpowiednich G-wigzek wek-
torowych rozszerzamy wyniki uzyskane przez Jonesa i obejmujemy przypadek, gdy
dziatajaca grupa jest skoriczona p-grupa. Zacznijmy od obliczen w K-teorii.

Przyjmijmy, ze grupa G = C), jest grupa cykliczng rzedu p. Przyjmijmy réwniez,
ze rozmaitos¢ F' jest gladka oraz oznaczmy przez F*Sgg_l ztacze rozmaitosci F
z (20 — 1)-sfera rozpatrywana ze standardowym dzialaniem wolnym grupy G. Poda-
zajac za dowodem z pracy [8, Proposition 5.3] mozna skonstruowaé taka G-wiazke
wektorowg E nad rozmaitoscig £ * S]%é_l, ze wiazka (F|p)@ jest stabilnie réwno-
wazna z suma prosta wielu kopii wiazki T'(F).
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Jednakze, aby zastosowa¢ Twierdzenie 4.1 w celu uzyskania takiego dziatania
gtadkiego grupy G na pewnym dysku badz przestrzeni euklidesowej, ze zbiér punk-
téw statych tego dziatania jest dyfeomorficzny z rozmaitoicia F, wiazka (E|p)¢
powinna by¢ stabilnie réwnowazna z tylko jedna kopia wiazki T'(F). Zeby rozwigzaé
problem podazamy za argumentami zawartymi w dowodzie [8, (5.3)], by w pewnym
momencie pokaza¢ jak wykorzysta¢ IFj-acykliczno$¢ rozmaitosci F', aby otrzymac
wymagang G-wiazke wektorowa E nad F S]%E_l.

Nastepujacy lemat, dotyczacy ilorazu Z[t]/(1 —tP) pierscienia wielomianéw Z][t]
przez ideal (1 —tP)Z][t], wykorzystamy w kolejnym twierdzeniu. Wynik ten pochodzi
z pracy [17, Lemat 5.4].

Lemat 5.2 (Lemat Neugebauera). Dla kazdej liczby pierwszej p oraz liczby calko-
witej n > 1 istnieje w pierscieniu Z[t]/(1 —tP) element postaci

p—1 p—1
S bt' =(1-0)") et
i=0 i=0
gdzie by = p® dla a =0 oraz by,--- ,bp_1,co,c1,"++ ,cp—1 € Z.

Twierdzenie 5.3. Jesli grupa G jest grupg cykliczng rzedu p, a rozmaitos¢ F-
acykliczna F jest stabilnie zespolona, to istnieje taka zespolona G-wigzka wektorowa
E nad zlgczem F*ngfl, se wigzka (E|p)Y ~g T(F).

Dowdd. Rozmaitos¢ F jest stabilnie zespolona, zatem przestrzen styczna T(F) moze
by¢ rozwazana jako element w zredukowanej K-teorii zespolonej K (F).
Rozwazmy nastepujacy diagram przemienny

FaS2-1 35 o(F) x 521

S

FxO(S271) « £ — Fx 521

gdzie C(F) oraz C (ngfl) oznaczaja stozki odpowiednio nad rozmaitosciag F i sfera
S]%g_l, natomiast ip, jp, ig oraz jg oznaczaja inkluzje zwiazane z rozktadem ztacza

FaS2l = (Fx C(S21)) u(C(F) x 52°Y)

na dwa sktadniki, ktérych czes¢ wspolna to F' x ngfl.
Powyzszy diagram indukuje nastepujacy diagram przemienny w G-ekwiwariantnej
K-teorii zespolone;j.

-k

Kq(F*82-1) I Ka(S2h)

ii| I

-k

Kg(F) ——" s Fx 521

% e

K(F)®R(G) 25 K(F)@ Ka(5%1)
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Grupa G dziata w sposob trywialny na rozmaitosci F', zatem
Kg(F)=Z K(F)® R(G).
Lemat 5.4. Kazdy element x € f(F) lezy w obrazie ztozenia odwzorowan

JF

20—1 FixC
Kg(F*Sp ) —— Kq(F) —— K(F).

Dowdd. Kazdy element z € K(F) jest rozwazany jako element (z,0) w K(F) za

pomocy izomorfizmu K (F) = K(F) @ Z.
Korzystajac z ciagu doktadnego Mayera—Vietorisa, dostajemy, ze dla kazdego
elementu z € K¢ (F) zachodzi nastepujaca réwnowaznosé

ze€lm(jp) wtedy i tylko wtedy, gdy  ip(2) € Im(dy). (5.1)

Odwzorowanie ¢ w powyzszym diagramie jest wyznaczone za pomoca odwzorowania
produktu tensorowego U ® V' w produkt kartezjanski U x V', dla kazdej zespolonej
wigzki wektorowej U nad rozmaitoscig F' oraz zespolonej G-wiagzki wektorowej V' nad
sferg Sge_l. Pierscien reprezentacji zespolonych R(G) jest izomorficzny z K (pkt),
gdzie pkt jest przestrzenig jednopunktows. Odwzorowanie state ¢ : Sgé’l — pkt in-
dukuje odwzorowanie

e R(G) —— Kg(Sze_l).

~Y

Jako pierscienie R(G) = Z[t]/(1 —tP), gdzie t odpowiada standardowej reprezentacji
zespolonej G — U(1) (poréwnaj z [4, p. 356]).
Jak wynika z [3, Corollary 2.7.6] (poréwnaj z [8, (2.4) p. 340]), zachodzi zwiazek
Ka(S; ) = R(G)/(1-t),

gdzie €* : R(G) — R(G))/(1—1)* jest odwzorowaniem ilorazowym. Stad
p—1
e* ((1 —)'y" cit") =0. (5.2)
i=0

Rozwazmy odwzorowanie Fix® : Kg(F) = K(F)® R(G) — K(F). Wéwczas
p—1
Fix“ (m@(l—t)EZcitl) —z@bt’ =br®1=br, (5.3)
1=0

gdzie b jest wyrazem wolnym wielomianu
p—1 p—1
b+ > bt =(1-1)"Y et
=1 =0
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Zgodnie z Lematem 5.2 liczby calkowite ¢; moga by¢ wybrane tak, aby b= p® dla
pewnego catkowitego a > 0. -
Jako, ze rozmaitosé¢ F' jest Fp-acykliczna, zredukowana K-teoria K (F') nie ma

ani czesci wolnej, ani p-torsji. Zatem rzad |z| elementu = w K (F) jest skonczony,
niepodzielny przez p. Wybierzmy takie liczby catkowite r oraz s, ze p%s = |x|r+ 1.
Przyjmijmy ponadto, ze

p—1
y=1-)>¢t!  oraz 2=sr®y.
i=1

Wéwezas z réwnosei (5.3) wynika, ze
Fix“(2) = Fix¥ (sz @ y) = bsz = p*sz = (|z|r + 1)z = . (5.4)

Skoro o (id®e*) =i} w K-teoryjnym diagramie powyzej i ponadto £*(y) = 0, wiec
z réwnosci (5.2) dostajemy, ze

ip(2) = ip(s2@y) = p(sz " (y)) = p(s2©0) = 0.

Zatem z réwnowaznosci (5.1) otrzymujemy, ze jp(w) = z dla pewnego elementu
w € Kq(F * Sgg_l) oraz z réwnosci (5.4) uzyskujemy ostatecznie, iz

Fix (ji(w)) = Fix%(2) = z,
co dowodzi Lematu 5.4. OJ

Na mocy lematu 5.4 wigzka styczna T'(F') rozpatrywana jako element zreduko-
wanej K-teorii K (F') lezy w obrazie ztozenia ponizszych odwzorowar

-
JF

Ko(F 821 1 ko(F) B k()2 K(F) o

i stad istnieje taka G-wigzka wektorowa E nad ztgczem F'x 856_17 ze wigzka punktow
stalych (E|p)® ~4 T(F). To koticzy dow6éd Twierdzenia 5.3. O
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Rozdzial 6

Twierdzenia Olivera o zbiorach
punktéw stalych

Ten rozdziat poswiecimy na podsumowanie tych wynikéw uzyskanych przez Oli-
vera [15], ktére dotycza rozmaitosci punktéw statych. Dla G-CW kompleksu X oraz
CW kompleksu K zapis K = X& oznacza, ze CW kompleks K oraz zbiér X sa
homeomorficzne, natomiast zapis K ~ X oznacza, ze kompleks K i zbiér X maja
ten sam typ homotopii.

Twierdzenie 6.1 (Oliver [15]). Jesli dana jest grupa skoniczona G, ktorej rzad nie
jest potegq liczby pierwszej oraz skoriczony, niepusty CW kompleks K, to wowczas
nastepujgce warunki sq rownowazne.

1) Charakterystyka Eulera x(K) =1 (mod ng).
2) Istnieje taki skoriczony G-CW kompleks $ciggalny X, Ze zbior XC =K.
3) Istnieje takie dzialanie gladkie grupy G na dysku D, Ze zbior D¢~ K.

Przypomnijmy, ze grupa skonczona G jest grupa Olivera wtedy i tylko wtedy,
gdy rzad grupy G nie jest potega liczby pierwszej oraz liczba ng = 1. Nastepujace
wyniki uzyskane przez Olivera spowodowatly wprowadzenie pojecia grupy Olivera.

Twierdzenie 6.2 (Oliver [15]). Jesli grupa G jest skoriczona, to nastepujgce warunki
s¢ rownowazne.

1) Rzqd grupy G nie jest potegq liczby pierwszej, a liczba Olivera ng = 1.
2) Istnieje taki skoriczony G-CW kompleks $ciggalny X, Ze zbior XC =g,
3) Istnieje takie dzialanie gladkie grupy G na dysku D, zZe zbior D¢ =g,

Konstrukcja G-CW kompleksu i rzeczywistej G-wigzki wektorowej opisana przez
Olivera [16, dow6d Twierdzenia 2.4] prowadzi do nastepujacego twierdzenia.

29



Twierdzenie 6.3 (Oliver [16]). Jesli dana jest taka grupa skoriczona G, ktdrej rzad
nie jest poteqgq liczby pierwszej oraz rozmaitosé F, to wowczas rzeczywista G-wigzka
wektorowa E nad rozmaitoscig F' rozszerza sie do rzeczywistej G-wigzki wektorowej
nad takim skoriczonym (odpowiednio: przeliczalnym i skoriczenie wymiarowym), G-
CW kompleksem Sciggalnym X, ze zbidr punktéw statych XG = F wtedy i tylko
wtedy, gdy rozmaitos¢ F jest zwarta, charakterystyka Eulera x(F) =1 (mod ng)
oraz przeszkoda Olivera Oliv(E) =0 (odpowiednio: Oliv(E) =0).

Wyniki zawarte w pracy [16, Twierdzenia 0.1 i 0.2 oraz Lematy 3.1, 3.2 i 3.3]
pozwalaja nam na zapisanie nastepujacego twierdzenia, w ktéorym mozna przyjac,
ze rozmaitosé¢ M jest dyskiem (odpowiednio: przestrzenia euklidesowa).

Twierdzenie 6.4 (Oliver [16]). Jesli dana jest taka skoriczona grupa G, ktdrej rzqd
nie jest potegq liczby pierwszej, to wowczas rozmaito$é F' jest dyfeomorficzna z roz-
maitoscig punktow staltych zwartej (odpowiednio: otwartej), sciggalnej G-rozmaitosci
gtadkiej M wtedy 1 tylko wtedy, gdy rozmaitosé F jest zwarta, charakterystyka Eulera
X(F)=1 (mod ng) oraz klasa [T'(F)] € KO(F,G) (odpowiednio: brzeg OF = & oraz
klasa [T(F)] € KO(F,G)).

Prawdziwos¢ powyzszego twierdzenia wynika z Lematu 3.4, Stwierdzenia 3.8 oraz
Twierdzenia 6.3 jak rowniez z Twierdzenia 4.1.

Przypu$émy, ze dana jest skonczona grupa G wraz z jej podgrupg H. Dla H-
przestrzeni X poprzez Indfj(X ) oznaczymy przestrzen H-odwzorowan ¢: G — X,
gdzie grupa H dziata na grupie G za pomoca lewych translacji. Wowczas grupa G
dziala na przestrzeni Ind%(X) za pomoca wzoru

(g-¢)(h) = w(hg)

dla wszystkich g,h € G. Niech liczba k oznacza indeks podgrupy H w grupie G.
Wybierzmy reprezentantéw warstw prawostronnych ay,...,a; w ilorazie G/H tak,
aby element a1 = e, gdzie e oznacza element neutralny w grupie G.

Dla H-odwzorowania ¢: G — X, zachodzi réwnosé ¢(ha;) = he(a;) dla kazdego
elementu h € H istad odwzorowanie @ jest jednoznacznie okreslone poprzez wartosci
jakie przyjmuje ono na reprezentantach ai,...,ax. Ponadto funkcja ¢ przeksztatca
warstwe Ha; na orbite H(p(a;)) dzialania grupy H na przestrzeni X. Jako prze-
strzenie

IndG(X) = X*F =X x...x X, krazy,

gdzie H-odwzorowanie ¢: G — X odpowiada ciagowi (x1,...,xy), przy ¢(a;) = z;
dlai=1,...,k. Odwzorowujac ¢ na ¢(e) otrzymujemy homeomorfizm

G
(Indf (X)) " — x"
i za pomocy inkluzji diagonalnej X — X*¥ przestrzen X! staje sie podzbiorem

przestrzeni X ¥ ktéry jest G-zbiorem punktéw stalych odpowiedniego dziatania
grupy G na przestrzeni X **.
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Niech X oraz Y beda H-przestrzeniami. Dla kazdego H-odwzorowania f: X —Y
zdefiniujmy odwzorowanie

Ind% (f): Ind%(X) — Ind%(Y)

za pomocg wzoru Ind% (f) = f op. Wowezas funkcja Ind% (f) jest G-odwzorowaniem.
Ponadto Indf] jest funktorem z kategorii H-przestrzeni do kategorii G-przestrzeni.
Niech funkcja p: F — B bedzie projekcja H-wiazki wektorowej E nad przestrze-
nia bazowa B. Wtedy
Ind%(p): Ind%(E) — Ind%(B)

jest projekcja G-wigzki wektorowej Ind%(E) nad przestrzenia Ind%(B). Co wiccej
jako wigzki wektorowe

(Ind%(E))G ~ B,

Twierdzenie 6.5. Niech grupa skonczona G bedzie p-grupg, natomiast rozmaitosé
stabilnie zespolona F' niech bedzie Fy-acykliczna. Wowczas istnieje taki skonczenie
wymiarowy G-C'W kompleks przeliczalny X i taka zespolona G-wigzka wektorowa E
nad nim, Ze

(1) kompleks X jest Sciggalny i X& = F, oraz
(2) (E]p)° ma T(F).

Ponadto jesli rozmaitosé F jest zwarta, to kompleks X mozina wybrac w taki sposob,
aby miat skonczenie wiele G-komdarek.

Dowdd. Niech C), bedzie grupg cykliczng rzedu p. Rozmaitos¢ F jest IF-acykliczna,
zatem na mocy Twierdzenia 5.1 istnieje taki skonczenie wymiarowy, przeliczalny
Cp-CW kompleks Sciggalny X, ze zbior Xf = I, a jesli rozmaitos¢ F' jest zwarta,
mozemy dodatkowo zatozy¢, iz kompleks X, ma skonczenie wiele G-komorek.

Na mocy Twierdzenia 5.3 istnieje taka zespolona C)-wiazka wektorowa £, nad
ztgczem F Sgn_l, ze (Ep\F)C” ~g T(F). Dobierajac liczbe n tak, aby byta dosta-
tecznie duza mozemy zatozy¢, ze ztacze F'x Sg"_l jest tak wysoko spdjne jak chcemy.
Zatem argumenty z teorii przeszkéd zapewniajg nam takie Cj)-odwzorowanie

f: Xp—>F*S£”_1,

ze f|p =idp. Niech f*(E),) bedzie przeciaggnieciem wiazki £, nad ztaczem F x Sg"_l
za pomocy G-odwzorowania f. Jasnym jest, ze (f*(Ep)|r)? = (Ep|p)C? ~g T(F).

Grupa G jest skoniczong p-grupa, zatem mozemy zalozy¢, iz zawiera C), jako pod-
grupe. Przyjmujac, ze grupa H = C,, mozemy przytozy¢ funktor indukowania Indfl
do odwzorowania rzutowania wigzki f*(E,) — X, tak, iz otrzymamy odwzorowanie

rzutowania wigzki
Ind% (f*(Ep)) = Indf (X))
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dla zespolonej G-wigzki wektorowej E = Ind% (f*(Ep)) nad X = Ind%; (Xp). Jasnym
jest, ze kompleks X jest takim skonczenie wymiarowym, przeliczalnym G-CW kom-
pleksem $ciagalnym, ze zbiér X = F oraz, ze wigzka (F)| F)G g T(F). Jedli roz-
maitos¢ F' jest zwarta, to kompleks X, ma skonczenie wiele Cj)-komorek i stad,
kompleks X ma skonczenie wiele G-komorek. O

Whiosek 6.6. Niech skonczona grupa G bedzie p-grupg, natomiast kompleks Y niech
bedzie takim skoriczonym, G-CW kompleksem Fp-acyklicznym, ze Y& = {yo}. Wow-
czas dla kazdej stabilnie zespolonej rozmaitosci Fy-acyklicznej F' istniejq taki skori-
czenie wymiarowy G-CW kompleks przeliczalny X wraz z takg zespolong G-wigzkq
wektorowq E nad kompleksem X, Ze:

(1) X~)gY i XC=F, oraz
(2) (Blp)” = T(F).

Ponadto, jesli rozmaitos¢ F jest zwarta, kompleks X tak moze bycé wybrany, aby
miat skonczenie wiele G-komorek.

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 6.5 istnieja taki skoniczenie wymiarowy, przeliczalny
G-CW kompleks Sciggalny Xy i taka zespolona G-wigzka wektorowa FEy nad kom-
pleksem X, ze

X§=F oraz (E0|F)G g T(F).

Ponadto, jesli rozmaitos¢ F' jest zwarta, kompleks Xg tak moze by¢ wybrany, aby
mial skonczenie wiele G-komorek.

Rozwazmy bukiet X = Xy VY kompleksow X i Y uzyskany za pomocs sklejenia
punktu zg € X(? i punktu yg € Y. Wéwezas zbiér X¢ = F i poniewaz kompleks X
jest $ciggalny, mamy iz

X =XoVY ~(XoVY)/Xo=Y.

Niech funkcja f: X — Xo, bedzie takim G-odwzorowaniem, ze obciecie f|x, = idx,,
a odwzorowanie f|y rzutuje wszystkie punkty kompleksu Y na punkt xg. Przyjmu-
jac, ze wiazka E' = f* (FEp) jest przeciagnieciem wiazki Fy za pomoca odwzorowania
f, otrzymujemy zadang G-wigzke wektorowg E nad kompleksem X. n

Teraz, podamy wynik Olivera [16] o rozszerzaniu G-wiazek wektorowych w szcze-
gblnym przypadku, gdy rozwazane G-CW kompleksy sg $ciggalne.

Twierdzenie 6.7. Niech grupa G bedzie takg grupg skoriczong, ktorej rzqd nie jest
poteqq liczby pierwszej. Przypusémy, Ze istnieje taka rzeczywista G-wigzka wekto-
rowa E nad rozmaitoscig F, e EY ~y4 T(F) oraz przeszkoda Olivera Oliv(E) = 0.
Wowczas istnieje taki skonczenie wymiarowy, przeliczalny G-CW kompleks X, ktory
jest $ciggalny oraz X€ = F, a takze istnieje taka rzeczywista G-wigzka wektorowa
E’ nad kompleksem X, Ze wigzka E'|p ~g F i stqd (E’|F)G ~g T(F). Ponadto,
jesli rozmaitosc F' jest zwarta, to kompleks X mozna wybrac tak, by mial skonczenie
wiele G-komorek wtedy i tylko wtedy, gdy x(F) =1 (mod ng).
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Twierdzenie 6.7 wynika z dowodu twierdzenia, ktére Oliver udowodnil w pracy
[16, Twierdzenie 0.1], konstruujac odpowiedni G-CW kompleks X wraz z G-wiazka
wektorowa nad tym kompleksem [16, Twierdzenie 0.1, na stronach 597-599], po czym
stosujac technike pogrubiania ekwiwariantnego (patrz: twierdzenie 4.1).
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Rozdzialt 7

Uogdlnienia twierdzen Olivera

Cappell, Weinberger i Yan uogdlnili wyniki Jonesa [10] i Olivera [15], rozwazajac
p-grupy skonczone w pracy [5], a w artykule [6] skupili sie na grupach skonczonych,
ktorych rzad nie jest potega liczby pierwszej. Przytoczymy teraz ich wyniki zawarte
w artykule [6] w takiej ogélnosci, ktéra jest potrzebna do naszych rozwazan.

Przypomnijmy, ze przez G-szablon rozumiemy taki spojny G-CW kompleks skon-
czony, ktorego zbiér punktow statych jest spéjny i niepusty.

Twierdzenie 7.1. Niech grupa G bedzie takg grupg skonczong, ktorej rzqd nie jest
poteqq liczby pierwszej, a kompleks Y niech bedzie G-szablonem. Wowczas dla skori-
czonego CW kompleksu K istnieje taki skoriczony G-CW kompleks X, ze X ~,q Y

i XC = K wtedy i tylko wtedy, gdy
X(K)=x(YY)  (mod ng).

W szczegdlnosci istnieje taki skoriczony G-CW kompleks X, ze X ~,q Y oraz X6
jest jednym punktem wtedy i tylko wtedy, gdy x(Y¢) =1 (mod ng).

Twierdzenie 7.2. Niech grupa G bedzie takq grupg skorniczong, ktorej rzqd nie jest
potegq liczby pierwszej, a kompleks Y niech bedzie G-szablonem. Wowczas istnieje
taki skoriczony G-CW kompleks X, ze X ~,q Y i XC =& wtedy i tylko wtedy, gdy
x(YE) =0 (mod ng).

Przyjmujac w twierdzeniach 7.1 1 7.2, ze caly G-szablon Y jest jednym punktem,
otrzymujemy wyniki uzyskane przez Olivera sformutowane w twierdzeniach 6.11 6.2.
Twierdzenia 6.7 oraz 7.1 pozwalaja na nastepujacy wniosek.

Wnhiosek 7.3. Niech grupa G bedzie takq grupg skonczong, ktorej rzqd nie jest potegq
liczby pierwszej. Przypusémy, Ze istnieje taka rzeczywista G-wigzka wektorowa E
nad rozmaitoscig F, ze EY ~y4 T(F) oraz przeszkoda Olivera Oliv(E) = 0. Niech
kompleks Y bedzie takim G-szablonem, ze x(Y %) =1 (mod ng). Wéwczas istnieje
taki skoriczenie wymiarowy G-CW kompleks przeliczalny X ~,q Y o zbiorze XC=F,
a takze istnieje taka rzeczywista G-wigzka wektorowa Ex nad kompleksem X, Ze

Ex|p~g E istgd (Ex|p)® ~q T(F).

34



Ponadto, jesli rozmaitosé F jest zwarta i x(F) =1 (mod ng), to kompleks X
mozna tak wybrac, by posiadat skoriczong liczbe G-komorek.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 6.7 istnieje taki skonczenie wymiarowy, przeliczalny
G-CW kompleks Sciagalny X wraz z taks rzeczywista G-wiazka wektorows Fy nad
nim, ze

X{=F oraz (E()]F)G ~g T(F).

Ponadto, jesli rozmaitosé F' jest zwarta i charakterystyka Eulera x(F) =1 (mod
ng), to mozemy zalozyé, ze kompleks Xy ma skorniczenie wiele G-komérek.

7 zatozenia, ze charakterystyka Eulera x(Y¢) =1 (mod ng) oraz z twierdzenia
7.1 wynika, ze istnieje taki G-CW kompleks skonczony Xi, ze kompleks X ~,5 Y
oraz zbidr XlG sktada sie tylko z jednego punktu, ktéry oznaczymy jako zi. Roz-
wazmy teraz bukiet X = XV X kompleksow Xg i X1 uzyskany przez utozsamienie
punktow xg € XOG oraz x1 € X1. Wéwezas zbiér punktéw statych X = F i poniewaz
kompleks Xy jest $ciagalny, wiec

X=XoVvVXy ~G (X()\/Xl)/X():Xl Z/GY.

Niech funkcja f: X — X bedzie takim G-odwzorowaniem, ze obciecie f|x, = idx,,
a odwzorowanie f|x, rzutuje wszystkie punkty kompleksu X; na punkt xg. Przyj-
mujac, ze wiazka Ex = f*(Ep) jest przeciagnieciem wiazki Ey za pomoca funkcji f,
otrzymujemy zadanag G-wiazke wektorowa E'xy nad kompleksem X. O]

Whiosek 7.4. Niech grupa G bedzie takq grupg skonczong, ktorej rzqd nie jest potegq
liczby pierwszej, a kompleks Y niech bedzie takim G-szablonem, zZe charakterystyka
Eulera x(YY%) =1 (mod ng). Zaldimy, ze dana jest rozmaitos¢ zwarta F' o charak-
terystyce Eulera x(F) =1 (mod ng) @ klasie [T(F)] € KO(F,G). Wéwczas istnieje
taka zwarta G-rozmaitos¢ gladka M o brzegu OM # @, Ze rozmaitos¢ M ~,q Y,
a rozmaitosci MC i F sq dyfeomorficzne.

Dowéd. 7 zatozenia Klasa [T'(F)] € KO(F,G). Wobec tego z lematu 3.4 wynika, ze
istnieje taka rzeczywista G-wiazka wektorowa F nad rozmaitoscia F', iz

EY~T(F) oraz Oliv(E)=0.

Skoro rozmaito$¢ F jest zwarta i charakterystyka Eulera y(F) =1 (mod ng) ,
to wowczas dzieki wnioskowi 7.3 wiemy, ze istnieja zaréowno taki skonczony G-
CW kompleks X ~ /5 Y, ze zbiér punktow statych X G = F jak i taka rzeczywi-
sta G-wiazka wektorowa E'xy nad G-CW kompleksem X, ze zbiér punktow statych
(Ex|r)% ~s T(F). Stad Twierdzenie 4.1 koticzy dowéd. O

Whiosek 7.5. Niech grupa G bedzie takq grupg skonczong, ktorej rzqd nie jest potegq
liczby pierwszej, a kompleks Y niech bedzie takim G-szablonem, Ze charakterystyka
FEulera X(}f) =1 (mod ng). Zaldimy, zZe rozmaitos¢ F nie ma brzegu oraz klasa
[T(F)] € KO(F,G). Wéwczas istnieje taka niezwarta G-rozmaitosé gladka M bez
brzegu, ze G-rozmaito$¢ M ~,q Y oraz rozmaitosci MC i F sq dyfeomorficzne.
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Dowdd. Podobnie jak w dowodzie wniosku 7.4 istnieje taka rzeczywista G-wiazka
wektorowa E nad rozmaitoscig F', ze

EY~T(F) oraz Oliv(E)=0,

a na mocy wniosku 7.3 istnieje zaréwno taki skonczenie wymiarowy i przeliczalny
G-CW kompleks X ~,; Y, Ze zbiér punktéw statych X G = F jak i taka rzeczywi-
sta G-wiagzka wektorowa Fx nad G-CW kompleksem X, Ze zbior punktéw statych
(Ex|r)¢ =4 T(F). Ponownie Twierdzenie 4.1 konczy dowdd. O
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Rozdzial 8

Dowody twierdzen 0.1 — 0.4

Dowdéd Twierdzenia 0.1. Dla skonczonej p-grupy G, takiego IFj-acyklicznego G-CW
kompleksu skoficzonego Y, ze zbiér punktéw statych Y& = {y} 1 rozmaitosci gtad-
kiej F' mamy udowodni¢, ze istnieje taka zwarta (odpowiednio: niezwarta) stabilnie
zespolona G-rozmaitosé M, dla ktérej brzeg OM # & (odpowiednio: brzeg OM = &),
iz G-rozmaitos¢ M ~ 5 Y oraz rozmaitos¢ M G jest dyfeomorficzna z rozmaitoscig F
wtedy i tylko wtedy, gdy rozmaitos¢ F' jest Fj-acykliczna, stabilnie zespolona oraz
zwarta (odpowiednio: oraz brzeg OF = O).

Konieczno$¢ warunkéw natozonych na rozmaito$é I wynika z Twierdzenia 2.2
i Stwierdzenia 3.7. Aby udowodnié, ze warunki te sa rowniez dostateczne przypu-
s¢my, iz rozmaitos¢ F' je spetnia. Na mocy wniosku 6.6 istnieje taki skonczenie
wymiarowy, przeliczalny, Fp-acykliczny G-CW kompleks X, ze kompleks X ~ /5 YV
oraz zbiér punktéw statych X& = F a takze taka zespolona G-wiazka wektorowa
E nad kompleksem X, ze zbiér punktow statych

(E|p)% ~g T(F).

Jesli rozmaitos¢ I jest zwarta, to kompleks X ma skonczenie wiele G-komorek. Stad
Twierdzenie 4.1 oraz Uwaga 4.3 pokazuja, ze warunki natozone na rozmaitos¢ F' sa
tez dostateczne. O]

Dowod Twierdzenia 0.2. Dla takiej skoniczonej grupy G, ze jej rzad nie jest potega
liczby pierwszej, Z-acyklicznego CW kompleksu skonczonego Y i gladkiej rozma-
itoéci F', chcemy pokazaé, ze istnieje taka zwarta (odpowiednio: niezwarta) G-
rozmaitos¢ gtadka M, dla ktorej brzeg OM # @ (odpowiednio: brzeg OM = &),
ze G-rozmaitos¢ M ~Y oraz rozmaitosé MC jest dyfeomorficzna z rozmaitodcia
F wtedy i tylko wtedy, gdy rozmaitos¢ F' jest zwarta i charakterystyka Fulera
X(F)=1(mod ng) (odpowiednio: brzeg OF = @), a klasa [T'(F)] € KO(F,G).
Koniecznos¢ warunkéw natozonych na rozmaitosé F' wynika z Twierdzenia 2.4,
Lematu 3.4 oraz ze Stwierdzenia 3.8. Z zalozenia kompleks Y jest Z-acykliczny.
Wobec tego charakterystyka FEulera x(Y) = 1, wiec charakterystyka Eulera x(Y) =
1 (mod ng). Zatem dostatecznosé warunkow natozonych na rozmaito$é F' wynika z
Twierdzenia 7.4.
O
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Dowdd twierdzenia 0.3. Konieczno$é warunku
V(F) = x(Y®)  (mod ng) (8.1)

wynika natychmiast z twierdzenia 7.1. Wykazemy teraz, ze warunek ten jest rowniez
wystarczajacy. Zatézmy, ze kongruencja 8.1 zachodzi dla takiej skoniczonej grupy G,
ktorej rzad nie jest potega liczby pierwszej, dla stabilnie paralelizowalnej rozmaitosci
zwartej F' i dla G-szablonu Y. Wéwczas — na mocy twierdzenia 7.1 — istnieje taki
skoniczony G-CW kompleks X =5 Y, ze zbior punktow statych X G = F. Poniewaz
rozmaito$¢ F' jest stabilnie paralelizowalna, zatem wiazka

T(F)&R} p ~RLR"

n+m

dla liczb catkowitych m = dim I’ oraz n > 0. Przyjmijmy, ze wigzka E = RT\".
Wéwezas wiazka punktow statych

(Elr) ~T(F) &R} p

i stad, korzystajac z G-wiazki wektorowej £ nad kompleksem X mozemy zastosowaé
twierdzenie 4.1, aby pogrubi¢ kompleks X do takiej zwartej GG-rozmaitosci gtadkiej
M ~,qY, ze zbiér punktow statych M G = F. Koficzy to dowdd twierdzenia 0.3. [

Przejdziemy teraz do dowodu twierdzenia 0.4.

Dowaod twierdzenia 0.4. Koniecznos¢ warunku
XY =0 (mod ng)

wynika z twierdzenia 7.2. Wykazemy teraz, ze warunek ten jest rowniez wystarcza-
jacy. W tym celu zauwazmy, ze ilekro¢ powyzsza kongruencja jest spelniona, to na
mocy twierdzenia 7.2 wiemy, iz istnieje taki G-CW kompleks skoniczony X ~ /Y,
dla ktérego zbiér punktéw stalych X¢ = @, Zatem, dla kazdej rzeczywistej G-wigzki
wektorowej F nad G-CW kompleksem X, mozemy skorzystaé z twierdzenia 4.2, aby
pogrubi¢ kompleks X do takiej zwartej G-rozmaitosci gltadkiej M ~ 5 Y, dla ktore;
zbiér punktéw stalych M@ = &. Koriczy to dowéd twierdzenia 0.4.

O
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Rozdziat 9

Dowodd twierdzenia 0.5

Przestrzen rzutowa RP" = S"/(x ~ —z) sklada si¢ z klas [z] = {z, -z} dla kaz-
dego punktu = = (x1,22,...,2n,2xn41) ze sfery S™ C R+ Jedli liczba naturalna n
jest nieparzysta, to odwzorowanie f: S™ — S™ okre$lone wzorem

f((z1,22, 3,24, ..., Tp, Tpt1)) = (—X2, X1, — T4, 23, ..., —Tp41,Tn)
dla kazdego punktu (z1,x2,23,24,...,2n,Tny1) ze sfery S™ indukuje odwzorowanie
RP"™ — RP" bez punktéow statych. Rzeczywiscie, przypusémy dla dowodu metoda
nie wprost, ze istnieje taki punkt (z1,z9,x3,24,...,%n, Tnt1) ze sfery S”, ze klasa
[(z1,22,23,24, ..., %0, Tny1)] = [(—22, 21, —24,23, ..., —Tpt1,Zn)].
Woéwczas dla kazdego indeksu ¢ = 1,2,3,...,n zachodzi réwnosé¢ wspotrzednych
Ti = Tj41 OrazZ Tj = —Tjt1, czyli r6WNosc xf = —xlzﬂ, a to oznacza, ze wspolrzedne

x; = x;41 = 0, co przeczy faktowi, ze
2 2 2 2
r{+os+...tx,tr, =1

Wobec tego, jedli liczba naturalna n jest nieparzysta, to rozmaitosé RP™ nie po-
siada wtasnosci punktu statego. Natomiast, jesli liczba n jest parzysta, to rozmaitosc¢
RP™ posiada wlasnos¢ punktu statego.

Rzeczywiscie, jesli liczba naturalna n jest parzysta, to grupy homologii Hy(RP"™)
rzeczywistej przestrzeni rzutowej RP"™ znikaja poza przypadkiem, gdy liczba k =0
(wowczas grupa homologii jest izomorficzna z grupa Z) lub, gdy liczba k jest nie-
parzysta i 0 < k < n (wéwczas grupy homologii sg izomorficzne z grupa Z/2). Tak
wiec, CW kompleks RP™ jest przestrzenia Q-acykliczna; to jest, homologie prze-
strzeni RP" o wspotezynnikach wymiernych sa takie same jak homologie punktu o
wspotezynnikach wymiernych. Wobec tego, na mocy twierdzenia Lefschetza o punk-
cie staltym, kazde odwzorowanie ciggte f: RP"™ — RP"™ ma punkt staly.

Dla skonczonej grupy Olivera G skonstruujemy dziatanie gtadkie bez punktow
stalych na rzeczywistej przestrzeni rzutowej RP?" dla pewnej liczby catkowitej n > 1.
Przypomnijmy, ze pojecie grupy Olivera wprowadzone jest pod koniec Rozdziatu 0,
gdzie podane sg réwniez przyktady takich grup.

39



Dzieki wynikom, ktére uzyskali Laitinen i Morimoto [12], grupa skonczona G
potrafi dziata¢ w sposob gtadki na sferze z doktadnie jednym punktem statym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest grupa Olivera. W celu wykazania dostatecznosci tego warunku
uzyskali oni nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.1. Dia kazdej skonczonej grupy Olivera G istnieje dziatanie gladkie
tej grupy na sferze S* z dokladnie jednym punktem statym, w ktérym RG-modul
styczny poza zerem nie zawiera duzych grup izotropii.

Przypomnijmy, ze dla skoniczonej grupy G, jej podgrupe H nazwiemy duzqg w G,
jesli istnieje taka liczba pierwsza p ‘ |G|, ze zachodzi warunek

GP<H<G,

gdzie grupa G? jest ko-p-podgrupa Sylowa grupy G, tzn. taks najmniejsza podgrupa
normalna grupy G, ze grupa ilorazowa G /GP jest p-grupa.

Dowdod twierdzenia 0.5. Nalezy wykazac, ze dla kazdej skonczonej grupy Olivera G
istnieje dziatanie gladkie na rzeczywistej przestrzeni rzutowej RP?" bez punktéw
statych dla pewnej liczby catkowitej n > 1.

Niech G bedzie skoniczona grupa Olivera. Na mocy Twierdzenia 9.1 istnieje dzia-
lanie gtadkie grupy G na sferze S?" z dokladnie jednym punktem statym y dla
pewnej liczby naturalnej n > 1. Ponadto mozemy zatozyé¢, ze RG-modut styczny
V =T,(5*") poza zerem nie ma duzych podgrup izotropii.

Niech dysk D(V') bedzie G-inwariantnym dyskiem jednostkowym w RG-module
V. Rozwazmy rozmaitos¢ RP?" jako przestrzen ilorazows

RP? = D(V)/x ~ —z

uzyskana z dysku D(V') przez identyfikacje punktéw antypodycznych x oraz —z dla
punktu z € S(V), gdzie sfera S(V) oznacza G-inwariantna sfere jednostkowa RG-
modutu V. Prowadzi to do dzialania gtadkiego grupy G na rozmaitosci RP?", przy
czym srodek dysku D(V') staje sie izolowanym punktem stalym — nazwijmy go z —
w rozmaitosci RP?".

Zauwazmy, ze dla punktu xz € S(V') para punktéw antypodycznych z oraz —x
tworzy podzbiér wlasciwy orbity G(z). Rzeczywiscie orbita G(z) # {z}, jako ze
stabilizator G, # G oraz orbita G(x) # {x,—x}, gdyz w przeciwnym przypadku
stabilizator GG bytby podgrupg indeksu 2 w grupie G, a stad bytby duza podgrupa
tej grupy. W zwiazku z tym punkt z jest jedynym punktem statym dziatania grupy
G na rozmaitosci RP?".

Jako ze RG-moduty styczne T,,(5?") oraz T,(RP?") sa izomorficzne, wiec korzy-
stajac z twierdzenia o G-inwariantnym otoczeniu orbity, istnieja G-inwariantne oto-
czenia domkniete punktu y € S oraz punktu z € RP?", ktére sa G-dyfeomorficzne.
To pozwala usuna¢ wnetrza tych otoczen i utworzy¢ G-ekwiwariantng sume spojna

SQTL # szn
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wokét punktéw y € S2* oraz z € RP?". Wiadomo, ze suma spéjna S?" # RP" =
RP?", co prowadzi do dzialania gladkiego grupy G na rozmaitosci RP?" bez punk-
tow statych. O]

Powszechnie wiadomo, ze zespolona przestrzen rzutowa CP" oraz kwaternionowa
przestrzen rzutowa HP™ maja wlasnos¢ punktu statego wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba naturalna n jest parzysta.

Problem 9.2. Ktére grupy skonczone G potrafig dziata¢ w sposob gtadki bez punk-
tow stalych na zespolonych przestrzeniach rzutowych CP?" lub na kwaternionowych
przestrzeniach rzutowych HP?"?

Dzieki Twierdzeniu 7.2 wiemy, ze warunkiem koniecznym na to by grupa G (rzedu
nie bedacego potega liczby pierwszej) mogla dziataé¢ w sposob gtadki bez punktow
stalych na rozmaitosci CP?" lub HP?" jest to, zeby liczba Olivera ng byta dodatnia
oraz to, zeby dzielita odpowiednio charakterystyki Eulera x(CP?") lub y(HP?"),
czyli aby zachodzita podzielno$é ng | (n+1).

Obecnie nie wiadomo, czy ten warunek jest réwniez wystarczajacy dla istnie-
nia oczekiwanego dziatania grupy G, nawet w przypadku, gdy grupa G jest grupa
Olivera, tzn. gdy zachodzi réwnos$é ng = 1.
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