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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Mateusza Johna zatytulowanej
»listymacja i testowanie macierzy kowariancji nalezacych do podprzestrzeni
kwadratowych”

1 Opis problematyki.

Rozprawa doktorska magistra Mateusza Johna, napisana pod kierunkiem dr hab. inz. Kata-
rzyny Filipiak, liczy 119 stron i sktada sie z wykazu wazniejszych skrotéw i oznaczen, wstepu,
czterech rozdzialow, krotkiego podsumowania, a takze bibliografii obejmujacej 61 pozycji. W
dysertacji przedstawiono wyniki badan, ktorych celem byta konstrukeja i analiza wlasnosci te-
stow shuzacych do weryfikacji hipotez o strukturach kowariancyjnych w standardowym modelu
wielowymiarowym, w modelu krzywych wzrostu oraz w modelu podwéjnie wielowymiarowym.

W wielu waznych zagadnieniach wnioskowania statystycznego pojawia sie problem, ktéry
w literaturze anglojezycznej okreslany jest mianem high dimensionality problem. Ten termin
oznacza, ze liczba estymowanych parametréw jest znacznie wieksza od rozmiaru analizowane;j
préby, tzn. p > n. Taka sytuacja wystepuje w danych dotyczacych obrazowania biomedycznego,
funkcjonalnego rezonansu magnetycznego, tomografii komputerowej, przetwarzania sygnatéw i
analizy obrazéw. W takich przypadkach klasyczne metody wnioskowania zazwyczaj zawodza.

Jednym ze sposobdéw rozwiazania problemu danych wysoko wymiarowych jest regularyzacji.
W analizie regresji to podejscie pozwala znacznie zmniejszy¢ liczbe zmiennych objasniajacych
dotaczanych do modelu, a wiec i liczbe estymowanych parametréw. Najpopularniejszg z metod
regularyzacji jest Lasso [Tibshirani (1996)]. Na uwage zastuguja takze FElastic net [Zou and
Hastie (2005)] i Dantzig selector |[Candes and Tao (2007)| oraz SLOPE |Bogdan, Berg, Sabatti,
Su and Candes (2015)].

Inny spos6b rozwigzania problemu danych wysoko wymiarowych polega na natozeniu pew-
nych ograniczeri na rozwazany model statystyczny, co takze moze znacznie zmniejszy¢ liczbe
szacowanych parametréow. W recenzowanej rozprawie doktorant wybral wlasnie ten sposodb,
wprowadzajac pewne ograniczenia dotyczace struktury macierzy kowariancji, odzwierciedlaja-
cej zaleznosci pomiedzy zmiennymi pojawiajacymi sie w analizowanym modelu statystycznym.
Za gtoéwny cel swojej rozprawy autor uznal ,zaproponowanie metod estymacji struktur kowa-
riancyjnych nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych oraz konstrukcje testéw statystycznych
pozwalajgcych na odpowiedni dobér struktury kowariancyjnej” .

2  Wyniki rozprawy.

Pierwszy rozdziat to wprowadzenie do omawianych zagadniei. Autor podal w nim kluczowe
definicje, wykorzystywane dalszej czesci pracy. Najpierw opisal rozwazany w pracy model po-



dwéjnie wielowymiarowy, w ktérym dla kazdego z n obiektow obserwuje sie m cech, ale war-
togé kazdej z tych cech jest mierzona nie jeden raz lecz g-krotnie (na przyktad w réznych
lokalizacjach albo w réznych chwilach czasowych). W tym modelu kazda z n niezaleznych ob-

serwacji 4y, . - ., ¥, jest macierza wymiaru m X ¢, przy czym zaklada sig, ze macierz obserwacji
Y = (y,,...,y,) ma macierzowy rozkltad normalny postaci
D
Y :Mn,mq(ln“f:ImQ): (1)

w ktorym p jest wektorem mg-wymiarowym, a €2 jest dodatnio okreslong macierza kwadratows
stopnia mg. Dla ¢ = 1 ten model redukuje si¢ do standardowego modelu wielowymiarowego

Y 2N, (1o, 1, ), (2)

w ktorym g jest wektorem m-wymiarowym, a € jest dodatnio okreslong macierzg kwadratowa
stopnia m. Doktorant zdefiniowal takze model krzywych wzrostu

Y 2 N, .(XBZ,1,,9Q), (3)

w ktérym B jest macierzg nieznanych parametréw wymiaru p; X pa, przy p1 < n, natomiast X
i Z sy znanymi macierzami ukladu, wymiaru n X p; i ps X m.

Poniewaz gléwnym celem rozprawy byla estymacja i testowanie struktury macierzy ko-
wariancji €2, doktorant opisat nastepnie typowe struktury kowariancyjne w podprzestrzeniach
kwadratowych, miedzy innymi blokowa strukture diagonalna, blokows strukture kompletnej
symetrii oraz blokowa strukture kotowej macierzy Toeplitza. Zdefiniowal statystyke ilorazu
wiarogodnodci, statystyke wynikowa Rao oraz statystyke Walda, czyli trzy statystyki testowe
wykorzystywane do weryfikacji hipotez o strukturze macierzy kowariancji. Zaprezentowat row-
niez wybrane przeksztalcenia macierzy wykorzystywane w rozprawie, takie jak operatory $ladu
blokowego, sumy blokowej i §ladu czesciowego. Omowil takze zasady rézniczkowania macierzy
i opisal rzeczywisty eksperyment, ktory postuzyt do zilustrowania gléwnych wynikéw pracy.

W pierwszej czeéei rozdziatu drugiego autor rozwazyt model komponentéw wariancyjnych

k
y=XB+> Zf+e (4)
i=1
W tej szczegdlnej wersji liniowego modelu mieszanego, 3 jest nieznanym wektorem efektow sta-
bych, B, - .., By, sa nieznanymi wektorami efektow losowych, a macierz kowariancji V' wektora
y nalezy do pewnej przestrzeni liniowej V, tzn. V = V(o) := ZLO a?V;, przy czym Vo, ..., Vi
sa znanym dodatnio okrelonymi macierzami symetrycznymi, za$ o%, . . ., cr,% sq nieznanymi licz-
bami. Celem wnioskowania statystycznego jest estymacja wspotczynnikéw o2, ... 0.

Zagadnienie szacowania komponentéw wariancyjnych ma istotne znaczenie w recenzowanej
rozprawie, gdyz standardowy model wielowymiarowy (??) mozna przeksztatcié¢ poprzez wek-
toryzacje do przypadku jednowymiarowego postaci (?7). Zatem problem estymacji macierzy
kowariancji £ w modelu (??) mozna rozwigza¢ w podobny sposéb jak w modelu mieszanym
(?7) pod warunkiem, ze macierz £ ma strukture liniows zalezng od wektora wspotczynnikow
g.

Do rozwigzania tego problemu autor wykorzystal dwa twierdzenia udowodnione w Roz-

dziale 2. Z Twierdzenie 2.1 wynika, ze jesli y 2 N(XB,V), przy czym macierz kowariancji



V = V(o) nalezy do przestrzeni liniowej V i komutuje z przestrzenia wartosci oczekiwanej
(PxV = V Py), to estymator najwieksze] wiarogodnosci 1% macierzy V ma postaé jawna
wtedy i tylko wtedy gdy V jest podprzestrzenia kwadratows (tzn. V € V = V? € V). Ten
wynik jest nietrywialnym rozszerzeniem rezultatu Szatrowskiego na przypadek, gdy wartosé
oczekiwana E(y) nie jest znana. Z Twierdzenia 2.2, majacego podobne zalozenia co Twierdze-
nie 2.1, wynika, ze jesli V jest podprzestrzenia kwadratows, to estymator Vv macierzy V jest
rzutem estymatora najwigkszej wiarogodnosci macierzy kowariancji bez struktury na przestrzen
Voten. V = Qxyy'Qx, Qx =1 — Px.

W kolejnej czedci Rozdziatu 2. autor wykorzystat oba twierdzenia do znalezienia estymato-
row kilku wybranych struktur kowariancyjnych dla standardowego modelu wielowymiarowego
(77), ktory po wektoryzacji przybiera postaé

veeY 2 Nopn(vec(1,u1), Q@ L,).

Doktorant wykazatl takze, ze jesli w standardowym modelu wielowymiarowym wspoélczynniki
struktury liniowej (skalary) zostang zastapione przez macierze, a mnozenia macierzowe zostang
zastapione przez iloczyny Kroneckera, to wszystkie wyniki uzyskane dla standardowego modelu
wielowymiarowego mogg zostaé rozszerzone na model podwéjnie wielowymiarowy. Przyklady
estymacji struktur kowariancyjnych w tym ogdélniejszym modelu, a takze w modelu krzywych
wzrostu pojawiaja sic w ostatniej czesci rozdzialu drugiego.

W Rozdziale 3. doktorant omowit problem weryfikacji hipotez dla standardowego modelu
podwojnie wielowymiarowego (?77). W tym problemie testowania zaktada sie, ze reprezentujaca
zaleznoéci miedzyklasowe struktura blokowa dodatnio okreslonej macierzy kowariancji €2 nalezy
do podprzestrzeni kwadratowej. Hipoteza zerows i alternatywna maja postac:

HU:Qii/\ij(Vi®Uj) VS Hl:Q:iV,-@)AL—

i=1 j=1 i=1
gdzie {U,,...,U,} jest baza komutatywnej podprzestrzeni kwadratowe] U macierzy stopnia
q, {V1,...,V,} jest bazg komutatywnej podprzestrzeni kwadratowej V macierzy stopnia m,
a Aj, ..., A, sa dodatnio okreslonymi macierzami kowariancji stopnia p. Hipoteza H, stwier-

dza, ze kazdy blok macierzy kowariancji ma strukture nalezaca do pewnej komutatywnej pod-
przestrzeni kwadratowej. Do przestrzeni zdefiniowanej w Hy nalezy wiele kombinacji znanych
struktur kowariancji, na przyklad macierze o strukturze BD z blokami posiadajgcymi strukture
D, CS lub CT.

Dla powyzej zdefiniowanego problemu testowania, autor znalazl estymatory najwickszej
wiarygodnosci macierzy €2 dla Hy i H;. Nastepnie wyznaczyt statystyki testu Rao oraz testu
ilorazu wiarygodnosci i dla Hy znalazt rozklad doktadny drugiego z tych testow. Za pomoca
badan symulacyjnych wykazal, ze test Rao jest szybciej zbiezny do rozkladu granicznego niz
test ilorazu wiarygodnogci, ale oba testy sg konkurencyjne pod wzgledem mocy. Na koniec,
wykorzystal oba testy do przeprowadzeniea analizy danych rzeczywistych.

W Rozdziale 4. doktorant omoéwit problem testowania hipotezy o niezaleznosci cech miedzy
dowolnymi dwoma powtarzanymi pomiarami w modelu podwojnie wielowymiarowym (?77) z
blokowa struktura kompletnej symetrii macierzy kowariancji (BCS). Hipoteza zerowa i alterna-
tywna majg postac:

Hy:Q=I,9Ty vs H :Q=I,8Tg+(J,—I,)®T; =T,
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W tym modelu I'y i I'; sa macierzami stopnia m, pierwsza z nich jest dodatnio okreslona,
a druga nieujemnie okreslona, przy czym obie macierze sa tak dobrane, by I' byta dodatnio
okreslona. Macierz I'y jest macierza kowariancji m cech w dowolnym powtarzanym pomiarze,
natomiast macierz I'; jest macierza kowariancji m cech miedzy dowolnymi dwoma powtarza-
nymi pomiarami.

Doktorant wyznaczy! statystyki testu ilorazu wiarogodnogci, testu wynikowego Rao oraz
testu Walda. Za pomoca badan symulacyjnych poréwnal wtasnosci asymptotyczne i moc tych
trzech testow oraz testu F i testu najwiekszego pierwiastka Roya. Przeanalizowal takze od-
pornoéé rozktadow rozwazanych statystyk testowych na zaburzenie zalozenia o normalnosci
rozktadu obserwacji. Na koniec, wykorzystal wymienione testy do analizy danych rzeczywi-
stych.

3 Ocena rozprawy.

Rozprawa doktorska mgr Mateusza Johna zawiera nowe i warto§ciowe rezultaty dotyczace we-
ryfikowania hipotez statystycznych o strukturach kowariancyjnych w standardowym modelu
wielowymiarowym, w modelu krzywych wzrostu oraz w modelu podwéjnie wielowymiarowym.
Zostaly one opublikowane w trzech artykutach. Jeden z nich to rozdzial w monografii wydaw-
nictwa Springer, a dwa pozostale ukazaly sie w renomowanych czasopismach statystycznych:

1. Filipiak, K., John, M., Markiewicz, A. (2020). Comments on Maximum Likelihood Esti-
mation and Projections Under Multivariate Statistical Models. In: Holgersson, T, Singull,
M. (eds) Recent Developments in Multivariate and Random Matrix Analysis. Springer.

2. Filipiak, K., John, M. and Klein, D. Testing independence under a block compound
symmetry covariance structure. Stat Papers 64, 677704 (2023).

3. Filipiak, K., John, M. and Liang, Y. Testing covariance structures belonging to a quadratic
subspace under a doubly multivariate model. TEST (2024).

Uwazam, ze zagadnienia rozwigzane w rozprawie wnoszg istotny wklad w rozwéj dyscypliny.
Udowodnienie najwazniejszych wynikéw wymagato od autora nie tylko dogtebnej znajomosci
literatury, ale takze wykorzystania pomystowej argumentacji i przeprowadzenia wielu trudnych
i zmudnych rachunkéw. Z kazdym z tych probleméw doktorant poradzit sobie bardzo dobrze,
a uzyskane przez niego rezultaty sa wartoéciowe takze z powodu ich potencjalnych zastosowan
w analizie danych rzeczywistych.

Rozprawa jest starannie zredagowana i ma dobrze przemyslang strukture. Jej lekture utatwia
Swietnie napisany Rozdzial 1., zawierajgcy wprowadzenie do rozwazanej tematyki. Przydatny
jest wykaz wazniejszych skrotéow i oznaczen, pojawiajacy sie na poczatku pracy. Na uwage zashu-
guje réwniez krotkie podsumowanie, w ktérym doktorant streseit gtéwne wyniki rozprawy oraz
przedstawil kierunki przysztych badan. Wszystkie rezultaty formutowane sa w sposéb przejrzy-
sty i kompletny, a zaden z zamieszczonych w rozprawie dowodéw nie wzbudzil moich zastrzezen.
Nie zauwazyltem w pracy istotnych bledéw jezykowych, mato jest literéwek lub drobnych uchy-
bien stylistycznych. Mam tylko jedng krytyczng uwage, ktora dotyczy nastepujacej kwestii. Trzy
opublikowane artykuty, zawierajgce kluczowe wyniki rozprawy, sa pracami wieloautorskimi. W
zwigzku z tym trudno jednoznacznie ocenié, jaki jest wktad wlasny autora rozprawy. Jednak
ta uwaga nie wplywa na moja wysoka ocene dysertacji. Po wystuchaniu znakomitego referatu,
wygloszonego przez mgr. Mateusza Johna podczas seminarium ze statystyki matematycznej
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na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego, jestem przekonany, ze
doktorant odegrat istotna role w powstaniu tych trzech artykutow.

4 Konkluzja

Rozprawa doktoranta zawiera oryginalne rozwigzania kilku nietrywialnych probleméw mate-
matycznych i znaczaco przyczynia sie do rozwoju wnioskowania statystycznego w modelach
wielowymiarowych, poszerzajac istniejacy stan wiedzy i wpisujgc sie w $wiatowy nurt badan.
Nie mam najmniejszych watpliwosci, ze dysertacja reprezentuje ponadprzecietny poziom i z
naddatkiem spelnia wszystkie wymagania stawiane pracom doktorskim. Uwazam, ze dokto-
rant posiada wiedze i umiejetnosci niezbedne do samodzielnego prowadzenia badan naukowych.
Whnosze o dopuszczenie mgr. Mateusza Johna do dalszych etapow postepowania o nadanie stop-
nia doktora w dyscyplinie matematyka.

Maciej Wilczynski
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