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Recenzja pracy doktorskiej

Dziatania grup na rozmaitosciach acyklicznych
1 rzeczywistych przestrzeniach rzutowych

napisanej przez mgra Jana Pulikowskiego

Uwagi ogélne Rozprawa "Dziatania grup na rozmaitosciach acyklicznych i rzeczywistych prze-

strzeniach rzutowych” napisana przez mgra Jana Pulikowskiego dotyczy dziatania grup na rozmaito-
Sciach gtadkich. Klasycznym rezultatem jest fakt, ze zbiér punktéw statych przy gtadkim dziataniu
zwartej grupy Liego na gfadkiej rozmaitosci jest réwniez rozmaitoscia gtadka, Naturalnym staje sie
Pytanie o warunki konieczne i wystarczajace na to zeby rozmaitos¢ gtadka byta dyfeormorficzna ze
zbiorem punktéw statych dziatania gladkiego grupy G na pewnej rozmaitosci gtadkiej. Odpowiedz
na to pytanie nie jest tatwa i zalezy zaréwno od grupy Liego jak i rozmaitosci na ktérej ta grupa
dziata. Nalezy tutaj wspomnie¢, ze w przypadku dysku lub przestrzenie euklidesowej istotne wyniki
uzyskali Lowell Jones - dla skoriczonej p-grupy, Robert Oliver -dla skoriczonej grupy, ktérej rzad
nie jest potegy liczby pierwszej p oraz Krzysztof Pawatowski - dla grupy G bedacej rozszerzeniem
p-grupy skoriczonej o torus. W niniejszej rozprawie rozpatrywane s dziatania gtadkie grupy G na
rozmaitosciach gtadkich pseudo-réwnowaznych z G-szablonem tj. skoficzonym G—CW kompleksem
spéjnym z niepustym i spéjnym zbiorem punktéw statych.
Praca zostafa napisana w Uniwersytecie Adama Mickiewicza, pod opieka promotora prof. dr. hab.
Krzysztofa Pawatowskiego. Zawiera 43 strony i podzielona zostata na 10 (numeracja od 0-9) roz-
dziatéw. Tematyka rozprawy jest naturalna kontynuacja zainteresowar naukowych promotora, ktéry
jest wybitnym specjalista w zakresie dziatar grup zwartych na rozmaitosciach gtadkich.

Pan mgr Jan Pulikowski opublikowat nastepujace prace matematyczne:

(1) K. Pawatowski, J. Pulikowski, Smooth actions of p-toral groups on [Z-acyclic manifolds.
Proc. Steklov Inst. Math. 305 (2019), 262-269.

(2) K. Pawatowski, J. Pulikowski, Fixed point sets of smooth G-manifolds pseudo-equivalent
to G-template. Bulletin of the Polish Academy of Sciences, Mathematics, vol. 70, No.2 (2022),
173-186.

Uwagi szczegolowe

Rozdziat (. stanowi wprowadzenie w tematyke rozprawy. Podane s3 podstawowe definicje i wyniki
pozwalajace czytelnikowi zorientowaé sie w kontekécie wynikéw uzyskanych przez doktoranta. W
szczegblnosci oméwione zostaty ograniczenia, wynikajace z teorii Smitha, na to zeby rozmaitosé
gtadka F' mogta by¢ zbiorem punktéw statych dziatania gtadkiego grupy Liego. Oméwiony jest
wynik L. Jonesa, ktéry otrzymat wynik odwrotny do teorii Smitha. Jezeli G Jest grupa cykliczng
rzedu p to, dla kazdego skoriczonego CW kompleksu K/, L. Jones skonstruowat $ciggalny skonczony
G — CW-kompleks X taki, ze X¢ = K. Dodatkowo jezeli F' jest stabilnie zespolong, F, -acykliczna
rozmaitoscia zwarty zanurzong w sposéb gtadki w dysku D™ oraz otoczenie domkniete N rozma-
itosci F' posiada dziatanie gtadkie grupy G takieze X¢ = F to dziatanie to mozna rozszerzy¢ na



caty dysk D™ bez zmiany zbioru punktéw statych. Podana zostata réwniez kluczowa dla wynikéw
pracy definicja pseudo-réwnowaznosci i G' szablonu Pseudo-réwnowazno$é jest to G-odwzorowanie
[+ X =Y, ktore jest, niekoniecznie G-ekwiwariantng, réwnowaznosciag homotopijna. Pseudo-
réwnowaznos¢ dwéch G — CW-komplekséw oznaczamy jako X =, Y. Z kolei G- szablon X to
skoficzony G' — C'W-kompleks spéjny taki, ze zbiér punktéw statych X© jest niepusty i sp6jny.
Oméwione jest Twierdzenie Olivera i sformutowane jest jego uogélnienie ktére jest jednym z rezul-
tatéw uzyskanych przez doktoranta wspélnie z promotorem w pracy (2). Po oméwieniu rezultatéw
z pracy (2) wprowadzona jest tzw. grupa Olivera. Jest to grupa, ktéra moze dziataé na dyskach
bez punktéw statych chociaz na mocy klasycznego twierdzenia Brouwera kazde odwzorowanie ciagte
dysku w siebie ma punkt staty.

Rozdziat 1. zawiera preliminaria. Podane s3 definicje dziatania gtadkiego, ekwiwariantnego CW
kompleksu. Oméwione jest Twierdzenie lllmana o ekwiwariantne; triangulacji, z ktérego natychmiast
wynika, istnienie struktury G — C'W-kompleksu na kazdej gtadkiej G-rozmaitoéci . Oméwione
zostato pojecie ekwiwariantnej wiazki wektorowej, twierdzenie o ekwiwariantnym otoczeniu orbity,
oraz twierdzenie o ekwiwariantnym otoczeniu tubularnym. Twierdzenia te pozwalaja zrozumieé role
jaka w tych rozwazaniach gra ekwiwariantna K-teoria i w szczegélnosci przeszkoda Olivera.

Rozdziat 2. poswigcony jest teorii Smitha i wynikajacymi z niej ograniczeniami homologicznymi dla
dziatari gtadkich.. Ograniczenia te w przypadku gdy grupa G jest torusem méwig, ze dla kazdego
dziatania gtadkiego na Z-acyklicznej rozmaitosci (odp. homologicznej sferze) zbiér punktéw statych
jest réwniez Z-acykliczng (odp. homologiczng sfera). Jezeli zas G jest p-grupa to dla kazdego jej
dziatania na FF,- acyklicznej rozmaitosci (odp. [F,—homologicznej sferze) zbiér punktéw statych jest
Fp- acykliczng rozmaitoscia (odp. F,—homologiczna sfera). W przypadku gdy rzad grupy skoficzonej
nie jest potega liczby pierwszej p, R. Oliver udowodnit, ze jezeli X przebiega zbl6r skonczonych
G — CW-kompleks6w ciagalnych to {x(X®) — 1} = ngZ dla pewnej liczby naturalnej ng. Mozna
réwniez udowodni¢ (R. Oliver), ze dla skoficzonej grupy G, ktérej rzad nie jest potega liczby pierwszej
p i skoficzonego C'W-kompleksu K istnieje taki skoiczony GCW-kompleks sciagalny , taki, ze X€
jest homeomorficzny z K wtedy i tylko wtedy gdy x(K) = 1 ( mod ng).

Rozdziat 3. zawiera definicje pewnych wprowadzonych przez R. Olivera klas grup skonczonych
. Definicje tych klas nie s specjalnie trudne, ale maja charakter techniczny dlatego tutaj ich nie
przytaczamy. Dla grupy skonczonej, ktéra dziata w sposéb trywialny na rozmaitosci gtadkiej F i dla
rzeczywistej G-wigzki wektorowej E nad rozmaitoscia F' element

Oliv(E) € KO(F) & @) KOp(F)g/div (F)
P<G
gdzie [Res¢(E)] € K/O\(?’) oraz [Res%(E)] € K O/I_:F)(p) /div(;)(F) nazywany jest przeszkoda

Olivera wigzki E. Tutaj KOp(F )y /div(p) (F') oznacza iloraz grupy zlokalizowanej K Op(F) ) przez
podgrupg elementéw nieskoficzenie podzielnych. Nastepnie doktorant przytacza za R. Oliverem i
K. Pawatowskim charakteryzacje przeszkody Olivera w terminach wczesniej zdefiniowanej w tym

‘rozdziale grupy KO(F, G) oraz podstawowe jej wlasnosci.

Rozdziat 4. poswigcony jest oméwieniu techniki tzw. ekwiwariantnego pogrubiania. Technika ta
byta rozwijana przez Edmondsa i Lee, Assadiego i K. Pawatowskiego. :

Rozdziat 5. Zawiera interesujace obliczenia w ekwiariantnej zespolonej K-teorii. Dzieki wyni-
kom Jonesa oraz Assadiego wiemy, ze dla p-grupy G i skoficzenie wymiarowego przeliczalnego F,-
acyklicznego CW- kompleksu K istnieje taki skoficzenie wymiarowy przeliczalny GCW — kompleks



Sciagalny X taki, ze X¢ = K. Jezeli K jest skoficzony to X moze byé réwniez skoficzony. Przy-
toczony jest lemat Neugebauera méwiacy, ze dla dowolnej |iczb1y pierwszej p i liczby catkowite;
n > 0, w pierécieniu Z[t]/(1 — t?) istnieje element postaci > 5 bit* = (1 —t)" €=—01 c;t*, gdzie

bo =p% a>0by, - ,by_1,c1, -+ ,Cp—1 € Z. Nastgpnie udowodnione jest nastepujace:

Twierdzenie. Jesli grupa G jest grupg cykliczng rzedu p, a rozmaitosé Fp-acykliczna F' jest
stabilnie zespolona, to istnieje taka zespolona G-wigzka wektorowa E nad ztgczem F x Sf,l‘l

rozmaitosci F 1 21 — 1 wymiarowej sfery ze standardowym dziataniem wolnym grupy G, Ze
wigzka (E|p)C~aT(F).

Rozdziat 6. zawiera sformutowania Twierdzen R. Olivera dotyczacych dziatah grup skoriczonych ,
ktérych rzad nie jest potega liczby pierwszej i skonczonego CW-kompleksu K. Twierdzenia te doty-
cz3 istnienia GC'W-kompleksu éciagalnego X takiego, ze X¢ = K, czy rozszerzania w takiej sytuacji
rzeczywistych wigzek wektorowych czy wreszcie udzielaja odpowiedzi na pytanie kiedy rozmaito$cé
F jest dyfeomorficzna z rozmaitosciag punktéw statych sciagalnej G-rozmaitosci gtadkiej M.

Rozdziat 7. zawiera uoddlnienia twierdzen Olivera wazne dla dalszych rozwazan, ktére s3 réwniez
inspiracja dla rezultatéw uzyskanych przez doktoranta. Uogélnienia te pochodza z prac Cappella,
Weinbergera i Yan.

Rozdzial 8.
W tym rozdziale doktorant podaje dowody czterech nastepujacych twierdzen, ktére naleza do gtéw-
nych rezultatéw rozprawy:

Twierdzenie 1. Niech grupa skoriczona G bedzie p-grupg, a kompleks Y takim, F,-
acyklicznym G-szablonem, ze zbior Y¢ = {y}. Wowczas gtadka rozmaitosé F jest dyfeomor-
ficzna z rozmaitosciq punktow statych M€, dla zwartej (odpowiednio: otwartej) G-rozmaitosci
stabilnie zespolonej M~ ;Y wtedy i tylko wtedy, gdy rozmaitos¢ F' jest zwarta, Fp-acykliczna
oraz stabilnie zespolona (odpowiednio: brzeg OF = () oraz rozmaitosé F jest Fp—acykliczna 1
stabilnie zespolona).

Twierdzenie 2. Niech dana bedzie grupa skoriczona G, ktdrej rzqd mie jest potegq liczby
pierwszej, oraz taki Z-acyklicany G-szablon Y, ze x(Y¢) = 1( mod nG). Wéwczas rozmaitosé
F jest dyfeomorficzna ze zbiorem punktow statych MG dla zwartej (odpowiednio: otwartej), G-
rozmaitosci gtadkiej M~ Y wtedy i tylko wtedy, gdy rozmaitosé F jest zwarta, x(F) = x(Y°)(

mod nG), oraz klasa wigzki stycznej [T(F)] € KO(F,G) (odpowiednio: OF = ( oraz klasa
[T(F)] € KO(F,Q)).

Twierdzenie 3. Niech dana bedzie grupa skoriczona G, ktdrej rzqd nie jest potegA. .. liczby
pierwszej, oraz G-szablon Y. Wowczas stabilnie paralelizowalna rozmaitosé F jest dyfeomor-
ficzna ze zbiorem punktéw statych M€ dla zwartej G-rozmaitosci gtadkiej M~ /cY wtedy i tylko
wtedy, gdy rozmaitosé F jest zwarta oraz charakterystyka Eulera x(F) = x(Y¢)( mod nG).

Twierdzenie 4. Niech dana bedzie skoriczona grupa G, ktorej rzqd nie jest potegq liczby
- pierwszej, oraz G-szablon Y. Wowczas istnieje zwarta G-rozmaitoéé gtadka bez punktow statych
M=~ Y wtedy i tylko wtedy, gdy x(Y¢) =0( mod nG).

Rozdziat 9.
W rozdziale tym doktorant dowodzi nastepujace oryginalne twierdzenie jak réwniez formutuje pro-
blem do dalszych badan.

Twierdzenie 5. Dla kazdej skoriczonej grupy Olivera G istnieje dziatanie gtadkie grupy G
na przestrzeni RP?™ bez punktow statych dla pewnej liczby naturalnej n > 1.



Uwagi konicowe W swojej rozprawie doktorskiej mgr Jan Pulikowski uzyskal nowe wyniki dotyczgce
grup transformacji. Udowodnit pie nowych twierdzen. Twierdzenia 1-4 53 vogdlnieniami znanych w
literaturze twierdzen na przypadek tzw. (G-szablonow. Nalezy zaznaczy€, ze tematyka rozprawy jest
klasyczng gatezia topologii algebraiczne] a vogdlnmane przez doktoranta twierdzenia wydajg sig byé
na tyle kompletne, ze trudno je poprawié. Uwazam za duze osiagniecie doktoranta, ze potrafit to
zrobi¢. Doktorant w wigkszosci stosuje znane techniki (kiore bardzo dobrze opanowat), ale robi to
w sposGb twdrczy co pozwala mu uzyskaé nietrywialne uogdlnienia wspomnianych juz klasycznych
twierdzen. Praca napisana jest w sposéb przejrzysty, a adwolania do literatury pozwalajg na nie
zwigkszanie objetosci pracy przy zachowaniu logicznej narracii,

Whiosek. Przedstawiona rozprawa spefnia wymogi stawiane pracom doktorskim przez art. 187
ust. 1-3 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. "Prawo o szkolnictwie wyzszym | nauce” (Dz. U. 22023 r.,

poz. 742 ze zm.). Wnosze zatem o dopuszczenie mgra Jana Pulikowskiego do dalszych procedur
zwigzanych z uzyskaniem stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.

Piotr Krason
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