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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Grzegorza Adamskiego
Oszacowania rozgrywaenych liczb Ramseya

Tematem rozprawy doktorskiej mgra Grzegorza Adamskiego sg liczby Ramseya — kla-
syczne zagadnienie teorii graféw ekstremalnych, bedacej jedng z najwazniejszych galezi
wspotczesnej kombinatoryki. Badania nad nimi, zapoczatkowane w pierwszej polowie XX
wieku, doprowadzity do uzyskania glebokich rezultatéw oraz sformulowania licznych uogél-
nien, wariantéw i zagadnien pokrewnych tej tematyce. Podstawowe problemy teorii Ram-
seya dotyczg minimalnej liczby wierzchotkéw grafu pelnego, dla ktérej kazdy 2-podziat
krawedzi, otrzymany poprzez pokolorowanie ich dwiema barwami, prowadzi do powstania
monochromatycznej kopii zadanego grafu H. Bazowy wynik Ramseya gwarantuje, ze taka
liczba zawsze istnieje, lecz jej doktadne wyznaczenie pozostaje w ogromnej wigkszosci przy-
padkéw niezwykle trudne. Przyktadowo, do dzi§ nie znamy jej wartoéci dla zadnego grafu
pelmego H o co najmniej pigciu wierzchotkach, a dopiero niedawno Campos, Griffiths, Morris
i Sahasrabudhe uzyskali pierwszg od 1935 roku wykladnicza poprawe ogblnego ogranicze-
nia gérnego dla tego zagadnienia, nadal odlegtego od znanego ograniczenia dolnego. Warto
jeszcze raz podkresdli¢, ze nawet dla specyficznych i pozornie nieskomplikowanych graféw,
ustalenie dokladnej wartosci liczby Ramseya bywa zadaniem wyjatkowo wymagajacym, co
trzeba zawsze mie¢ na uwadze przy ocenie rezultatéw w tej tematyce.

Rozprawa mgra Adamskiego dotyczy rozgrywanego wariantu liczb Ramseya. Podsta-
wowg, wersje tego problemu mozna zaprezentowaé na bazie nastepujacej gry konstruktor-
malarz. Przypusémy, iz ustalone sg dwa grafy, G oraz H, a rozgrywka rozpoczyna si¢ od
pustego grafu bazowego. W kazdej rundzie gry konstruktor rysuje krawedz, a malarz ko-
loruje ja na jedng z dwoch barw — czerwong lub niebiesks. Celem konstruktora jest jak
najszybsze doprowadzenie do powstania czerwonego kopii grafu G lub niebieskiej kopii
grafu H, co konczy gre, a malarz stara si¢ tego uniknaé tak dlugo, jak to tylko mozliwe.
Liczbe rozegranych rund w takiej grze przy zastosowaniu optymalnej strategii przez obu
graczy oznaczamy 7(G, H) i nazywamy rozgrywang liczbg Ramseya (dla G i H). W szerszym
ujeeiu, celem konstruktora moze byé stworzenie jakiegokolwiek grafu z zadanej rodziny G w
pierwszym kolorze lub reprezentanta pewnej rodziny H — w drugim. Odpowiadajaca temu
uogdlnionemu wariantowi rozgrywang, liczbe Ramseya oznaczamy 7(G, H).

Pierwszy rozdziat obejmuje zwiezlg prezentacje rozwazanych w rozprawie zagadnien i
krétki opis struktury pracy. Nie zawiera przy tym praktycznie zadnych informacji na temat
obecnego stanu wiedzy w podjetej tematyce, czy historii problematyki, nie méwigc juz o
wzmiance na temat szerszego kontekstu, jaki stanowig np. klasyczne liczby Ramseya. W
ramach opisu zawarto$ci rozprawy wykorzystywane sg ponadto niezdefiniowane uprzednio
oznaczenia, ktére autor moégl tatwo doprecyzowalé w kilku stowach.

W drugim rozdziale zaprezentowane sg pojecia potencjatu i pbétpotencjatu — ciekawych
narzedzi uzytecznych w badaniach nad rozgrywanymi liczbami Ramseya, jak i kilka zwig-
zanych z nimi faktéw. Nie jest jednak wyjasnione, skad pochodzi idea tych poje¢ — w
szczegblnosci brakowalo mi odniesienia do tego, czy mgr Adamski jest wspdtautorem tych
idei. Z dalszej czgsci rozprawy mozemy sig¢ co prawda dowiedzie¢ o pewnym podobienstwie
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tych koncepcji do pojecia z artykutu autorstwa Mond i Portiera, lecz inspiracyjna zaleznos¢
pomiedzy tymi metodologiami pozostaje enigmatyczna.

W obu pierwszych rozdziatach zauwazy¢ mozna miejscami brak dbaloéci o szczegély, czy
precyzji, w szczegblnodei przy wprowadzaniu aparatu pojeciowego. W rozdziale 1 pojawia
si¢ np. niezdefiniowana koncepcja izomorfizmu pokolorowanych graféw, co nie jest catkiem
standardowym pojeciem — nie byto dla mnie np. jasne, czy dopuszczalna jest permutacja klas
koloréw w ramach takiego izomorfizmu; elementy i szczegbly niektérych definicji wynikaty
dopiero z kontekstu i dalszej czesci rozprawy. Pod koniec strony 6 z kolei, przy definiowaniu
parametréw my, ¢(b,a) i My ¢(b,a) pominigte sg pewne indeksy, a dopiero na nastepnej
stronie wspomniana jest stosowana (jak sadze, w domysle — w dalszej czeSci rozprawy)
konwencja pomijania niektérych indekséw, etc.

Rozdzial 3 zawiera kilka przykladéw zastosowania metody funkeji potencjalu do wy-
kazania paru znanych oszacowan na rozgrywane liczby Ramseya. Mimo iz 6w fragment
pozornie zawieral znane juz wczeéniej wyniki — zaprezentowane w nim nowe metody do-
wodowe sg wedlug mnie ciekawe, a lektura tego rozdzialu stanowita dobre wprowadzenie
do metodologii stosowanej w dalszej czeéci rozprawy w bardziej ztozonych argumentach.
Niektore z opisanych w tym rozdziale wynikéw wydaja sie ponadto stanowi¢ istotne uogoél-
nienie wczeéniej znanych rezultatéw — tyczy sie to np. wniosku 3.3, czy twierdzenia 3.4.
Status niektérych obserwacji z tego rozdzialu pozostaje dla mnie jednak niejasny. Na ile
byly to znane wczedniej uogblnienia? Czy zostalty one gdzie§ opublikowane? Kto jest ich
autorem? Nie zostalo to w pelni objasnione. W rozdziale tym miejscami takze brakuje pre-
cyzji, szczegblowych objadnien oraz pojawiaja sig drobne nieScisloéci. Zawiera on tez kilka
niezdefiniowanych uprzednio oznaczen, jak np. w(G) — jest to o tyle istotne, iz w wielu
artykutach oznacza si¢ w ten sposéb liczbe klikows grafu, inaczej niz w recenzowanej roz-
prawie. Rozdzial wieficzy twierdzenie 3.8, pochodzace z artykulu, ktérego mgr Adamski jest
wspétautorem. Z niewiadomych dla mnie przyczyn, dowéd tego rezultatu nie zostal jednak
zaprezentowany, mimo iz wynik ten doskonale wpisuje si¢ w tematyke rozprawy.

Rozdzialy 4-7 bazujg na wspétautorskim artykule doktoranta, opublikowanym w Elec-
tronic Journal of Combinatorics. W rozdziale 4 przedstawione jest zastosowanie odpowied-
nio zdefiniowanej funkcji pélpotencjatu do uzyskania ograniczenia dolnego na wartoé¢ roz-
grywanej liczby Ramseya dla rodziny cykli nieparzystych, zabronionych w pierwszym kolo-
rze, i rodziny spdjnych graféw o zadanym rzedzie i rozmiarze — dla drugiego koloru. Popra-
wiajg one istotnie wczeéniej znane oszacowania, wynikajace dla przypadku ogélnego z pracy
Cyman-Dzido-Lapinskas-Lo, czy oszacowanie na 7(Cs, P,) z pracy Dybizbanski-Dzido—
Zakrzewska. Rozdzial 5 zawiera dowdéd ograniczenia gérnego na 7(Cs, P,), ktéry réwniez
Znaczgco poprawia rezultat z pracy Dybizbafiski-Dzido—Zakrzewska. Oba rozdzialy, tj. 4 i
5, oparte sg o ciekawe i niebanalne pomysty i interesujaca metodologie dowodows. Rozdziat
6 zawiera pewnego typu uogdblnienie wyniku z poprzedniego rozdziatu na ogdélniejszy przy-
padek C3 vs. rodzina graféw spdjnych rzedu n i rozmiaru m, ktére implikuje analogiczne
ograniczenie gérne w jeszcze szerszym kontekscie — dla rodziny wszystkich cykli nieparzy-
stych, zamiast pojedynczego — Cs. Rozdzial 7 prezentuje obserwacje na temat specyficznej
gry, nazwanej granty @ darowizny, ktére daja pewng intuicje na temat strategii dowodo-
wej wykorzystanej w rozdziale 4, w szczegblnoséci w odniesieniu do wyboru i konstrukcji
odpowiedniej funkeji pétpotencjatu.

Kolejne rozdzialy, 8-12, bazujg na wynikach z artykulu Adamski-Bednarska-Bzdega,
opublikowanego w Discrete Mathematics. Ich rezultatem jest przede wszystkim wyznacze-
nie doktadnych wartoéci dla rozgrywanych liczb Ramseya 7#(Cy, P,) = 2n —2 dla wszystkich
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n > 8 (oraz 7(Cy, P;) = 13), co stanowi ciekawy, nowy i wart odnotowania wynik w tej
tematyce. Uprzednio znane byly dokladne wartosci tego parametru jedynie dla kilku naj-
mniejszych wartoci n < 6 oraz ogdlne oszacowania: 7(Cy, P,) > 2n—217(Cy, P,) < 3n—5.
Zasadniczym celem tej czedci rozprawy bylo wykazanie twierdzenia 8.1, implikujacego (naj-
lepsze mozliwe) ograniczenie gérne na badany parametr dla n > 7. Dowdd indukcyjny tej
nieréwnosci bazowal czeéciowo na analizie gry przeprowadzonej dla kilku matych warto-
Sci parametru n przy pomocy programu komputerowego, ktérego kod stanowi integralna
czesS¢ rozprawy. Wykorzystane przy tym uzyteczne modyfikacje gry, idea zastosowanego
algorytmu i szereg informacji o charakterze technicznym opisane zostaly w rozdziale 11.
Nie czujac sie ekspertem w tej dziedzinie, nie analizowalem dogltebnie zalaczonego kodu,
zakladajac przy tym, ze jest on skladows opublikowanego i zweryfikowanego artykutu. Jako
ze doktorat jest z matematyki, ten aspekt rozprawy nie byl tez z mojego punktu widzenia
istotnym czynnikiem wplywajacym na oceng jej zawartosci i ostateczng konkluzje. Moje
watpliwosci budzi jednak dodatkowa zasada nr (4) na stronie 58, wprowadzona w zmody-
fikowanej wersji gry analizowanej przy uzyciu komputera. Uzasadnienie kluczowej czesci
dowodu indukcyjnego zwigzane bylo z analizg rodziny pewnych zmodyfikowanych gier, od-
powiadajacych réznym startowym multigrafom z przypisanymi kolorami. Szczegbly tych
modyfikacji opisane zostaly w rozdziale 9, a obszerny dowdd istnienia strategii wygrywa-
jacej dla konstruktora w kazdej z nich — przedstawiony w kolejnym rozdziale. Wymagat
on drobiazgowego rozwazenia szeregu przypadkéw, ktére nie nastreczaly wielu komplikacji.
Najciekawsza w calym rozumowaniu jest, w moim przekonaniu, sama idea wprowadzenia
zmodyfikowanych gier, opisanych w rozdziale 9, oraz koncepcja poczatkowe]j fazy strategii
konstruktora — otwierajaca rozdziat 10. Dowody w tej czesci rozprawy sg dobrze, poprawnie
i dostatecznie szczegbtowo opisane (pomijajac minimalng, nieistotng niescisto$é na stronie
53). Rozdzial 12 to krétkie podsumowanie zaprezentowanych wezeéniej rezultatéw.

Ostatni rozdzial zawiera przede wszystkim kilka wynikéw ze wspétautorskiej pracy mgra
Adamskiego, ktére stanowia ciekawe uzupehienie uprzednio zaprezentowanych rezultatéw.
Po raz kolejny, z niewyjasnionych powodéw, ich dowody nie zostaly wlaczone do przedlo-
zonej rozprawy, mimo ich bezposredniego zwigzku z omawiang tematyka.

Reasumujgc, analizowana rozprawa zawiera kilka wartosciowych wynikéw — w szczegél-
nosci wniosek 8.2, czy rezultaty z rozdzialéw 4-5. Ich interesujagcym uzupeinieniem mo-
globy by¢ twierdzenie 3.8 oraz twierdzenia 13.2-13.5 z dwoch wspoélautorskich artykuléw
mgra Adamskiego. Ich dowody zostaly jednak pominigte — z pewnoscig byta przestrzen na
ich prezentacje, rozprawa nie jest bowiem przesadnie obszerna. Jest ona przy tym dosy¢
czytelna i napisana przewaznie przyjaznym i zrozumialym jezykiem. Nie znalazlem tez w
niej istotnych bledéw. Najlepiej zredagowane jej fragmenty pochodzg z opublikowanych
wspoétautorskich artykutéw naukowych doktoranta. Autor nie ustrzegl si¢ jednak szeregu
niedociggnie¢ redakcyjnych. W szczegdlnoécei brakuje mi osadzajacego prezentowang tema-
tyke w kontekscie wstgpu. W kilku miejscach pojawiaja si¢ tez pewne niescistosci, czy brak
precyzji — zwlaszcza w poczatkowych rozdziatach pracy. Mimo tych i innych wymienionych
wyzej zastrzezen, rozprawa bez watpienia zawiera szereg interesujgcych wynikéw, ktérych
dowody oparte sg na ciekawej metodologii i nietrywialnych ideach. Zgodnie z moja wiedza,
wyniki te stanowiag rozwiazanie szeregu otwartych probleméw naukowych i wniosty orygi-
nalny wklad w rozwdj teorii graféw ekstremalnych. W konsekwencji, w moim przekonaniu,
przedstawiona rozprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom
doktorskim, a magistra Grzegorza Adamskiego nalezy dopuéci¢ do dalszych etapéw poste-
powania w sprawie nadania stopnia doktora w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w
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dyscyplinie matematyka.




