Recenzja rozprawy habilitacyjnej dra Karola Le$nika
”Przestrzenie Cesaro”

Rozprawa dra Karola Lesnika po$wiecona jest, najogdélniej méwiac, badaniu
rozmaitych aspektow abstrakcyjnych przestrzeni Cesaro i Tandoriego.

Przestrzen Cesaro CX jest definiowana jako maksymalna (optymalna)
dziedzina na ktérej dziata operator Hardy’ego prowadzacy do funkcyjne;
badz ciggowe]j przestrzeni Banacha X. Przestrzen Tandoriego X jest defi-
niowana podobnie - tu norma jest zadana jako oryginalna X-norma nierona-
cej majoranty funkcji. Tak zdefiniowane przestrzenie Cesaro sa nogélnieniem
klasycznych dobrze znanych przestrzeni w ktérych X = LP. Badaniu ich wta-
snoéci poswieconych jest kilkadziesat prac. Jednak abstrakcyjne przestrzenie
Cesaro zaczeto badaé dopiero kilkanascie lat temu. Wéréd matematykow zaj-
mujgcych sie ta tematyka wymieni¢ nalezy Astashkina, Maligrande, Delgado,
Sorig, Curbere, Rickera, Kolwicza oraz oczywiscie autora rozprawy habilita-
cyjne;j.

Wtasnosci badane w siedmiu pracach sktadajacych sie na rozprawe sa
wielorakiej natury. Poczawszy od opisu dualnosci, poprzez badanie struktury
operatora Hardyego, wtasnosci interpolacyjne, strukture izomorficzng az po
faktoryzacje.

Omoéwie pokrétce wszystkie prace wchodzace w sktad rozprawy, zacho-
wujac kolejno$é¢ przyjeta w autoreferacie. W pracy [A2] zamieszczono nowy,
bardzo elegancki i duzo prostrzy od znanych do tej pory dow6d dualnosci
miedzy przestrzeniami Cesaro a przestrzeniami Tandoriego. Daje on opis z
doktadnoécig do réwnowaznosci norm (nie izometryczny), lecz dziata zaréw-
no w przypadku przestrzeni funkcyjnych z miarg ograniczong, nieograniczong
jak i dla przestrzeni ciagowych. W przypadku miary skoilczonej wymagane
jest zatozenie symetrycznosci kraty Banacha X, lecz w pozostatych przypad-
kach wystaczy istnienie pewnej ograniczonej dylatacji. Przy okazji pokazano
w pracy [A3] ciekawy wynik dotyczacy ograniczonosci operatora Hardy’ego
do przestrzeni wagowej. Ot6z jezeli miara jest skoficzona, a operator maksy-
malny jest ograniczony na dualu Koethego przestrzeni X, to operator Har-
dy’ego dziata w spos6b ograniczony z X do przestrzeni X z wagg (1 —t)~ "
W tej samej pracy znaleziono (to jest jej gtéwny wynik) obraz (nazywany
optymalng przeciwdziedzing) operatora Hardy’ego obcigtego do przestrze-
ni Cesaro - jest to, w przypadku przestrzeni funkcyjnej X wzgledem miary
nieskoniczonej, przestrzein Tandoriego X. Analogiczne, cho¢ nieco bardziej
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zlozone charakteryzacje zostaly uzyskane w przypadku miary skonczonej i
przestrzeni ciggowych.

Kolejna para prac po$wiecona jest teorii interpolacji w kontekscie abstrak-
cyjnych porzestrzeni Cesaro i Tandoriego. Interpolacja jest tu potraktowana
bardzo szeroko. W pracy [A5] autor zajmuje sie klasycznymi funktorami in-
terpolacyjnymi: Calderona - Lozanowskiego, interpolacja zespolong, oraz K
- funktorem Lionsa - Petree. W pracy dowodzi sie, ze pod pewnymi wa-
runkami funktory: Calderona - Lozanowskiego orez Cesaro komutuja. Dla
krat z wlasnoécig Fatou na [0,00) ten warunek to dzialanie pewnego ope-
ratora dylatacji na obu przestrzeniach skrajnych, na N dziatanie dylatacji
na przestrzeniach dualnych, a na [0, 1] dziatanie na przestrzeniach skrajnych
operatora Copsona - jednak w tym przypadku zaktada sie ze kraty sa syme-
tryczne. Analogiczny rezultat otrzymano dla funktora Tandoriego. Opisano
roéwniez, dla przestrzeni symetrycznych z wlasnoscia Fatou na [0, 00), prze-
strzeni Calderona-f.ozanowskiego gdy drugim koncem jest przestrzef L.

W przypadku metody zespolonej wyniki otrzymano dla krat Banacha z
wlasnoécig Fatou zawierajacych L' N L>, z ktérych co najmniej jedna jest
porzadkowo ciggla. Funktor interpolacji zespolonej komutuje z funktorem
Cesaro gdy: nad [0, 00) dziata na nich pewna dylatacja, nad [0,1] gdy kraty
sq symetryczne, operator Copsona jest na nich ograniczony, nad N - gdy
dylatacja dziala na przestrzeniach dualnych. Podobne wyniki otrzymano dla
funktora Tandoriego gdy jeden z koncéw interpolacji zastapiono przestrzenig
L,

Dla jednorodnego funktora interpolacyjnego (w szczegdlnosci Lionsa - Pe-
tree) i krat Banacha nad [0, o) réwniez dowiedziono, iz komutuje on z funk-
torem Cesaro.

Druga praca z rozprawy poswiecona interpolacji dotyczy par Calderona.
Pary Calderona jest to bardzo wazny i ciekawy koncept. Chodzi o takie pary
przestrzeni Banacha dla ktérych wszystkie mozliwe przestrzenie interpolacyj-
ne mozna uzyskaé¢ przy pomocy odpowiedniej K-metody (nazwa pochodzi od
Calderona i Mitjagina ktérzy - niezaleznie, ponad 50 lat temu - pokazali Ze pa-
ra (L', L>) jest parg Calderona). Znanych jest catkiem sporo par Calderona
a nawet istnieje szereg charakteryzacji w przypadku przestrzeni symetrycz-
nych. Bez tego zalozenia problem znajdowania par Calderona jest znacznie
trudniejszy, stad tez wynik pracy [A4] jest szczegélnie ciekawy. Autor dowo-
dzi w niej, ze para (}71, L) jest para Calderona. Bardzo elegancki dowod
opiera sie na twierdzeniu Brudnego - Krugliaka, oraz pomystowej konstrukcji



substochastycznego operatora zachowujacego monotonicznosc.

Kolejna praca z rozprawy poswiecona jest strukturze izomorficznej prze-
strzeni Cesaro i Tandoriego. Autorzy dowodza w niej kilka pieknych wynikow.
Pierwszy z nich to zupetnie nieoczywisty analogon twierdzenia Petczynskie-
go, ze przestrzenie C'¢>° i C' L™ sa izomorficzne (bedacy zreszta odpowiedzia
na otwarte przez dziesieé¢ lat pytanie Astashkina i Maligrandy). Dowd6d opie-
ra sie o zasade dekompozycji oraz reprezentacje tych przestrzeni jako £ sum
przestrzeni L.

Kolejnym wynikiem pracy [A6] jest zawieranie przez przestrzenie C X do-
petnialnej kopii L, oraz ptynace stad wnioski, ze dla porzadkowo ciggtej kra-
ty Banacha X przestrzen C'X nie jest izomorficzna z przestrzenia sprzezona
oraz ze dla refleksywnych przestrzeni symetrycznych X nad [0, 1] przestrzen
CX nie jest izomorficznaczna z przestrzenia symetryczna.

Dalej w pracy [A6] pokazano, ze szereg przestrzeni Tandoriego-Lorentza
oraz Cesaro - Marcinkiewicza na przedziale [0,00) ma wlasno$é Dunforda
Pettisa. Podobne twierdzenie pokazano dla przestrzeni Cesaro nad podprze-
strzenig elementéw porzadkowo cigglych przestrzeni Marcinkiewicza.

Kolejna praca rozprawy poswiecona jest problemowi faktoryzacji i prze-
strzeniom punktowych mnoznikéw w kratach funkcyjnych. Kontynujac dtuga
linie badan autorzy rozwijaja w tej pracy "arytmetyke przestrzeni funkcyj-
nych” i dowodza szereg abstrakcyjnych wtasnosci ktére w zastosowaniu daja
szereg ciekawych wynikéw. Pierwszy z nich jest bardzo ogdlnej natury i glosi,
ze jesli XiY sq przestrzeniami symetrycznymi nad [0, co) (badz ciagowymi)
z wlasnoscig Fatou i X faktoryzuje Y to C'X faktoryzuje C'Y. Faktoryzacja
oznacza tu, ze przestrzen Y jest réwna sumie mnogoéciowej wszystkich ilo-
czynéw punktowych elementéw przestrzeni X z mnoznikami punktowymi z
X doV.

W pracy tej pokazano szereg wlasnosci operacji tzw. symetryzacji kraty
Banacha i relacji tej operacji z faktoryzacja. Jako wniosek otrzymano kom-
pletng charakteryzacje przestrzeni mnoznikéw punktowych pomiedzy kla-
sycznymi przestrzeniami Lorentza tak na przedziale skonczonym jak i nie-
skonczonym.

Ostatnia spoéréd omawianych prac (choé chronologicznie pierwsza) przed-
stawia rozwigzanie problemu izometrycznego opisu przestrzeni dualnej w sen-
sie Koethego do przestrzeni Orlicza - Lorentza. Izomorficzne charakteryzacje
przestrzeni dualnej sg znane, ale z punktu widzenia teorii izometrycznej byty
dalece niewystarczajace. W pracy [Al] podano pelny opis przestrzeni dual-
nych (jako pewnych uogélnionych przestrzeni Marcinkiewicza). Co wiecej, w
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pewnym sensie jest to opis konstruktywny, gdyz podaje algorytm obliczania
modularu definiujacego norme dualna. Okazuje sie, ze ma to zwiazek z tzw.
przestrzeniq dolng wprowadzong przez Sinnamona, ktéra w przypadku wagi
stalej okazuje si¢ by¢ izomorficzna z przestrzenia Cesaro.

Podsumowujac: siedem prac stanowigcych w sumie rozprawe habilitacyj-
na. Kazda z nich rozwigzuje jaki$ niebanalny problem dotyczgcy tematu roz-
prawy. Wszystkie wyniki sa bardzo konkretne i zrozumiale nie tylko dla wa-
skich specjalistow. Moim zdaniem jest to dorobek bardzo dobrze wypadajacy
na tle znanych mi habilitacji. Prace sa w zdecydowanej wiekszoéci wspétau-
torskie - co moim zdaniem bardzo dobrze §wiadczy o zdolnogci do wspotpracy
ktora jest szczegdlnie wazng cecha w matematyce. Z drugiej strony piekna
praca odkrywajaca nowa pare Calderona jest samodzielna.

To prawda, ze tematyka habilitacji nie lezy w aktualnie gtéwnym nur-
cie rozwoju matematyki. Tym bym sie¢ jednak przesadnie nie przejmowal -
matematyka jest nauka do$¢ marginalng, a jednoczesnie tak bardzo zaawan-
sowana, ze waska specjalizacja jest nieunikniona. A w ramach tej waskiej
specjalizacji z calg pewno$cig dorobek ”habilitacyjny” dra Leénika jest zna-
czacy. Moim zdaniem bez cienia watpliwosci zastuguje na bardzo pozytywna
oceng, co bez zadnych zastrzezen rekomenduje zaréwno komisji habilitacyjnej
jak i organom przyznajacym tytul.
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