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Recenzja
zwigzana z postepowaniem habilitacyjnym
dr. Piotra Kasprzaka

Pan dr Piotr Kasprzak uzyskal stopien doktora nauk matematycznych w 2012
roku w Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Tytul osiggni¢cia naukowego przedstawiony w nawigzujgcym do ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. wniosku dr. P. Kasprzaka o przeprowadzenie postgpowania w spra-
wic nadania stopnia doktora habilitowanego to ,Wybrane zagadnienia tcorii ope-
ratoréw w przestrzeniach funkcji o skoriczonym wahaniu wraz z zastosowaniami
w teorii nieliniowych réwnan catkowych” Tytutem tym objety jest cykl publikacji,
zlozony z nastepujacych siecdmiu prac.

[P1] Multiplication operators in BV spaces.

[P2] Characterization of compact linear integral operators in the space of functions
of bounded variation.

[P3] On integral operators and nonlinear integral cquations in the spaces of func-
tions of bounded variation.

[P4] On continuity and compactness of some nonlinear operators in the spaces of
functions of bounded variation.

[P5] Nonautonomous superposition operators in the spaces of functions of bounded
variation.

[P6} Local boundedness of nonautonomous superposition operators in BV[0,1].
[P7] On bounded lower A-variation.

Publikacje cyklu ukazaly sie w czasopismach z listy JCR takich jak Annali di
Matematica Pura ed Applicata (prace [P1] oraz [P4]), Annales Fennici Mathematici
(praca [P2]), Journal of Mathematical Analysis and Applications (prace [P3] oraz
(P7]), Topological Mcthods in Nonlinear Analysis (praca [P5]), Bulletin of the

Australian Mathematical Socicty (praca [P6]).
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Praca [P2] jest monoautorska, a prace [P1] oraz [P3]-[P7] powstaly w ramach
wspélpracy naukowej podejmowanej przez dr. P. Kasprzaka w kraju (prace [P3]-
[P7]) i za granica (praca [P1}). W nawigzaniu do [P1] oraz [P3]-[P7] w autoreferacie
znajduje sie opis, a w dokumentacji oswiadczenia odnoszgce si¢ do wkiadu wnie-
sionego w prace wspodlautorskie.

Tematyka przedstawionego cyklu prac pozostaje w nurcie zainteresowan nauko-
wych dr. P. Kasprzaka zwigzanych z analiza nieliniows, teoria operatoréw oraz
réwnan catkowych. Okres upowszechnienia prac cyklu siega minionej dekady. Spo-
gladajac chronologicznie, w 2015 ukazaly si¢ [P7) (upowszechniona online jeszcze
w 2014) oraz [P6] i [P4], w 2016 prace [P5] i [P3], w 2021 praca [P2], a w 2023
praca [P1].

W [P7] zasadnicze czedci tworzg Section 3 oraz Section 4. W Section 3 wraz
z dolnym A-wahaniem wprowadzona zostala przestrzen funkeji o skoficzonym dol-
nym A-wahaniu na I = [0, 1] i pokazano szereg jej wlasnosci: zupeilnoéé, zanurzenie
w L, réwnowaznosé norm f — | f, + var, f gdy p € [1,+o0], a dla p € (1, +00)
§cislyg wypuklos¢. Pokazano ponadto, iz przestrzen ta nie jest jednostajnie wy-
pukla i nie jest osrodkowa. Przedmiotem badari byly réwniez kwestie zwigzane
z istnieniem dobrego reprezentanta, ktorego A-wahanie pozostaje réwne wprowa-
dzonemu, jak réwniez zwigzki wahania dolnego i wedlug éredniej. Section 4 doty-
czyla pewnych zastosowai, zwigzanych z liniowym réwnaniem rézniczkowym oraz
nicliniowymi réwnaniami catkowymi, przy tym zgodnie z o§wiadczeniami wklad
dr. P. Kasprzaka bardziej koncentrowat si¢ na Section 3.

W [P6] poza czgscig ujmujacg wyniki pomocnicze dla dowodu gléwnego twier-
dzenia tej pracy, zasadnicza czegdcig jest Section 4, w ktérej twierdzenie to jest
sformulowane i dowodzone. Pokazane jest w niej mianowicie - co stanowi gtéwny
wynik [P6] - ze gdy f : { x R — R spelnia warunek ograniczonosci na zbiorach
ograniczonych, a zadany przez f operator Niemyckiego F' przeksztalca przestrzen
funkcji o skoficzonym wahaniu Jordana na I w siebie, to F' jest lokalnie ograni-
czony. W kontckécie wkladu indywidualnego trzeba nadmienié, ze jako wiodacy
dla tego wyniku daje si¢ odczytac w Swietle oSwiadczenia wklad wniesiony przez
wspolautora.

W [P4] posrdd rozwazanych efektéw cigglosci operatora Niemyckiego F' poka-
zane jest, ze gdy f : R — R jest klasy C!, to F przeksztalca BV (I) w siebie
i jest ciggly. Pokazana jest réwniez cigglosé F : BVi(I) — BV,(I) w sytuacji gdy
lokalnie absolutnie ciggla funkcja f : R — R ma pochodng lokalnie catkowalng
z potgga g € (1, +0), gdzie p~! + ¢! =1, a BV,(I) oznacza przestrzen funkeji o
skoficzonym p-wahaniu na 7. W dalszej czeSci rozwazana jest f jak w przedstawio-
nej sytuacji, a przy tym taka, Ze limy_, 1o |f{t)|/|| = 0 i pokazane jest, ze daje
si¢ zastosowaé twierdzenie Schaudera o punkcie stalym, w oparciu o ktére uzyskuje
si¢ istnienie BVi-rozwigzania réwnania catkowego

(1) o(t) = )\Ll k(t,5)f(o(s))ds, tel
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gdzic A e R, k : I x I - R, s — k(t,s) jest mierzalna przy kazdym ¢ € I,
a § — k(0,s) jest calkowalna oraz wahanie k(- s) jest ograniczone od géry dla
prawic wszystkich s € I przez funkcje¢ catkowalng m : I — [0, +0). Rozwazania
[P4] dotycza nastepnie uzyskania w C{I) n BVi(I) zwartej struktury Rs zbioru
cigglych rozwigzan o ograniczonym wahaniu Jordana dla réwnania catkowego

(2) (t) = o(t) + L k(t,s)f(s,2(s))ds, tel.

Z odnoszacych sie do [P4] oswiadczen daje si¢ odezytaé, iz wyniki uzyskane byly
wspdlnie, a takze, ze w przytoczonych powyiej efektach ciaglosci F', jak réwniez
struktury zbioru rozwigzan istotny byt wklad wspdélautorski. Wkiad dr. P. Ka-
sprzaka bardziej dotyczyl wykorzystywanych tu efektow cigglosci i zwartosci ope-
ratoréw catkowych; z kolei w kwestii cigglodci operatora Niemykiego F : BV((I) —
BV (I) dotyczy! on rozwazanej odrebnie sytuacji gdy f : R — R jest sumg szeregu
potegowego o érodku w 0 i nieskoficzonym promieniu zbieznosci.

Gléwne twierdzenic [P5] przedstawia co potrzcba i wystarcza, by rozwazajac
f I xR — R stwierdzié, iz operator Niemyckiego F' przeksztalca przestrzen
funkeji o skoniczonym wahaniu Jordana na I w siebie i jest lokalnie ograniczony.
Jest tak mianowicie wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego r > 0 daje sie dobraé
M, > 0, by nieréwnosci

k k
Z | f{ti,us) — ftio1,w)| < M, oraz Z |f(tir,w) — fllim, win ] < My
i=1 i=1

byly spelnione dla kazdych skoficzonych ciggdw punktéw 0 =ty < ... <t =1
oraz g, . .., u € [—r,7] takich, ze 3| |u; —u;_1| < r. Wedlug oswiadczen istotna
dla tego wyniku byla rola wspélautorska. Wkiad dr. P. Kasprzaka bardziej byt
skupiony na kwestiach wigzacych sig z lokalna ograniczonoscia, a takie na czesci
dotyczacej przypadku rozdzielonych zmiennych, w ktérym przy uszczegdtowionych
zatozeniach o f : I — R oraz g : R -» R pokazano mie¢dzy innymi co potrzeba
i wystarcza, by zadany przez (¢,u) — f(t)g(u) operator Niemyckiego przeksztalcal
przestrzen funkeji o skoriczonym wahaniu Jordana na [ w siebie, jak réwniez, by
przeksztatcal te przestrzen w siebie i byl lokalnie ograniczony.

Siegajac do zasadniczych czgsci [P3], w Section 3 rozwazany jest operator cal-
kowy K postaci
1

(3) Kzx(t) = j k(t,s)z(s)ds, tel,

0
gdzie k : I x I - R. Gdy p € [1, +o©) pokazane jest, iz K przeksztalca w sposéb
ciggty BVi(I) w BV,(I) wtedy i tylko wtedy gdy zachodza warunki, iz s — k(t, s)
jest catkowalna na I przy kazdym t € I oraz dla pewnego M > 0

£
Sup var, (J k(-,s)ds) < M.
gel o
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W sytuacji gdy p = 1 zauwazone jest, ze zalozenie wprowadzone poprzez dru-
gi z tych warunkéw jest slabsze niz zalozenie rozwazane wczesniej, w tym wraz
z (1) w [P4], iz wahanie k(.,s) jest ograniczone od géry dla prawie wszystkich
s € I przez funkcjg calkowalng m : I — [0, +00). Odrebnie tez jest uwidocznio-
ne na przykladzie, iz warunki te nie implikuja zwartosci K : BVi(I} — BVi(I).
W Section 4 uzyskane jest nastepnie istnienie BV)-rozwigzania dla réwnania cal-
kowego

(4) z(t) = g(t) + A Ll k(¢ s)f(s,x(s))ds, tel,

gdzie g € BVi(I). Gdy f : I x R — R jest lokalnie ograniczona funkcja Ca-
rathéodory’ego, to przyjmujac pierwszy z wymienionych warunkéw oraz zaklada-
jac, iz wahanie k(-, 5) jest dla prawie wszystkich s € I ograniczone od géry przez
funkcjg calkowalng m : I — [0, +00) uzyskane jest to dla A z pewnego przedziatu
(0, Ao) 2z wykorzystaniem teorii stopnia Leray—Schaudera Gdy f: I xR — R jest
funkcjg lokalnie lipschitzowska oraz sup.; Sn |k(t, s}lds < +oo, to wykorzystujace
zalozenie wprowadzone z p = 1 poprzez drugi z wymienionych warunkéw uzyskane
jest to dla |A| nie przekraczajgcego pewnego p > 0 z wykorzystaniem twierdze-
nia Banacha. Section 5 dotyczyla dalej kwestii zwartosci zanurzeit. Odnoszac do
tej pracy o$wiadczenia wspolautorskie daje sig odezytaé, ze wyniki uzyskane byty
wspélnie, przy tym wklad dr. P. Kasprzaka bardziej koncentrowal sig na Section 3
oraz na uzyskaniu efektu zwartosci w twierdzeniu egzystencjalnym udowodnionym
w Section 4 w oparciu o teorie stopnia Leray-Schaudera.

Monoautorska praca [P2] dotyczy zwartosci operatora calkowego (3). Przyjmu-
jac, iz s — k(t, s) jest przy kazdym t € I calkowalna na I pokazano, iz operator
ten przeksztalca przestrzen funkeji o skoficzonym wahaniu Jordana na I w siebic
i jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego £ > 0 istnieje § > O taka, ze
jedli rozwazyé dowolny przedzial [a,b] < I o dlugosci, ktéra nie przekracza &, to

(5) var (J;b k(- s)ds) <e,

co - jak stwierdzono - zachodzi w przypadku jader splotowych zadanych przez
catkowalne na I funkcje rzeczywiste. Przedyskutowano w konteksécie literatury za-
lozenia, ktore wiazg si¢ z uzyskanym wynikiem zwartosciowym. Pokazano przy
tym, iz zalozenie zwigzane z (5) jest slabsze wzgledem rozwazanego wezesniej wa-
runku, iz wahanie k(-, 8) jest ograniczone od géry dla prawie wszystkich s € I przez
funkcje catkowalng m : I — {0, +00).

Praca [P1] dotyczy opcratoréw postaci
My(z)(t) = g(t)z(t), tel,

a wige operatoréw Niemyckiego zadanych przez f(f, u) = g(t)u, ktére sa rozwazane
pomigdzy réznymi przestrzeniami funkcji o skoficzonym wahaniu na 7. Dla tych

operatoréw pokazane zostaly warunki konieczne i wystarczajace ich iniektywnosci,
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suriektywnosci oraz twierdzenia dotyczace ciaglodei i zwartosci. W swietle oswiad-
czenia oraz opisu w autoreferacie grupa wynikéw, w ktéra wpisuje si¢ zasadniczy
wkiad dr. P. Kasprzaka, obejmuje w tej pracy opis widma jak réwniez oszacowa-
nia dla miary niezwartosci. Obejmuje ona takze warunki konieczne i wystarczajace
zwigzane z domknigtodcia obrazu oraz z odrebnie rozwazanym przypadkiem ope-
ratoréw Fredholma.

Warto nadmienié, iz poza przedstawionymi pracami [P1]-[P7] dr P. Kasprzak jest
ponadto wspdlautorem 2 pozycji w Lecture Notes in Nonlinear Analysis, jak row-
niez wspoétautorem dalszych 10 opublikowanych prac naukowych. Wigkszos¢ z tych
publikacji nalezy do dorobku po doktoracie. W okresie po doktoracie dr. P. Ka-
sprzak rozszerzyl takze wspoélprace naukows, na co mialy miedzy innymi wplyw
jego zagraniczne wyjazdy naukowe. Dr P. Kasprzak wygtlaszal odczyty na miedzy-
narodowych konferencjach, wspélpracowal jako recenzent oraz edytor z czasopi-
smami matematycznymi. Wlaczal si¢ w popularyzacj¢ nauki oraz w dzialalnosé
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Wyniki mieszezace si¢ w dorobku dr. P. Kasprzaka maja pewien oddzwigk w li-
teraturze specjalistycznej. Wedlug Web of Science calodciowa liczba cytowan to
obecnie 78; w tym 40 cytowan dotyczy cyklu prac [P1]-[P7].

Przechodzac do oceny, ktérej oczekuje si¢ od recenzenta stosownie do art. 221
ust. 8 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, sformu-
lowanie stanowiska w tej sprawie wymaga pewnego wywazenia. Przedstawione
osiagniccia mieszczg si¢ w ramach ustawowych, choé w nawigzaniu do cyklu [P1]-
[P7] niedosyt budzi, ze w czgéei prac wklad indywidualny wydaje si¢ byé nieco
w cieniu wkladu wspétautorskiego. Wkiad ten wydaje si¢ tym niemniej adekwatny
gdy z jednej strony wzigé pod uwagg jego reprezentacje w o$wiadczeniach, a z dru-
giej stosowne odniesienia w autoreferacie, w tym - co nawigzuje do przedstawione-
go tam opisu wktadu - w odniesieniu do [P6] wzigé pod uwage poruszone w opisie
,znaczace uproszczenie przeprowadzonych rozumowaii i usunigcie luk we wstepnej
wersji dowodéw”, a w odniesieniu do wynikéw [P5] poruszong z kolei kwestig, iz
Lostateczny ksztalt tych wynikéw oraz ich dowodéw jest rezultatem diugotrwatych
dyskusji wszystkich wspélautoréw”, w ktérych istotny udziat dr P. Kasprzak wska-
zuje w opisie. Wywazajac to konkluduje, ze w moim odczuciu osiggnigcia Pana dr.
Piotra Kasprzaka odpowiadaja wymogom dla nadania stopnia doktora habilitowa-
nego, w tym odpowiadaja wymaganiom okrelonym w art. 219 ust. 1 pkt 2 ustawy
z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce.
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