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Ponizej znajduje si¢ oméwienie wynikéw uzyskanych w pracach [P1]-[P7].



IV.1. ZARYS TEMATYKI — FUNKCJE O SKONCZONYM WAHANIU

Funkgcje o skoriczonym (lub ograniczonym) wahaniu jednej zmiennej, zwane réwniez
z angielskiego BV-funkcjami, zostaly wprowadzone w roku 1881 przez Camille’a Jordana
(zob. [63]). W swoim tréjstronicowym artykule Jordan udowodnil, Ze funkcje o skoriczonym
wahaniu mozna scharakteryzowac jako réznice funkcji monotonicznych. Nastepnie wykorzystat
ten fakt do wykazania twierdzenia, zwanego dzi$ kryterium Dirichleta—Jordana, ktére stwierdza,
ze szereg Fouriera funkcji 2m-okresowej f: R — R, majgcej na kazdym przedziale zwartym
skoriczone wahanie, jest zbiezny w kazdym punkcie x € R do 1[f(x~) + f(xT)]. Co wiecej, jezeli
funkgcja f jest dodatkowo ciggta, zbieznos¢ ta jest jednostajna (zob. np. [M2, Theorem 6.5.6 oraz
Corollary 6.5.7]).

Od korica XIX wieku funkcje o skoriczonym wahaniu doczekaly sie licznych uogélnien
i rozszerzen; do najwazniejszych mozna zaliczy¢ te wprowadzone przez Wienera (zob. [111]),
Younga (zob. [112]), Watermana (zob. [106,107]) czy Riesza (zob. [93,94]). Wahanie w sensie
Riesza jest szczegOlnie interesujace, gdyz ,taczy” ono teorie BV-funkcji z teorig przestrzeni
Sobolewa (zob. np. [5, Theorem 3.34]).

Pojecie wahania funkcji mozna rozszerzy¢ takze na funkcje wielu zmiennych. W ostatnich kil-
kudziesieciu latach pojawilo sie wiele nieréwnowaznych podejs¢: Vitalego, Hardy’ego, Tonellego
czy teoriomiarowe (zob. np. [1,5]).

Dlaczego funkcje o skorficzonym wahaniu nieustannie cieszg sie zainteresowaniem matema-
tykéw? Powodéw jest kilka. Jak juz wspomnieliSmy na wstepie, funkcje tego typu idealnie nadaja
sie do opisu (tempa) zbieznosci szeregéw Fouriera (zob. np. [16], [79, Theorem 4] lub [M2,
Theorem 6.5.6]). Nalezy réwniez wspomnie¢ o ich zastosowaniach w teorii miary i calki (zob.
np. [82]), teorii mnoznikéw (zob. np. [26,35,92]), teorii réwnan rézniczkowych i catkowych
z warunkami nielokalnymi (zob. np. [109,110] lub [A7]), prawdopodobieristwie i procesach
stochastycznych (zob. np. [46, Chapter 12]). Pojecie wahania funkgji stuzy takze do naturalnego
opisu przestrzeni sprzezonej do przestrzeni funkcji ciggltych na przedziale zwartym z norma
supremalng, a sama klasa funkgcji o skoficzonym wahaniu jest najmniejszg przestrzenia liniowg
zawierajacg wszystkie funkcje monotoniczne.

IV.2. CEL OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

Gltéwnym celem prac wchodzacych w sktad rozprawy habilitacyjnej bylo oméwienie wta-
snosci topologicznych i teoriofunkcyjnych operatoréw catkowych oraz operatoréw superpozycji
(w tym takze operatoréw mnozenia) dziatajagcych w wybranych przestrzeniach typu BV, a na-
stepnie zastosowanie uzyskanych wynikéw w teorii nieliniowych réwnan catkowych. Szczeg6lna
uwage poSwiecono réwniez analizie wlasnosci funkgji o skoriczonym dolnym A-wahaniu oraz
przestrzeni takich funkcji.

Wyniki udowodnione w pracach [P1]-[P7] wchodza w zakres szeroko rozumianej analizy
nieliniowej w przestrzeniach typu BV i dotycza:

e teorii przestrzeni Banacha (zwarto$¢ zanurzen przestrzeni typu BV w siebie, wlasnosci
przestrzeni funkgji o skorficzonym dolnym A-wahaniu) — prace [P3] oraz [P7],

e teorii operatoréw (wtasnosci operatoréw catkowych, superpozycji oraz mnozenia) —
prace [P1]-[P7],
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e teorii réwnan calkowych (istnienie i jedyno$¢ rozwigzan nieliniowych réwnan
Hammersteina oraz Volterry-Hammersteina; twierdzenia typu Vidossicha dla réwnan
Volterry—-Hammersteina) — prace [P3], [P4] oraz [P7].

IV.3. PrRELIMINARIA

Celem tego krotkiego paragrafu jest oméwienie podstawowych definicji dotyczacych funkgcji
o skoriczonym wahaniu. Nasze rozwazania ograniczymy do przedziatu jednostkowego [0, 1],
chociaz wyniki uzyskane w pracach [P1]-[P7] sg réwniez prawdziwe dla dowolnego przedzialu
[a, b].

Przypomnijmy, ze funkcje ¢: [0, +00) — [0, +00) nazwiemy funkcjg Younga, gdy jest ona
wypukta oraz ¢(u) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u = 0. Rozwazmy teraz cigg @ = (@n)nen
takich funkgji i przyjmijmy, ze @y+1(u) < @ (u) oraz ) _; ¢n(u) = +oo dla dowolnych u > 0
i k € N. Ustalmy réwniez przedziat [a, b] C [0, 1] oraz funkcje x: [0,1] — R. Wahanie w sensie
Schramma (lub ®-wahanie) funkcji x na przedziale [a, b] definiujemy jako nastepujacg (skoriczong
lub nieskoriczong) wartosé

varg (x; [a, b])

n [ti,51], ..., [tn,sn] C [a,b] jest dowolnym
= sup { Z (pk(lx(tk) — x(sk)l) skonniczonym ciggiem przedziatéw o tej}
k=1 wlasnosci, ze (ti, si) N (tj,s5) =0 dlai#j

(zob. np. [5, Section 2.3]). Dodajmy, ze w definicji ®-wahania uwzgledniamy takze przypadek,
gdy przedzialy [ty, s«] sq jednopunktowe.

Jezeli varg (x; [a, b]) < +00, to méwimy, ze funkcja x ma skoriczone wahanie w sensie Schra-
mma. Gdy przedzial [a, b] bedzie znany z kontekstu, w dalszej czesci autoreferatu zamiast
pisaé varg (x; [a, b]), uzywaé bedziemy prostszej notacji vare x; podobng konwencje zastosujemy
rowniez w odniesieniu do wahania innych typow.

Wahanie w sensie Schramma jest najogélniejszym pojeciem zwigzanym z wahaniem funkgji,
ktére omawiamy w tym autoreferacie, i obejmuje inne jako przypadki szczegdlne. I tak, przyjmu-
jac @n (u) = u, otrzymujemy wahanie w sensie Jordana. Gdy ¢, (u) = uP dla pewnego p € [1, +00),
mowimy o p-wahaniu w sensie Wienera. Z kolei, jesli ciag (@n)nen jest staly, tzn. ¢, (u) = @(u)
dla pewnej ustalonej funkcji Younga ¢, wahanie w sensie Schramma redukuje si¢ do @-wahania
w sensie Younga. W koricu, przyjmujac @, (u) = Ayu, gdzie (An)nen jest nierosngcym ciggiem
liczb dodatnich takich, ze Y _; A, = +o00, otrzymujemy A-wahanie w sensie Watermana. Wahanie
funkgcji x: [0,1] — R w sensie Jordana, Wienera, Younga oraz Watermana bedziemy oznacza¢
odpowiednio symbolami var x, vary, X, var, X oraz var X zamiast varg X.

W teorii przestrzeni funkcji o skoficzonym wahaniu dobrze znanym faktem jest, ze nastepu-
jace klasy

BV :={x:[0,1] = R | varx < +oo},
WBYV,, := {x: [0,1] = R | var, x < +oo},
ABV = {x:[0,1] = R | varpx < +oo},
YBV,, := {x: [0,1] = R | vary,(ux) < +oo dla pewnego j > 0},
OBV := {x: [0,1] = R | vare (ux) < +oo dla pewnego p > 0}



wraz z odpowiednimi normami
Ix|[sv = |x(0 ‘ + varx,
Ix[lwsv, : |x 0 ‘ + (vary, x)V/P,
IXl[aBv = |x
X

)
(0)
(0)‘ + varp x,
Ix[lvBv, = [x(0)| + inf{p > 0| var,(p'x) <1},
(0)

[x[|opy = [x(0)] +inf{pn >0 | vare(n 'x) <1}

sg przestrzeniami Banacha (zob. [5, Chapter 2 oraz Chapter 3]).

Mozna pokaza¢, ze kazda z wyzej wymienionych przestrzeni zanurza si¢ w sposob ciggly
w przestrzen (G, ||-||«), skladajaca sie z funkcji regularnych okreslonych na odcinku [0, 1], czyli
takich funkgji, ktére majg granice jednostronne w kazdym punkcie swojej dziedziny. (Tutaj
i w dalszej czeéci opracowania symbolem ||-||o, 0znaczamy norme supremalng.) W szczegdlnosci
funkcje o skoriczonym wahaniu majg tylko przeliczalnie wiele punktéw niecigglo$ciisa mierzalne
w sensie Borela.

Warto dodag¢, ze pojecie ,,mierzalnos¢” zawsze bedziemy rozumieé jako ,mierzalnoscé
w sensie Lebesgue’a”, niezaleZznie od tego, czy dotyczy to funkcji czy zbioréw. Podobnie,
o ile nie zaznaczono maczej, uzywajac terminu ,,catka”, bedziemy domyslnie przyjmowa¢, ze
mowa o calce Lebesgue’a.

W niniejszym autoreferacie, poza wcze$niej wprowadzonymi klasami funkcji o skoriczonym
wahaniu, bedziemy rozwazac jeszcze jedna, ktdra jest szczeg6lnie interesujaca ze wzgledu na jej
Scisly zwigzek z klasg funkcji Sobolewa. Ustalmy parametr p € [1, +00) oraz funkcje x: [0,1] — R.
Wartos¢ (skoriczong lub nieskoriczong)

7,

gdzie kres gérny brany jest po wszystkich skoficzonych podzialach0 =ty <t <--- <t, =1
przedziatu (0, 1], nazywamy p-wahaniem w sensie Riesza (zob. np. [5, Section 2.4]). Przytoczona
definicja tylko pozornie r6zni si¢ od wprowadzonej powyzej definicji wahania w sensie Schramma.
Zamiast podzialéw przedziatu [0, 1] mozemy bowiem rozwazaé skoriczone ciagi jego domknie-
tych podprzedzialéw o rozlgcznych wnetrzach. W takim przypadku nalezy dodatkowo przyja¢,
ze dla przedziatéw jednoelementowych [t, 1] wyrazenia

x(t) —x(T)|P
(t—1)p1

sg rOwne zero.
Klasa wszystkich funkcji o skoriczonym p-wahaniu w sensie Riesza, czyli zbiér

RBV, := {x: [0,1] = R | var} x < +oc},
jest przestrzenig Banacha w normie

IX[IrBYv, = [x(0)] + (varf x)"/P
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(zob. np. [5, Proposition 2.51]). Dla p > 1 przestrzen ta zanurza sie¢ w sposéb ciggly w przestrzen
(AC, |||lec) funkcji bezwzglednie cigglych na odcinku [0, 1], a ponadto jest liniowo izomorficzna
z przestrzeniag Sobolewa W'?(0,1) — zob. np. [5, Theorem 3.34].

Wiecej informacji na temat oméwionych tu klas funkcji o skoriczonym wahaniu mozna
znalez¢é w monografiach [5,92] oraz ksigzkach [M1, M2].

Na zakoriczenie tych wstepnych rozwazan warto doda¢é, ze w calym opracowaniu bedziemy
postugiwac sie standardowymi symbolami przestrzeni funkcyjnych. Dla przyktadu, przestrzen
ograniczonych funkgji rzeczywistych okreslonych na odcinku [0, 1] bedziemy oznacza¢ symbolem
B, ajej podprzestrzen ztozong z funkgji ciggtych symbolem C. Jednocze$nie bedziemy zaklada¢, ze
s one zawsze wyposazone w norme supremalng ||-|| .. Dodatkowo, przestrzenie (klas abstrakcji)
funkgji catkowalnych z p-ta potega, gdzie p € [1, +00), oraz istotnie ograniczonych na odcinku
[0, 1] bedziemy odpowiednio oznacza¢ jako LP oraz L*. Wyposazamy je w normy

1 1/p
Ix||Lr == (J Ix(t)|P dt) oraz |x||r~ = ess sup [x(t)].
0 tel0,1]
Kule domknietag w przestrzeni unormowanej E o sSrodku w punkcie x oraz promieniu v > 0
bedziemy oznaczaé symbolem B (x, ).

IV.4. TEORIA WYBRANYCH PRZESTRZENI FUNKCJI O SKONCZONYM WAHANIU

Klasyczne wahanie w sensie Jordana oraz jego uogolnienia s szczeg6lnie wrazliwe na
zmiany wartosci funkgji. Na przyklad rozwazmy funkcje x oraz y okreslone na przedziale [0, 1]
wzorami x(t) = 0 oraz y(t) = xo)(t), gdzie x o oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A C R.
Pomimo tego, ze funkcje te s3 r6wne poza zerem, to ich wahania r6znia sie: var x = 0, podczas
gdy vary = 1.

W pracy [P7] unikneli$my tego problemu rozwazajac tzw. dolne A-wahanie. Dla ustalonej
funkgji x: [0,1] — R mozemy je zdefiniowaé za pomocg nastepujacego wzoru

var Ax := inf{varny | x =y p.w.na [0,1]} (1)

(zob. [P7, Definition 8]). W przypadku, gdy cigg A := (An)nen jest ciggiem stalym, pojecie to
sprowadza sie do dolnego wahania (w sensie Jordana), ktére mozna zdefiniowaé w terminach
pochodnych dystrybutywnych oraz miar Radona i ktére jest jednym z centralnych obiektow
badanych w geometrycznej teorii miary (zob. [1]). Inne podejscie do badania wahania funkgji,
ktére nie jest ,,czule” na zmiany wartosci funkcji na zbiorach miary zero, mozna znalezé réwniez
u Boruckiej-Cieslewicz (zob. [18-20]), Terehina (zob. [103-105]) czy Méricza i Siddiqi (zob. [84]).

Podobnie jak w przypadku innych rodzajéw waharn, przestrzeni funkcji o skoriczonym
dolnym A-wahaniu, czyli

ABV :={x € L' | var ox < 400},
jest nieoSrodkowa przestrzenig Banacha w dowolnej z réwnowaznych norm
Xl == [[x]lLr + varax,

gdzie p € [1,+o0] (zob. [P7, Theorem 4, Corollary 4 oraz Theorem 12]). Ponadto zanurza sie
ona w spos6b ciagly w L* (por. [P7, Corollary 3]).

Warto réwniez zwréci¢ uwage na interesujgcy zwigzek przestrzeni ABV z przestrzenia
BVM funkdji okresowych o skoficzonym wahaniu wedtug $redniej, wprowadzong przez Méricza
i Siddiqi w [84] w zwigzku z ich badaniami nad tempem zbieznosci szeregéw Fouriera w normie
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||-|| 1. Okazuje sig, ze przestrzenie BVM oraz ABV sg liniowo izomorficzne, gdy cigg A := (An)nen
jest staty (zob. [P7, Section 3.4]).

Zakonczymy to krétkie oméwienie przestrzeni funkgcji o skoficzonym dolnym A-wahaniu
pewnym spostrzezeniem geometrycznym. Norma | - |, jest SciSle wypuktajedynie dlap € (1, +o0)
(zob. [P7, Theorem 9 oraz Theorem 10]). Ponadto dla zadnego parametru p nie jest ona jedno-
stajnie wypukla (zob. [P7, Theorem 11]).

Metody dowodowe wykorzystywane w pracy [P7] opieraly sie na kluczowej obserwacj.
Okazuje sie mianowicie, ze infimum we wzorze (1) na dolne A-wahanie jest osiggane. Innymi
stowy, dla kazdej funkgji catkowalnej x: [0, 1] — R istnieje jej tzw. dobry reprezentant y: [0, 1] — R,
ktory jest rowny x prawie wszedzie i spetnia warunek var, y = var ox (zob. [P7, Theorem 5]).
Na przyktad funkcja monotoniczna jest swoim dobrym reprezentantem wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ona ciggta prawostronnie w 0 i lewostronnie w 1 (zob. [P7, Theorem 6 oraz Theorem 7]).
Ponadto, jesli funkcja ciggla ma skoriczone dolne A-wahanie, to jest ona automatycznie swoim
dobrym reprezentantem (zob. [P7, Theorem 8]).

Zagadnienie dotyczace istnienia i wiasnosci dobrych reprezentantéw jest zwigzane z proble-
mem minimalizacji A-wahania, ktéry byl badany miedzy innymi przez Perlmana i Watermana
w [86]. Warto jednak zauwazy¢, ze metody wypracowane w pracy [P7] r6znig sie od tych zapre-
zentowanych w [86]. Dodatkowo, w przeciwienistwie do funkcji rozwazanych w artykule [86],
dobrzy reprezentanci nie musza posiadac tak zwanego ,wewnetrznego skoku” (ang. internal
saltus) w punktach nieciggtosci (zob. [P7, Remark 10]).

Takze w pracy [P3] zajmowaliSmy sie og6lnymi zagadnieniami dotyczacymi teorii prze-
strzeni typu BV, skupiajac sie na badaniu zwartosci pewnych wlozen. Przypomnijmy, ze wioZenie
(zanurzenie) przestrzeni Banacha E; w przestrzeri Banacha E, nazwiemy zwartym, gdy E; C E,
oraz domknieta kula jednostkowa w normie E; jest warunkowo zwartym podzbiorem w topologii
przestrzeni E,.

W klasycznym przypadku, gdy W' jest przestrzenig Sobolewa, zgodnie z twierdzeniem
Rellicha—Kondraszowa wiadomo, Ze przy odpowiednim doborze parametréw oraz gtadkosci
brzegu dziedziny wlozenie WP w L9 jest zwarte (zob. np. [53, Theorem 1, str. 272]). Podobnie,
na mocy uogoélnionego lematu Arzeli-Ascolego, wlozenie przestrzeni C**! funkgji (k + 1)-
krotnie rézniczkowalnych w sposéb cigglty w C* jest zwarte. Analogiczne wyniki nie moga
jednak zachodzi¢ w pelnej ogdlnosci dla przestrzeni typu BV (por. np. Twierdzenia IV.5.15
oraz IV.5.16 dotyczace zwarto$ci operatora mnozenia, ktére zostaly oméwione szczegétowo
w Paragrafie IV.5 ponizej).

Punktem wyjScia naszych rozwazanh w [P3] byt klasyczny lemat Arzeli-Ascolego oraz
wyniki Ciemnoczotowskiego i Orlicza dotyczace zwartych zanurzeri pewnych przestrzeni funkgcji
o skoriczonym p-wahaniu (zob. [40, Section 1.5]). Niech w: [0, +00) — [0, +00) bedzie funkcja
ciggly i écile rosnacg taka, ze w(0) = 0. Oznaczmy przez H® klase funkcji x: [0, 1] — R, ktére
zeruja sie w zerze i spelniajag warunek

Ix(t) —x(s)| < kw(lt —s|) dlat,s € [0,1], gdzie k > 0.

Mozna udowodnig, ze przestrzenie YBVY' := HYNYBV,, i ABV® := H* NABV s3 przestrzeniami
Banacha odpowiednio w normach [x|, := max{|[x||w, [X[vev, } i IX| A :== max{|[x[|w, x| A6V},
gdzie

1X||w := inf{k >0 ‘ Ix(t) —x(s)| < kw([t—s|)dlat,s € [0, 1]}



8

(por. [40, str. 204]). Dodatkowo okazuja sie one odpowiednim ,$rodowiskiem” dla twierdzen
o zwartych wlozeniach w przypadku przestrzeni funkgcji o skoficzonym wahaniu. W pracy [P3]
wykazaliémy bowiem nastepujacy wynik, bedacy uogdlnieniem i rozszerzeniem wynikéw uzy-
skanych przez Ciemnoczotowskiego i Orlicza w [40] — zob. [ P3, Proposition 5 oraz Propostion 6].

Twierdzenie IV.4.1.
(a) Zatézmy, ze @, sq funkcjami Younga spetniajgcymi warunek

Y(t)

e @(At)
dla wszystkich A € (0, 1]. Wtedy przestrzen YBV ) zanurza sig¢ w sposob zwarty w przestrzern YBVy,.

(b) Niech A := (An)nen 0raz I' := (yn)nen bedg nierosngeymi ciggami liczb dodatnich takich, Ze

> A= 1 Yn = +o00. Dodatkowo zalézmy, ze spetniajg one warunek

Wtedy przestrzetn ABV® zanurza si¢ w sposéb zwarty w przestrzer TBV.

W kontekscie Twierdzenia IV.4.1 (a) ciekawym pytaniem jest, czy warunek narzucany na
funkcje Younga @, jest istotny. Okazuje sie, Zze tak. Mozna bowiem pokaza¢, ze w przypadku
gdy w(u) = o(u) = P(u) = udlau > 0, wiozenie YBV{ w YBV,, nie jest zwarte (zob. [P3,
Example 5]).

Podobne rozwazania dotyczace przestrzeni funkgji o skoficzonym A-wahaniu mozna znaleZz¢
w artykule [33]. Interesujagcym spostrzezeniem jest to, ze istotng role odgrywa tutaj tzw. indeks
Shao-Sablina ciaggu A, ktéry naturalnie pojawia sie réwniez w kontekscie osrodkowosci przestrzeni
(CNABYV, ||-||aBv) (zob. [89]), a takze silnej zbieznosci i ograniczonosci szeregéw Fouriera funkgji
regularnych (zob. [11, str. 417-419]).

IV.5. TEORIA OPERATOROW W PRZESTRZENIACH FUNKCJI O SKONCZONYM WAHANIU

Liniowe operatory catkowe oraz operatory superpozycji sa jednymi z najbardziej podstawo-
wych odwzorowan dziatajgcych w przestrzeniach funkcyjnych. Z tego powodu oraz z uwagi na
fakt, ze sg one takze elementami sktadowymi innych waznych operatoréw analizy nieliniowej,
niezmiennie ciesza si¢ zainteresowaniem badaczy. W niniejszym paragrafie oméwimy wybrane
wyniki dotyczace operatoréw catkowych, operatoréw superpozycji oraz operatoréw mnozenia
uzyskane w pracach [P1]-[P7].

IV.5.1. Liniowe operatory catkowe. Operator catkowy, dziatajacy pomiedzy przestrzeniami funk-
cyjnymi E; oraz E, i generowany przez funkcje k: [0, 1] x [0, 1] — R zwangq jgdrem, jest okreslany
jako odwzorowanie liniowe K, ktére kazdemu x € E; przyporzadkowuje funkcje K(x) € E; za

pomoca wzoru
1

K(x)(t) :J k(t,s)x(s)ds, te]l0,1]. (2)
0

W klasycznym przypadku, gdy E; oraz E, s przestrzeniami funkcji catkowalnych

z p-ta potega lub funkdji istotnie ograniczonych, wlasnosci operatoréw catkowych, zaréwno
te topologiczne jak i teoriofunkcyjne, sa obecnie bardzo dobrze znane i szczegétowo opisane

w literaturze (zob. np. [50,58,68]).
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W kontekscie przestrzeni funkcji o skoriczonym wahaniu sytuacja wyglada zupelnie inaczej.
Pierwsze préby scharakteryzowania postaci dowolnego operatora liniowego dzialajacego na
przestrzeni BV zostaly podjete juz na poczatku zesztego wieku (zob. np. [54,59]). W tym samym
czasie podjeto réwniez badania dotyczace wlasnosci operator6w catkowych z L' i L do BV (zob.
np. [48,54,59,113]). Jednakze dopiero niedawno przystgpiono do systematycznego badania
operatoréw catkowych postaci (2) dziatajacych pomiedzy ré6znymi przestrzeniami funkcji o skon-
czonym wahaniu. Jedng z pierwszych prac w tym kierunku byt artykut Bugajewskiego z roku
2003 (zob. [30]). Wychodzac z rozwazan dotyczacych istnienia rozwigzan dla nieliniowego
réwnania Hammersteina, uzyskat on nastepujacy wynik (zob. [30, dowéd Theorem 3.1]).

Twierdzenie IV.5.1. Zalézmy, zZe jgdro k: [0,1] x [0, 1] — R spetnia nastgpujgce warunki:

(C1) dla kazdego t € [0,1] funkcja s — k(t, s) jest catkowalna na przedziale [0, 1],
(C2) istnieje taka funkcja catkowalna m: [0,1] — [0, +00), Ze vark(-,s) < m(s) dla p.w. s € [0, 1].

Wtedy operator catkowy K przeksztalca przestrzenn BV w siebie i jest ciggty.

W kolejnych latach warunek (C2) oraz jego modyfikacje byly wykorzystywane do badania
operatoréw catkowych w przestrzeniach funkcji o skoriczonym uogélnionym wahaniu (zob.
np. [13,28,77,85]), a takze dolnym A-wahaniu (zob. [P7]). Twierdzenie IV.5.1 mozna rozszerzy¢
réwniez w taki sposéb, aby gwarantowalo ciggtos¢ operatora catkowego Volterry z przestrzeni
LP do BV (por. [P4, Section 4.2]).

W tym miejscu warto takze wspomnie¢ o pracach matematykéw czechostowackich (zob.
np. [97-99]), ktérzy zajmowali sie badaniem operatoréw catkowych w przestrzeni BV postaci

1

S(x)(t) :J 1(t, s)dx(s)

0
oraz

1
S()(1) =J x(s)dal(t,s)

0
z catka Perrona-Stieltjesa. Glowne zatozenie dotyczace jadra L: [0, 1] x [0, 1] — R byto podobne
do warunku wprowadzonego przez Bugajewskiego. Mianowicie zakltadano, ze wahanie w sensie
Vitalego funkgji | na kwadracie [0, 1] x [0, 1] jest skoriczone.

W [P3] wykazalis$my, ze warunek (C2) nie jest konieczny, aby operator catkowy K dziatat
z BV w siebie i byt ciggly. Ponadto w tej samej pracy catkowicie scharakteryzowalisémy klase jader,
ktore generuja takie operatory calkowe, dowodzac nastepujacego wyniku (zob. [P3, Theorem 4]).

Twierdzenie IV.5.2. Zatézmy, ze jgdro k: [0, 1] x [0,1] — R spetnia warunek (C1). Operator catkowy
K dany wzorem (2) przeksztatca przestrzenn BV w siebie i jest ciggty wtedy i tylko wtedy, gdy

(C3) sup, Var(fg" k(-,s)ds) < +oo.

Powyzszy rezultat mozna przenieé¢ na przypadek operatoréw catkowych dziatajacych z BV
do WBYV,, (zob. [P3, Theorem 5]), ABV (zob. [33, Theorem 14]), czy nawet ®BV (zob. [ A3, The-
orem 10]). Pytaniem otwartym nadal pozostaje, czy istnieje mozliwos¢ sformutowania warunku
podobnego do (C3) tak, aby operator catkowy K dziatat np. z przestrzeni WBV,,. Pytanie to
jest écile zwigzane z metodami wykorzystanymi w dowodzie Twierdzenia IV.5.2. Okazuje sie,
ze standardowe oszacowania dla calek Lebesgue’a, w szczeg6lnosci , wejScie” z warto$cig bez-
wzgledng pod catke, nie moga by¢ tutaj wykorzystane. Konieczne jest odpowiednie przepisanie
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operatora K w terminach catki Riemanna-Stieltjesa i zastosowanie metod podobnych do tych,
ktére znane sg w teorii calek nieabsolutnie zbieznych.

Obok ciggltosci operatora catkowego kwestia szczegdlnie istotng z punktu widzenia za-
stosowan w teorii punktu stalego oraz réwnan rézniczkowych i catkowych jest jego zwartosci.
Przypomnijmy, ze operator (liniowy badz nieliniowy) N: E; — E, pomiedzy dwoma przestrze-
niami Banacha nazwiemy zwartym, gdy obraz N(A) kazdego zbioru ograniczonego A C E; jest
warunkowo zwartym podzbiorem E,. Zauwazmy réwniez, ze kazdy zwarty operator liniowy
jest ciagly. Dla operatoréw nieliniowych implikacja ta w ogélnosci nie jest prawdziwa.

Wedlug naszej najlepszej wiedzy prace [P3, P4] sg pierwszymi, w ktérych zajmowano
sie zwarto$cig operatorow catkowych postaci (2) dziatajacych na przestrzeni BV. Wczeéniejsze
wyniki dotyczyly badz operatoréw okreslonych na L' lub L™ (zob. [113]), badz zadanych przy
uzyciu catek Perrona-Stieltjesa (zob. [97-99]).

W pracy [P3] pokazalisémy, ze jadro k: [0,1] x [0,1] — R dane wzorem

t -

Kts) = ) B2 jesli (t,s) # (0,0), 3)
0, jesli (t,s) = (0,0)
spelnia warunki (C1) oraz (C3). Zatem, zgodnie z Twierdzeniem IV.5.2, generuje ono ciagly
operator calkowy na przestrzeni BV. Operator ten nie jest jednak zwarty (zob. [P3, Example 3]).
Nieprzypadkowo jadro (3) nie spelnia warunku (C2); dla kazdego s € (0,1) zachodzi oszaco-
wanie vark(-,s) > s~! — 1 (zob. [P3, Example 1]). Okazuje si¢, ze warunek (C2) jest na tyle
silny, by gwarantowaé zwarto$¢ operatora catkowego. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie
(zob. [P4, Proposition 6]).

Twierdzenie IV.5.3. Niech p,r € [1,+00). Zalézmy réwniez, Ze jgdro k: [0, 1] x [0, 1] — R spetnia
warunki (C1) oraz (C2). Wtedy operator catkowy K dany wzorem (2) przeksztatca przestrzeii WBV,,
w WBV, i jest zwarty.

Warunek (C2) wprowadzony przez Bugajewskiego, jak réwniez podobne warunki zwigzane
z wahaniem w sensie Vitalego rozwazane przez matematykéw czechostowackich (zob. [97-99]),
sg jedynie warunkami dostatecznymi. Petng charakteryzacje zwartych operatoréw catkowych na
przestrzeni BV podaliSmy w [P2]. Przybiera ona nastepujgca postac.

Twierdzenie IV.5.4. Zatézmy, ze jgdro k: [0, 1] x [0,1] — R spetnia warunek (C1). Operator catkowy
K dany wzorem (2) przeksztatca przestrzenn BV w siebie i jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy

(C4) dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > O takie, ze var([° k(-,s)ds) < e dla wszystkich przedziatow
[a, b] C [0, 1] o dtugosci nie przekraczajgcej o.

W przeciwienstwie do dowodu Twierdzenia IV.5.3, ktéry oparty jest na twierdzeniu Helly’ego
o wyrywaniu (zob. np. [5, Theorem 1.11]), kluczowym elementem dowodu powyzszego wyniku
jest przepisanie operatora K w terminach catki Riemann-Stieltjesa oraz szczegétowa analiza
odpowiednich sum catkowych. Dodatkowo w dowodzie niezbedne jest wykorzystanie twier-
dzenia dotyczacego zwigzku warunkowo zwartych podzbioréw przestrzeni BV oraz rodzin
o jednakowym wahaniu (z ang. equivariated families), ktére zostalo uzyskane niedawno przez
Bugajewskiego i Gulgowskiego w pracy [31].
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Przykladem jader spetniajacych warunki (C1) oraz (C4) sg tzw. jgdra splotowe k: [0,1] x
[0,1] — R dane wzorem

f(t—s), jezeli0<s<t<1,
k(t/ S) = AT
0, jezeli0 <t <s <1,
gdzie f: [0,1] — Rjest funkcjg catkowalng (zob. [P2, Proposition 5]). W szczegdlnosci operator

splotu x — f * x, gdzie (f * x)(0) = 0 oraz

t
(fxx)(t) = J f(t—s)x(s)ds, te(0,1],

0
jest nie tylko operatorem cigglym na przestrzeni BV, co bylo juz wiadome wczesniej (zob. |55,
Theorem 2.2 (iii) | ), ale takze operatorem zwartym (zob. [P2, Corollary 3]). W tym kontekscie
nalezy wspomnie¢ o dwéch, bardzo waznych z punktu widzenia rachunku utamkowego rzedu,
operatorach splotu, tj. operatorze Volterry V oraz Abela ]« (zob. np. [95]). Zdefiniowane sg one
wzorami .

VE(©) = | x(slas, te 1)

0
oraz

0, jezelit =0,

(t—s)* x(s)ds, jezelit € (0,1],

gdzie parametr « € (0, 1) jest ustalony, a I' jest funkcjg gamma.

Na zakoniczenie tego paragrafu zwréémy uwage na ciekawg interpretacje warunkéw (C2)
oraz (C4). Zal6zmy, ze jadro k: [0,1] x [0,1] — R spelnia (C1). Przypuéémy réwniez, ze po-
prawnie okreslone jest odwzorowanie F, ktére kazdemu punktowi & € [0, 1] przyporzadkowuje
funkcje o skoriczonym wahaniu t — fé k(t, s)ds. Wtedy warunki (C3) oraz (C4) sg r6wnowazne
stwierdzeniu, Ze F jest odpowiednio ograniczone i ciggte. Bazujac na tej interpretacji mozna
poda¢ alternatywne dowody Twierdzen IV.5.2 oraz IV.5.4 oparte na pojeciu tzw. abstrakcyjnej
calki Riemann-Stieltjesa (wiecej na ten temat zob. [ P2, Remark 3]). Interpretacja, o ktérej tu
wspominamy, wpisuje sie w podejscie Gelfanda zaproponowane w [54, Sektion I1.9], by do
opisu operatoréw liniowych dziatajacych z dowolnej przestrzeni Banach E do podprzestrzeni BV
sktadajacej sie z tych funkcji, ktére znikajg w zerze, wykorzysta¢ odpowiednie odwzorowania z
odcinka [0, 1] w przestrzerr dualng E*.

IV.5.2. Operatory superpozycji. Nieautonomicznym operatorem superpozycji (nazywanym
réwniez operatorem Niemyckiego), dziatajgcym pomiedzy przestrzeniami funkcyjnymi E; oraz E,
i generowanym przez funkcje f: [0,1] x R — R, jest odwzorowanie S, ktére kazdemu x € E,
przyporzadkowuje funkcje S¢(x) € E; zadang wzorem S¢(x)(t) = f(t,x(t)) dlat € [0, 1]. Jezeli
generator f nie zalezy od pierwszej zmiennej, czyli od tzw. zmiennej czasowej, to operator superpo-
zycji nazywamy autonomicznym. Dla odréznienia od przypadku ogélnego, bedziemy go oznaczaé
symbolem Cy.

Przykladem klasycznego wyniku z teorii operatoréw superpozycji, zwlaszcza istotnego
z perspektywy teorii réwnan rézniczkowych, jest twierdzenie Carathéodory’ego, ktére podaje
warunki wystarczajace dla tego, aby S¢(x) bylto funkcjg mierzalng dla kazdej funkcji mierzalnej x
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(zob. [4, Section 1.4]). W przypadku, gdy E; = E, = BV centralng role odgrywa tu nastepujace
twierdzenie Josephy’ego z roku 1981 (zob. np. [64] lub [5, Theorem 5.9]).

Twierdzenie IV.5.5. Autonomiczny operator superpozycji C generowany przez funkcje f: R — R
przeksztatca przestrzen BV w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f spetnia warunek Lipschitza na
ograniczonych podzbiorach R.

W kolejnych latach wynik Josephy’ego zostal rozszerzony na bardziej ogélne przestrzenie
funkcji o skoficzonym wahaniu. Na przykiad, Marcus i Mitzel w [78] zajmowali si¢ wahaniem
w sensie Riesza, a Ciemnoczotowski i Orlicz w [41] badali wahanie w sensie Younga przy dodat-
kowym zatoZeniu, ze funkcja Younga ¢ i jej odwrotnos¢ spelniaja tzw. warunek A, w otoczeniu
zera. Wynik Ciemnoczotowskiego i Orlicza mozna réwniez wykorzysta¢ do charakteryzacji
autonomicznych operatoréw superpozycji dzialajagcych w przestrzeniach funkgji o skoriczonym
wahaniu w sensie Wienera, przyjmujac @(t) = tP. Warto doda¢, ze podobny fakt dotyczacy
uogolnionego wahania w sensie Younga, gdzie funkcja ¢ zalezy od parametru, zostal udo-
wodniony w [29]. Wreszcie, Pierce i Waterman w [87] rozszerzyli twierdzenie Josephy’ego na
A-wahanie. Okazuje si¢ réwniez, Ze lipschitzowsko$¢ generatora f na ograniczonych podzbiorach
R jest warunkiem wystarczajagcym, by autonomiczny operator superpozycji dziatal w przestrzeni
funkdji o skoriczonym dolnym A-wahaniu (zob. [P7, Proposition 7]).

Prostg konsekwencjg Twierdzenia IV.5.5 jest to, ze kazdy autonomiczny operator super-
pozycji C¢ dzialajacy w przestrzeni BV jest lokalnie ograniczony, co oznacza, ze przeksztalca on
zbiory ograniczone w zbiory ograniczone. Co ciekawe, gdy zamiast BV, rozwazymy przestrzen
BV(E) odwzorowan o skoriczonym wahaniu przyjmujacych wartosci w dowolnej przestrzeni
unormowanej E, wspomniany wniosek nie bedzie juz prawdziwy (wiecej na ten temat zob. [A1]).

Warunki dostateczne dla tego, aby nieautonomiczny operator superpozycji S przeksztatcat
przestrzenn BV w siebie zostaly sformulowane przez Ljamina w roku 1986. W pracy [72] podat
on bez dowodu nastepujacy wynik (zob. réwniez [4, Theorem 6.12]).

Twierdzenie IV.5.6. Zalézmy, Ze f: [0,1] x R — R spetnia nastepujgce dwa warunki:

(i) funkcja w — f(t,u) jest lipschitzowska na ograniczonych podzbiorach R jednostajnie wzgledem
te[0,1],
(ii) funkcja t — f(t,u) ma skoriczone wahanie na przedziale [0, 1] jednostajnie wzgledem u € R.

Wtedy nieautonomiczny operator superpozycji S¢ przeksztatca przestrzen BV w siebie i jest lokalnie
ograniczony.

W roku 2010 w pracy [24] Bugajewska wyrazita przypuszczenie, ze powyzsze twierdzenie
moze by¢ btedne, co ostatecznie potwierdzit Mackowiak w roku 2014 (zob. [73]). W konsekwen-
qji jeden z gtéwnych probleméw teorii operatoréw superpozycji w przestrzeniach BV wedltug
autorow monografii [5], czyli problem przeniesienia twierdzenia Josephy’ego na przypadek
nieuatonomiczny, nadal pozostawal otwarty. W pracy [P5] przedstawiliémy jego pelne rozwia-
zanie. RozpoczeliSmy od poprawnego sformutowania i dowodu Twierdzenia IV.5.6. Okazuje sie,
ze przy zalozeniu (i) bedzie ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy warunek (ii) zastagpimy
nastepujgcym warunkiem
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(II) dlakazdejliczby r > 0 istnieje stata M. > 0 taka, ze dla dowolnego podzialu0 =ty < t; <
-+ < tn_1 <ty =1 przedziatu [0, 1] oraz dowolnych liczb ug, uy, ..., un_—o, un_1 € [—1,7]
zachodzi implikacja:

n—1 n
Z|ui w1l <r = Z|f(t1,ui—1) —f(tic, wisl)| < M,
i—1

i=1

(zob. [P5, Theorem 3.1 oraz Proposition 3.3]). Gtéwnym celem pracy [P5] bylo jednak pelne
scharakteryzowanie nieautonomicznych operatoréw superpozycji dziatajagcych w przestrzeni
BV, wyrazone w terminach ich generatoréw, z pominieciem dodatkowych zatozerr dotyczacych
lipschitzowskosci funkgji f. Wykazaliémy nastepujace twierdzenie (zob. [P5, Theorem 3.8]).

Twierdzenie IV.5.7. Nieautonomiczny operator superpozycji S¢, generowany przez funkcje f: [0,1] x
R — R, przeksztatca przestrzen BV w siebie i jest lokalnie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
liczby v > 0 istnieje stata M, > 0 taka, zZe dla dowolnego podziatu 0 =ty < t; < --- <th_1 <th =1
przedziatu [0, 1] oraz dowolnych liczb up, wy, . . ., Un—1,Un € [—1,7] 0 tej wlasnodci, ze Y [ ui—ui—1| <
1, zachodzg nastepujgce nieréwnosci

Z|f(ti, ui) — f(tic, W) <M, oraz Zlf(ti—lzui) —f(ti, wis1)| < M,
i=1 i=1

Metody wypracowane w artykule [P5] okazaly sie na tyle uniwersalne, ze umozliwily réw-
niez scharakteryzowanie nieautonomicznych operatoréw superpozycji dziatajagcych pomiedzy
réznymi przestrzeniami funkcji o skoriczonym A-wahaniu (zob. [33, Section 3]).

Warto zauwazy¢, ze badania dotyczace opisu operatoréw Niemyckiego w przestrzeniach
funkgji o skoriczonym wahaniu byly réwniez niezaleznie prowadzone przez Michalaka (zob. [80,
81]). Szczegdlnie interesujace sa wyniki méwiace, ze generator kazdego takiego operator mozna
jednoznacznie roztozy¢ na sume dwoch funkcji, z ktérych jedna spelnia pewien warunek Lip-
schitza, a druga jest jej dyskretnym zaburzeniem (zob. [80, Theorem 4.7] oraz [81, Theorem 3.5],
por. takze [5, Theorem 6.10]). W tym miejscu nalezy réwniez wspomnie¢ o monografii Dudley’a
i Norvaisa [46], ktorej Rozdzial 6 w caloSci poswiecony jest autonomicznym i nieautonomicznym
operatorom superpozycji w przestrzeniach WBV,,(E) odwzorowan o wartoéciach unormowa-
nych majacych skoriczone p-wahanie w sensie Wienera. Niektére z wykazanych tam wynikéw sa
podobne do tych, ktére uzyskat Michalak (zob. np. [46, Theorem 6.44]), podczas gdy inne przy-
pominaja uzyskang przez nas ,poprawng” wersje twierdzenia Ljamina (zob. [46, Proposition 6.54
oraz Theorem 6.58]).

Warunki wystarczajace, by operator Niemyckiego przeksztaltcat przestrzen funkcji o skon-
czonym dolnym A-wahaniu w siebie sformulowali$my w pracy [P7].

W ostatnim paragrafie pracy [P5] rozwazaliSmy réwniez pewne szczegdlne przypadki
operatoréw superpozycji, ktérych generatory sa funkcjami o zmiennych rozdzielonych, oraz
zajmowali$my sie ich lokalng ograniczono$cig. Badania dotyczace lokalnej ograniczonosci ope-
ratoréw Niemyckiego kontynuowaliSmy w artykule [P6]. Jak wiadomo, w przypadku autono-
micznym lokalna ograniczonoé¢ operatoréw superpozycji jest prosta konsekwencja twierdzenia
Josephy’ego. Pytaniem otwartym pozostawato, czy takze w przypadku ogélnym sam fakt, ze
operator przeksztalca przestrzeri BV w siebie, implikuje, iz jest on lokalnie ograniczony. W [P6]
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wykazalismy, Ze istotnie tak jest, pod warunkiem, Ze generator sam jest funkcja lokalnie ograni-
czong. (Na marginesie dodajmy, Ze warunek ten jest konieczny, by w ogéle operator superpozycji
mogt by¢ lokalnie ograniczony — zob. [P5, Proposition 3.5].)

We wstepie do monografii [5] wymienione sg trzy giéwne problemy teorii autonomicznych
operatoréw superpozycji w przestrzeni BV. Pierwszy z nich dotyczy charakteryzacji warunkow,
przy ktérych operatory takie przeksztalcajg BV w siebie. Drugi zwigzany jest z ich lokalna
ograniczonosciy, a trzeci z ciggloscia. O ile twierdzenie Josephy’ego daje odpowiedZ na dwa
pierwsze, do niedawna nie byto wiadomo, czy spelnianie przez funkcje warunku Lipschitza
na ograniczonych podzbiorach R implikuje, Ze generowany przez nig operator Cy jest ciggly.
Zagadnieniem tym zajeliSmy sie w pracy [P4] i wykazaliémy nastepujace twierdzenie (zob. [P4,
Theorem 2]).

Twierdzenie IV.5.8. Jezeli funkcja f: R — R posiada cigglg pochodng, to autonomiczny operator
superpozycji C¢ przeksztatca przestrzenn BV w siebie i jest ciggly.

Wynik podobny do Twierdzenia IV.5.8 jest rtéwnieZ prawdziwy dla szerszej klasy generato-
réow (zob. [P4, Theorem 3]).

Twierdzenie IV.5.9. Niech funkcja f: R — R bedzie bezwzglednie ciggta ciggla na kazdym przedziale
zwartym. Dodatkowo zatézmy, ze istnieje taka liczba q € (1,400), iz f' € L9[—a, a] dla kazdego a > 0.
Wowczas autonomiczny operator superpozycji C¢ przeksztatca w sposéb ciggly przestrzenn BV w WBYV,,,
gdzie p jest wyktadnikiem sprzezonym do q.

Jako ze pochodne funkcji lipschitzowskich sg istotnie ograniczone, naturalng konsekwencja
Twierdzenia IV.5.9 jest nastepujacy wniosek, bedacy czeSciowq odpowiedzig na pytanie dotyczace
cigglosci autonomicznych operatoréw superpozycji (zob. [P4, Corollary 1]).

Whniosek IV.5.10. Jezeli funkcja f: R — R spetnia warunek Lipschitza na ograniczonych podzbiorach
R, to autonomiczny operator superpozycji C¢ przeksztalca przestrzern BV w siebie i jest ciggly, gdy
przeciwdziedzing wyposazymy w dowolng topologie generowang przez norme ||-||wsv,,, gdzie p > 1.

Idea dowodéw Twierdzen IV.5.8 oraz IV.5.9 jest prosta i opiera sie na aproksymacji danego
autonomicznego operatora superpozycji C¢ operatorami I}, o ktérych wiadomo, Ze sg ciggte.
Poniewaz przestrzenie funkgji o skoriczonym wahaniu sg algebrami unormowanymi, naturalnymi
kandydatami na operatory I, sa operatory superpozycji C¢, generowane przez wielomiany.
W przypadku gdy f jest funkcjg analityczng o nieskoriczonym promieniu zbieznosci, jako f,,
mozna przyjaé n-tg sume czeSciowq jej szeregu Maclauirna. Natomiast, jesli f jest klasy C!, f,,
mozna zdefiniowac jako n-ty wielomian Bernsteina funkgji f.

Korzystajac z zaproponowanego przez nas podejécia, w pracy [91] Reinwand udowodnit,
ze spelnianie przez generator f warunku Lipschitza na ograniczonych podzbiorach R implikuje
ciggtos¢ operatora C¢: BV — BV. W oparciu o zupelnie inne, mniej elementarne, podejScie ten
sam wynik zostal réwniez wykazany przez Mackowiaka w [74].

Rezultaty podobne do Twierdzen IV.5.8 oraz IV.5.9 s3 prawdziwe takze w ogdlniejszych
przestrzeniach funkcji o skoriczonym wahaniu (zob. np. [33,57]), cho¢ pytaniem otwartym
ciggle pozostaje, czy na przykiad funkgcja f, ktéra spelnia warunek Holdera na ograniczonych
podzbiorach R z wykiadnikiem p/q, gdzie 1 < p < q < +o00, generuje ciggly autonomiczny
operator superpozycji C¢: WBV,, — WBV,.

Na zakoriczenie tego paragrafu warto zaznaczy¢, ze podczas prowadzenia badar nad cia-
gloscig operatora superpozycji w przestrzeni BV, zaskoczyto nas odkrycie, ze problemem tym
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zajmowal sie réwniez Morse w latach 30-tych ubiegtego wieku (zob. [83]). Bylo to nieoczekiwane,
zwazywszy na brak jakichkolwiek wzmianek na ten temat w literaturze. Morse udowodnil, ze
jesli generator f mozna roztozy¢ na funkcje o okredlonej regularnosci, to nieautonomiczny opera-
tor superpozycji S¢ dziala w przestrzeni BV i jest ciagly (zob. [83, Theorem 7.1]). Okazuje sig, ze
funkgcje lipschitzowskie na ograniczonych podzbiorach R spetniaja warunki Morse’a. Prowadzi
to do wniosku, ze wszystkie autonomiczne operatory superpozycji na przestrzeni BV sa ciagte.
Warto réwniez wspomnie¢, ze dowdd wyniku Morse’a jest wysoce nietrywialny i jego zrozu-
mienie wymaga szczegotowego przestudiowania wszystkich faktéw przedstawionych w tym
technicznym prawie czterdziestostronnicowym artykule. Nalezy zaznaczy¢, ze problem ciggto-
Sci operatoréw superpozycji w przypadku nieautonomicznym pozostaje otwarty. Co ciekawe,
z jednej strony nieciggle funkcje moga prowadzi¢ do ciggtych nieautonomicznych operatoréw
superpozycji na przestrzeni BV (zob. [P4, Remark 5] oraz [M1, Lemma 3.2.1]), z drugiej za$
istniejg operatory S¢: BV — BV generowane przez funkgje lipschitzowskie ze wzgledu na obie
zmienne, ktdre nie sa ciaggle (zob. [74, Example]).

IV.5.3. Operatory mnozenia. Operator mnoZenia, dzialajagcy pomiedzy przestrzeniami funkcyj-
nymi E; oraz E, i generowany przez funkcje g: [0, 1] — R zwang symbolem, jest okredlany jako
odwzorowanie liniowe Mg, ktére kazdemu x € E; przyporzadkowuje funkcje M4(x) € E;
zadang wzorem

M, (x)(t) = g(t)x(t), te0,1]. (4)

Latwo zauwazy¢, ze operatory mnozenia sa szczegdlnym przypadkiem operatoréw Niemyckiego;
wystarczy bowiem przyjaé f(t,u) := g(t)u.

Operatory mnozenia pomiedzy dwiema przestrzeniami funkcji catkowalnych z p-tg potega
byly badane miedzy innymi przez Takagiego i in. w [102], a wyniki te zostaly rozszerzone na
przestrzenie Orlicza przez Chawziuka i in. w [37-39]. Z kolei wlasciwosci operatoréw mnozenia
w przestrzeniach Kothe’go byly badane miedzy innymi przez Drewnowskiego i in. w [45], jak
rowniez przez Castillo i in. w [34] (zobacz takze [90]). Warto réwniez wspomnie¢ o pracach
Boneta i in. [17] oraz de Jagera i in. [61], gdzie takie operatory byly badane odpowiednio na
wazonych przestrzeniach Banacha funkcji analitycznych oraz w przestrzeniach nieprzemiennych.

Tym bardziej zaskakujacy jest fakt, ze do roku 2021 w literaturze mozna byto znalez¢ jedynie
cztery artykuly dotyczace operator6w mnozenia w przestrzeniach funkgji o skoriczonym wahaniu.
W pracy [8] badane byly operatory dzialajgce na przestrzeni BV, a w pracy [10] na przestrzeni
WBYV,. Po zlozeniu naszego artykutu [P1] do czasopisma, okazato sie, ze Astudillo-Villalba i in.
opublikowali jeszcze jedng prace na temat operatoréw mnozenia (zob. [9]). Tym razem zajmowali
sie ich wlasnoéciami, gdy dziedzina i przeciwdziedzina niekoniecznie sg ta sama przestrzenia
funkgji o skoriczonym p-wahaniu w sensie Wienera. Réwniez Chaparro w pracy [36] zajmowal si¢
podstawowymi wlasnoéciami operatoréw mnozenia pomiedzy réznymi przestrzeniami WBYV,,.

W naszych badaniach nad operatorami mnozenia postawiliémy sobie dwa gtéwne cele. Po
pierwsze, dazyliSmy do ujednolicenia dotychczasowego podejécia poprzez wykazanie, gdzie
tylko to byto mozliwe, abstrakcyjnych wynikéw w dowolnych przestrzeniach liniowych/unormo-
wanych funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale [0, 1]. Po drugie, chcieliSmy sprawdzi¢,
czy operatory mnozenia w réznych przestrzeniach funkcji o skoficzonym wahaniu wykazuja
podobne wiasnosci. Dlatego, oprécz przestrzeni YBV,, i jej szczegdlnego przypadku WBV,,,
zdecydowali$my sie takze przyjrzec przestrzeniom RBV,,. Przestrzenie WBYV,, oraz RBV,, znajduja
si¢ bowiem na przeciwnych kranicach ,spektrum” przestrzeni typu BV. Przestrzenie RBV,, s
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zawarte w BV, podczas gdy przestrzenie WBV,, zawierajg BV. Wszystkie funkcje w RBV,, s
(bezwzglednie) ciggle, gdy 1 < p < 400, natomiast przestrzenie WBV,, zawieraja takze funkcje
nieciggte. Wreszcie, przestrzenie RBV,, maleja wraz ze wzrostem parametru p, podczas gdy
przestrzenie WBYV,, rosna.

Punkt wyjécia naszych rozwazan stanowily wyniki uzyskane przez Bugajewska i Reinwanda
w [26]. Dotyczyly one opisu przestrzeni mnoznikéw E,/E,, czyli zbioru tych funkcji g: [0,1] — R,
dla ktérych gx € E, dla wszystkich x € E;. MozZna je streSci¢ nastepujgco:

YBV, dla @ <,

YBV, /YBV, =
o/YBVy {YBV@OSC dla @ £,

WBV, /WBV, — { BVa dlal<p<q<too,
q P lWBV,NS, dlal<q<p<+oo,
RBVy dlal<q<p<+oo,

<
RBV,/RBV, = =
a/RBVy {{0} dlal<p<q<+oo,

gdzie S. oznacza zbidr funkgji, ktére z wyjatkiem przeliczalnie wielu punktéw przyjmuja wartosé
zero. Dodatkowo, dla pelnosci, wspomnijmy, ze dla dwéch funkgji Younga zapis ¢ < 1 oznacza,
Ze istnieje stata A > 0, dla ktérej zachodzi

. @(At)
RARETTEY

Podsumowujac wyniki Bugajewskiej i Reinwanda, mozemy zauwazy¢, ze istotng role
w opisie przestrzeni mnoznikow odgrywaja funkcje, ktére zerujg sie poza zbiorami co naj-
wyzej przeliczalnymi. Okazuje sie, ze i wlasnosci operatoréw mnozenia w duzej mierze zalezg od
zbioréw zer symboli. Wprowadzmy wiec nastepujaca definicje. Nosnikiem funkcji g: [0,1] — R
bedziemy nazywac zbior tych punktéw t € [0, 1], dla ktérych g(t) # 0, i bedziemy oznaczac go
symbolem supp(g). Podkreslmy, ze, w przeciwienistwie do klasycznego pojecia nosnika funkgji
znanego z analizy, tutaj nie rozwazamy domkniecia.

Badania dotyczace wtasnosci teoriofunkcyjnych operatoréw mnozenia rozpoczeliémy od
zbadania wymiaréw jadra oraz obrazu takich operatoréw i opisaliémy je w terminach mocy
nos$nikéw symboli (zob. [P1, Section 4]). Wnioskiem z naszych rozwazan sa nastepujace wyniki
dotyczace przestrzeni BV-funkcji (por. [P1, Theorem 16] oraz zob. [P1, Corollary 22]).

< +00.

Twierdzenie IV.5.11. Niech E1, E, bedg przestrzeniami liniowymi funkcji rzeczywistych zdefiniowanych
na przedziale [0,1] oraz niech My: By — E, bedzie operatorem mnozenia generowanym przez symbol
gc E2 / El.
(a) Jezeli Eq € {BV,WBV,,, YBV,,}, to My jest iniekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy supp(g) = [0, 1].
(b) Jezeli Ey = RBV,, dla pewnego p € (1,400), to M jest iniekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy
supp(g) = [0,1].

Twierdzenie IV.5.12. Niech E; bedzie przestrzenig liniowq funkcji rzeczywistych zdefiniowanych na
przedziale [0, 1] takg, Zze E; C £y C B, gdzie E, € {BV, WBV,,, YBV,, RBV,,}. Ponadto niech Mg4: E; —
E, bedzie operatorem mnozenia generowanym przez symbol g € Ey/Eq. Wowczas M jest suriekcjg wtedy
i tylko wtedy, gdy inficjoq11lg(t)| > 0.
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W przypadku, gdy operator mnozenia dziata w tej samej przestrzeni funkcji o skoriczonym
wahaniu, powyzsze wyniki prowadzg do bardzo ciekawego wniosku (zob. [P1, Corollary 23]).

Whniosek IV.5.13. Niech E € {BV,WBYV,,, YBV,,, RBV,,} oraz niech My: E — E bedzie operatorem
mnozenia generowanym przez symbol g € E. Wtedy ponizsze warunki sq réwnowazne:

(a) infreulg(t)] >0,

(b) My jest bijekcjg, a operator odwrotny wyraza sig wzorem My' = My g,
(c) My jest suriekcijg,

(d) obraz Mg(E) jest gestq podprzestrzenig E.

Jak wiadomo, operatory mnozenia sg szczegélnym przypadkiem nieautonomicznych ope-
ratoréw superpozycji. Niemniej jednak pelna charakteryzacja iniektywnych, suriektywnych
oraz bijektwnych operatoréw superpozycji dziatajacych w przestrzeniach typu BV w ogélnym
przypadku nadal pozostaje otwarta. Gdy ograniczymy sie do operatoréw autonomicznych,
znane sg opisy ich iniektywno$ci oraz bijektywnosci (zob. [92, Proposition 5.1.2]). Nieznany
jest jednak petfen opis suriektwynosci takich odwzorowarn. Wiadomo jedynie, Zze kluczowa role
odgrywa tutaj pewien techniczny warunek zwigzany z ,odwréconym” warunkiem Lipschitza
(zob. [92, Section 5.1]).

W drugiej czesci pracy [P1] skupili$émy si¢ na badaniu wlasnosci topologicznych operatoréw
mnozenia dziatajacych w przestrzeniach typu BV. Naszym pierwszym krokiem byto zbadanie
ich cigglosci. Wykazaliémy m.in. nastepujace twierdzenie (zob. [P1, Theorem 31]).

Twierdzenie 1V.5.14. Kazdy operator mnozenia My: YBVy, — YBV,, generowany przez symbol
g € YBV,,/YBV,, jest ciggly. Ponadto istnieje taka stata ¢ > 1 (zalezng jedynie od funkcji @,\), Ze
norma operatora Mg spelnia oszacowanie Hg||yng < ||Mg||YBV¢—>YBV¢, < c||g||yng.

W szczegbélnym przypadku, gdy ¢(u) = u9 oraz Pp(u) = uP, gdziel < p < q < +oo,
mozna pokazaé, ze ¢ = 1. W konsekwengji otrzymujemy réwnosé |[Mg|lwev, —wsv, = [|gllwsv,
(zob. [P1, Proposition 32]). Analogiczny wynik zachodzi réwniez dla operator mnozenia dziala-
jacego pomiedzy przestrzeniami RBV,, oraz RBV,, (zob. [P1, Theorem 33]).

Réznice w zachowaniu operatoréw mnozenia w przestrzeniach funkcji o skoriczonym
wahaniu w sensie Wienera/Younga oraz Riesza stajg sie widoczne, gdy spojrzymy na ich zwartos¢.
Omawianie wynikéw zaczniemy od przestrzeni YBV,, (zob. [P1, Theorem 44]).

Twierdzenie IV.5.15. Zatézmy, ze funkcja Younga ¢ spetnia warunek &,, tzn.
2
lim sup @(2u)
u—0+ ® (LL)

Ponadto niech Mgy: YBVy, — YBV,, bedzie operatorem mnozenia generowanym przez symbol
g € YBV,/YBV,,.

a) Jezeli @ £, to M, jest zawsze zwarty.
(a) J g ] y
(b) Jezeli @ <1, to Mg jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy supp(g) jest zbiorem przeliczalnym.

< +00.

Zaznaczmy, ze zalozenie, iz funkcja Younga ¢ spelnia warunek &, nie jest jedynie zalozeniem
technicznym. Mozna bowiem poda¢ przyktad funkcji ¢ niespetniajgcej warunku &, oraz operatora
mnozenia dzialajacego w przestrzeni YBV,,, ktéry nie bedzie zwarty (zob. [P1, Example 46]).

Jedna z konsekwencji Twierdzenia IV.5.15 jest to, ze ,, wiele” spoéréd operatoréw mnozenia
dziatajacych na przyktad w WBYV; jest zwartych. W przestrzeniach funkgji o skoriczonym wahaniu
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w sensie Riesza sytuacja taka nie moze mie¢ miejsca, co wynika z nastepujacego twierdzenia
(zob. [P1, Theorem 48]).

Twierdzenie IV.5.16. Niech 1 < p,q < +oo oraz niech My: RBV,, — RBV, bedzie operatorem
mnoZenia generowanym przez symbol g € RBV,/RBV,,. Wowczas M jest zwarty wtedy i tylko wtedy,

gdy supp(g) = 0.

W przypadku nieautonomicznych operatoréw superpozycji, bedacych uogélnieniem ope-
rator6w mnozenia, mozna pokaza¢, ze jezeli operator S¢: YBV,, — YBV,, przeksztalca zbiory
ograniczone na warunkowo zwarte, to dla kazdego u € R zbiér supp(f(-, u) — f(-,0)) jest prze-
liczalny (zob. np. [92, Theorem 5.2.40]). Co ciekawe, w ogoélnosci, implikacji tej nie mozna
odwréci¢ (zob. [92, Example 5.2.44]). Dla S¢: RBV,, — RBV,, zwartos¢ jest rtéwnowazna z fak-
tem, ze generator f nie zalezy od drugiej zmiennej (zob. [92, Theorem 5.2.41]). Zaznaczmy, Ze,
w poréwnaniu z wynikami uzyskanymi w [P1], w swojej monografii [92] Reinwand rozwaza
jedynie operatory superpozycji dziatajgce pomiedzy tymi samymi przestrzeniami.

Na marginesie dodajmy, Zze wyniki dotyczace zwarto$ci operatoréw mnozenia i opera-
toréw superpozycji zostaly uzyskane mniej wiecej w tym samym czasie i swoje zZrédto majq
w dyskusjach prowadzonych przez kandydata i Simona Reinwanda podczas wspdlnego pobytu
w Obwerwolfach.

W pracy [P1] wykazaliSmy réwniez wariant Twierdzenia IV.5.16, w ktérym jedna z prze-
strzeni (poczatkowa lub docelowa) jest przestrzenig BV (zob. [P1, Theorem 49 oraz Remark 50]).
Dodatkowo scharakteryzowali$my skoriczenie wymiarowe operatory mnozenia w przestrzeniach
funkgji o skoficzonym wahaniu w sensie Wienera/Younga oraz Riesza (zob. [P1, Section 5.3]),
a takze przedstawiliémy jako$ciowe odpowiedniki Twierdzenia IV.5.15, podajac szacowania na
tzw. miare niezwartosci oraz norme istotng operatoréw mnozenia (zob. [P1, Section 5.4]).

Ciekawymi wynikami uzyskanymi w Paragrafie 5.2 pracy [P1] sa wyniki dotyczace opisu
widm operatoréw mnozenia. Przypomnijmy, ze jezeli L: E — E jest cigglym odwzorowaniem
liniowym na przestrzeni rzeczywistej Banacha E, to zbiory

o(L) := {A € R| Ald —L nie jest bijekcja},
0p(L) :=={A € R | Ald —L nie jest iniekcja},
or(L) :={A € R|AId —L jest iniekcjq, ale obraz (AId —L)(E) nie jest gesta podprzestrzenig E},

o.(L) = {7\ eR

AId —L jest iniekcjg, obraz (AId —L)(E) jest gesta podprzestrzenia E,
ale operator (AId —L) ! nie jest ciagty na (A\1d —L)(E)

nazywamy odpowiednio widmem, widmem punktowym, widmem rezydulanym (resztkowym) oraz
widmem cigglym operatora L. Przy powyzszych oznaczeniach nasze wyniki mozemy sformutowaé
nastepujgco (zob. [P1, Theorem 35 oraz Theorem 36]).

Twierdzenie 1V.5.17. Niech E € {BV,WBV,, YBV,} oraz niech My: E — E bedzie operatorem
mnozenia generowanym przez symbol g € E. Wtedy

(a) 0(Mg) = g([0,1]); w szczegblnosci, p(Mg) := sup{IAl | A € 6(Mg) } = ||g]|s,
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Twierdzenie IV.5.18. Niech 1 < p < +oo oraz niech My: RBV,, — RBV,, bedzie operatorem mnozenia
generowanym przez symbol g € RBV,,. Wtedy

(a) 0(Mg) = g([0,1]); w szczegblnosci, p(Mg) := sup{IAl | A € 6(Mg) } = ||g]|s,

(b) op(Mg) skiada si¢ ze wszystkich liczb A € R takich, ze zbiér {t € [0,1] | g(t) = A} zawiera
niepusty i otwarty przedziat,

(C) O-r(Mg) = 9([01 1]) \ Gp(Mg)r

(d) 0.(Mg) =0.

W ostatniej czesci pracy [P1] oméwiliSmy operatory mnozenia na przestrzeniach funkgji
o skorficzonym wahaniu w sensie Wienera/Younga oraz Riesza, ktére posiadaja domkniety obraz,
a takze te, ktore sa operatorami Fredholma. Te ostatnie sg szczegdlnie interesujgce z perspektywy
teorii punktu stalego, a konkretnie — twierdzen o koincydencji. Podobnie jak w przypadku
zwarto$ci operatoréw mnozenia, réwniez tutaj mozna zauwazy¢ dychotomie wynikéw. Z jednej
strony, przy pewnych technicznych zatozeniach dotyczacych funkcji Younga ¢ oraz 1, operator
mnozenia My: YBV,, — YBV,, jest operatorem Fredholma wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér zer
funkdji g jest skoriczony i infiequpp(q)/g(t)| > 0 (zob. [P1, Theorem 66]). Z drugiej strony, nie ma
zadnych operatoréw mnozenia pomiedzy przestrzeniami RBV,, i RBV, dla ré6znych parametréw
P, q € (1,400), ktére bylyby operatorami Fredholma (zob. [P1, Remark 67]).

IV.6. ROWNANIA CALKOWE W PRZESTRZENIACH FUNKC]JI O SKONCZONYM WAHANIU
Rozwazmy nastepujgce réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
1
x"(t) = f(t,x(t)), tel[0,1],

z warunkiem brzegowym
x(0) =x(1) =0,

ktore przy odpowiednim doborze funkcji f mozna wykorzystaé np. do opisu oscylatora harmo-
nicznego (zob. [7, Example 7.3.1]). Wiadomo, ze rozwigzan powyzszego zagadnienia brzego-
wego mozna szukaé, wykorzystujac nieliniowe réwnanie catkowe Hammersteina postaci

1
x(t) = J k(t,s)f(s,x(s))ds, te[0,1],
0
gdzie k: [0,1] x [0,1] — R jest pewng funkcjg, zwang w teorii réwnan rézniczkowych funkcijg
Greena. To z kolei mozemy zapisa¢ w postaci operatorowej x = (K o S¢)(x), gdzie K jest liniowym
operatorem catkowym, a Sy nieautonomicznym operatorem superpozycji.

Na tym prostym przykladzie widzimy wiec, jak istotna z punktu widzenia teorii réwnan réz-
niczkowych i catkowych jest doktadna analiza wtasnosci topologicznych operatoréw catkowych
i operatoréw superpozycji oraz interakcji, ktére miedzy nimi zachodza.

W niniejszym paragrafie oméwimy wybrane zastosowania teorii operatoréw w przestrze-
niach typu BV w teorii réwnan caltkowych, ktére zostaly udowodnione w pracach [P3], [P4]
oraz [P7]. Zainteresowani bedziemy dwoma rodzajami réwnan: nieliniowym réwnaniem catko-
wym Hammersteina

1

x(t) =g(t) + ?\JO k(t,s)f(s,x(s))ds, te[0,1], (5)
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z parametrem A € R oraz nieliniowym réwnaniem catkowym Volterry-Hammersteina

t
x(t) = g(t) +J k(t,s)f(s,x(s))ds, t € [0,1]. (6)
0
Zaznaczmy, ze ograniczenie sie do jednego wymiaru nie umniejsza znaczenia uzyskanych wyni-
kéw. Wiele zjawisk fizycznych, zwlaszcza te dotyczace wirujacych lub cylindrycznych elementéw,
z uwagi na ich symetrie lub radialno$¢, pomimo tréjwymiarowej natury mozna efektywnie
analizowac jako zagadnienia jednowymiarowe.

Pracg, ktéra stanowita inspiracje dla wielu pézniejszych autoréw (zob. np. [6,12,13,28,
29,51,52,77,85]), byl artykul Bugajewskiego [30]. Zakladajac, ze jadro k: [0,1] x [0,1] — R
spelnia warunki (C1) oraz (C2) (zob. str. 9), a nieliniowos¢ f: R — R jest lipschitzowska na
ograniczonych podzbiorach R, Bugajewski udowodnil, Zze przy kazdej funkcji g € BV istnieje
promien p > 0 taki, ze réwnanie (5) posiada rozwigzanie w klasie BV dla kazdego parametru
A € [—p, p] (zob. [30, Theorem 3.1]). Ponadto, rozwigzanie to jest jedyne w pewnej kuli o $rodku
w zerze. Zaréwno w pracy [30] jak i [6,12,13,28,29,51,52,77,85] gléwna metodg dowodu
istnienia i jedyno$ci rozwigzania réwnania (5) jest twierdzenie Banach o punkcie staltym. Réwniez
w naszym artykule [P3] korzystamy z tego twierdzenia, aby udowodni¢ nastepujacy wynik
(zob. [P3, Theorem 7]).

Twierdzenie IV.6.1. Zatézmy, ze jgdro k: [0, 1] x [0,1] — R, mierzalne ze wzgledu na drugg zmienng
przy ustalonej pierwszej, jest takie, ze

1
sup J lk(t,s)|ds < +o0

te(0,1] JO

oraz spetnia warunek (C3). Ponadto zatézmy, Ze nieliniowos¢ f: [0, 1] xR — R spetnia warunek Lipschitza
ze wzgledu na dwie zmienne na ograniczonych podzbiorach [0,1] x R. Wtedy dla kazdej funkcji g € BV
istnieje promieri p > 0 taki, Ze réwnanie Hammersteina (5) posiada rozwigzanie w klasie BV dla kazdego
parametru A € [—p, p].

Zwréémy uwage, ze zastosowanie twierdzenia Banacha o kontrakgji przedstawione w [ P3]
istotnie r6zni si¢ od podejécia prezentowanego we wczesniejszych pracach. Zalozenia dotyczace
jadra w Twierdzeniu IV.6.1 sg slabsze niz te w twierdzenia Bugajewskiego. W konsekwencji
operator nieliniowy F zwigzany z rownaniem (5), ktéry kazdemu x € BV przyporzadkowuje
funkcje F(x) € BV okre$long wzorem

1
F(x)(t) = g(t) + AJ k(t,s)f(s,x(s))ds, (7)
0

moze nie by¢ lipschitzowski w normie |-||gv. Tym bardziej nie wiadomo, czy jest on kontrakgja.
W [P3] udowodnilismy, ze istnieje kula domknieta Bgyv(0,1) C BV, dla ktorej F(Bgv(0,1)) jest zu-
pelng przestrzenia metryczng w normie supremalnej, a odwzorowanie F: (F(Bgv(0,1)), |||le) —
(F(Bgv(0,7)), ||-|oo) jest kontrakcja (zob. [P3, str. 244-245]). Nasze podejsécie wydaje sie by¢ inte-
resujace, zwlaszcza ze, jak powszechnie wiadomo, przestrzenie funkcji o skoriczony wahaniu nie

sa zupelne w normie supremalnej (zob. np. [M2, Proposition 6.4.1]).
Twierdzenie o istnieniu rozwigzar dla réwnania Hammersteina (5) (tym razem zdefiniowa-
nego dla prawie wszystkich t € [0,1]) w klasie ABV zostalo wykazane przez nas w pracy [P7]
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— zob. Theorem 16. Wynik ten stanowi rozszerzenie twierdzenia uzyskanego przez Bugajew-
ska i O’Regana w [25] dla przestrzeni ABV. Podkreslmy, ze dobrzy reprezentanci rozwigzan
rownania (5) w klasie ABV okazujq sie by¢ réwniez rozwigzaniami prawie wszedzie tego row-
nania w klasie ABV. Co wigcej, w pewnym sensie sg one najlepsze, gdyz posiadaja najmniejsze
A-wahanie.

Prace [P3] oraz [P4] byly w pewny sense przelomowe. Po raz pierwszy wykorzystano
w nich metody zwartosciowe do badania istnienia rozwigzan réwnan catkowych w przestrzeni
BV funkdji o skoficzonym wahaniu (w sensie Jordana). Jedyng inng pracag znang kandydatowi,
w ktérej wykorzystano twierdzenie Schaudera o punkcie stalym dla operatoréw zwartych w kon-
tekscie istnienia rozwigzan réwnania Hammersteina (5), jest [3]. Praca ta r6zni sie jednak od [P3]
oraz [P4] tym, Ze dotyczyla rozwigzan w klasie RBV,,, gdzie p € (1, +0o0), oraz jej uogdlnieniu
RBV,,. Poniewaz wahanie funkcji x € RBV,, dla 1 < p < +00 mozna obliczy¢ ze wzoru

1
Varg X = J [f'(t)|Pdt,
0

do badania wtasnoéci topologicznych operatora F danego wzorem (7) mozna wykorzystac

klasyczne wyniki, np. kryterium zwartosci Frécheta-Kotmogorowa (zob. np. [88, Section 1.3]).

W przypadku przestrzeni BV do niedawna podobne kryteria i metody nie byly znane.
Korzystajac z twierdzenia Schaudera o punkcie stalym w artykule [P4] udowodnili$émy

nastepujacy wynik (zob. [P4, Theorem 5]).

Twierdzenie IV.6.2. Zalézmy, Ze jadro k: [0,1] x [0, 1] — R spetnia warunki (C1) oraz (C2). Ponadto
niech nieliniowos¢ f: R — R bedzie taka, Ze

(i) na kazdym zwartym przedziale prostej rzeczywistej f jest bezwzglednie ciggla,

(ii) istnieje p > 1 takie, ze f' € LP[—a, a] dla kazdego a > 0,

(iii) f jest subliniowa, tzn. limy,|— 4o HI(TuI” =0.

Przyjmijmy réwniez, ze g(t) = 0dla t € [0,1]. Wtedy dla dowolnego parametru A € R réwnanie
Hammersteina (5) posiada rozwigzanie w klasie BV.

W oparciu o teorie stopnia Leray—Schaudera uzyskaliSmy natomiast ponizsze twierdzenie
(zob. [P3, Theorem 6]).

Twierdzenie IV.6.3. Zafézmy, Ze jgdro k: [0,1] x [0, 1] — R spetnia warunki (C1) oraz (C2). Ponadto
niech nieliniowos¢ f: [0,1] x R — R bedzie lokalnie ograniczong funkcjg Carathéodory’ego, czyli
(i) dla kazdego u € R funkcja t — f(t,u) jest mierzalna,
(ii) dlap.w. t € [0,1] funkcja w — f(t,u) jest ciggla,
(iii) o(R) :=sup{[f(t,u)| |t € [0,1] orazu € [-R,Rl} < +oo dla kazdego R > 0.
Ustalmy réwniez g € BV. Jezeli istnieje taka liczba dodatnia v, Ze

1

lglly + a(r) JO (k(0,5)] + m(s)]ds < T,

wtedy dla parametru A = 1 réwnanie Hammersteina (5) posiada rozwigzanie x w klasie BV, a ponadto
Ix[[Bv <.
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Zagadnienie istnienia rozwigzan dla nieliniowych réwnar catkowych Volterry—-Hammer-
steina rozwazaliSmy w pracach [P4] oraz [P7]. Wyniki tam uzyskane sg podobne do tych
dotyczacych réwnann Hammersteina, ktére omowiliSmy wczedniej. Szczegodlnie interesujgcym
twierdzeniem dotyczacym réwnania (6) wydaje sie by¢ nastepujace twierdzenie typu Vidossicha
(zob. [P4, Theorem 8]). W przeciwienistwie do wigkszosci znanych rezultatéw, ktére zazwyczaj
dotyczg przestrzeni funkcji cigglych z norma supremalng (zob. np. [22,44,60]), tutaj rozwazamy
przestrzeri C N BV znorma ||-||gv.

Twierdzenie IV.6.4. Niech g € C N BV oraz niech nieliniowos¢ f: [0,1] x R — R bedzie funkcjg
Carathéodory’ego, czyli

(i) dla kazdegou € R funkcja t — f(t,u) jest mierzalna,
(ii) dla p.w. t € [0,1] funkcja w — f(t,u) jest ciggla,
(iii) istnieje taka funkcja my € LP, gdzie p € (1,400l o tej wlasnosci, Ze |f(t, u)] < my(t) dla
wszystkich (t,u) € [0,1] x R.

Ponadto zatézmy, ze jgdro k: A — R, gdzie A :={(t,s) | 0 < s < t < 1}, spetnia nastepujgce warunki:

(iv) dla kazdego t € [0, 1] funkcja s — k(t, s) jest mierzalna na przedziale [0, t],

(v) istnieje taka funkcja m, € L9, gdzie q jest wyktadnikiem sprzezonym z p, o tej wlasnosci, Ze
k(s, s)| + var(k(-,s);[s,1]) < ma(s) dlap.w. s € [0,1],

(vi) dla kazdego € > 0 istniej & > 0 takie, Ze

Jt!k(’c,s) —k(t,s)mq(s)ds < ¢
0

dla wszystkich (t,t) € A takich, Ze0 < T—1t < 0.

Wtedy zbioér wszystkich cigglych rozwigzan réwnania Volterry—Hammersteina (6) w klasie BV jest
zwartym podzbiorem typu Rs przestrzeni (C N BV, ||-||gv); w szczegdlnosci jest on niepusty, zwarty

i spojny.

Nasze rozwazania dotyczace nieliniowych réwnan catkowych w przestrzeni BV zakon-
czymy pewna obserwacja. Wtasnosci operatora catkowego F zdefiniowanego wzorem (7) lub
jego volterrowskiej wersji, s34 wynikiem wzajemnych interakcji miedzy jadrem a nieliniowoscia.
Aby uzyskac¢ pozadane wlasnosci tego operatora, niezbedne jest zréwnowazenie warunkéw
nakladanych na te dwie funkcje (por. np. Twierdzenia IV.6.1 oraz IV.6.3).

V. OPiISs WKEADU KANDYDATA W OSIAGNIECIE NAUKOWE

Na wstepie pragne podkresli¢, ze ostateczny ksztatt prac wspétautorskich, w tym sformu-
towania wynikéw i ich dowody, jest efektem wspdlnej pracy oraz dyskusji naukowych catego
zespolu autoréw. Oznacza to, ze aktywnie uczestniczylem w tworzeniu kazdej czesci prac oraz
ksigzek, ktore sktadajg si¢ na méj dorobek naukowy, ze szczegbélnym uwzglednieniem tych, ktére
stanowig osiggniecie.
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Badania nad operatorami mnozenia na przestrzeniach funkcji o skoficzonym wahaniu
zostaly zapoczatkowane podczas wspélnego pobytu kandydata i S. Reinwanda w Mathe-
matisches Forschungsinstitut Oberwolfach. Pomystodawcg rozwazan dotyczacych wlasno-
Sci teoriofunkcyjnych, ciggtosci i zwartoSci (w tym normy istotnej) operatoréw mnozenia
dziafajacych w tej samej przestrzeni, a takze autorem pierwszej wersji wynikéw i ich dowo-
déw byl S. Reinwand. Propozycja rozszerzenia badar na operatory mnozenia dziatajgce
pomiedzy dwoma réznymi przestrzeniami funkcji o skoficzonym wahaniu wyszla ode
mnie. Przedstawitem takze nowe wersje dowodéw niektérych twierdzeni uzyskanych przez
S. Reinwanda. M¢j wktad obejmuje réwniez wyniki dotyczace widm operatoréw mnozenia
oraz ich miary niezwartosci. W szczegélnosci podatem oszacowanie na miare niezwarto-
Sci operatora mnozenia w przestrzeni YBV,, (zob. Theorem 51) oraz dokladny wzér dla
operatoréw mnozenia w przestrzeni BV generowanych przez funkcje schodkowe (zob. Pro-
position 56). Jestem réwniez autorem Paragraféw 5.5 oraz 5.6, ktére dotyczg domknietosci
obrazu operatoréw mnozenia oraz operatoréw mnozenia bedacych jednoczesnie opera-
torami Fredholma. Ostateczna posta¢ wynikéw oraz dowodéw byta rezultatem dyskus;ji
kandydata i S. Reinwanda. Prace redakcyjne w wiekszosci zostaly wykonane przeze mnie.
Swoj udzial w pracy oceniam na 50%.

Praca samodzielna.

Bytem giéwnym pomystodawca badan dotyczacych tzw. acting conditions dla liniowych
operatoréw catkowych na przestrzeni BV. Ode mnie pochodza réwniez twierdzenia i przy-
klady zawarte w Paragrafie 3 (oprécz Example 3, ktory jest autorstwa J. Gulgowskiego)
oraz idea dowodéw oparta na wykorzystaniu catki Riemanna-Stieltjesa. Moim wktadem
sq takze rozwazania dotyczace wlasnosci zwigzanych ze zwartoscig operatorow catko-
wych dziatajgcych do przestrzeni BV (zob. Proposition 4). Rozwazania z Paragraféw 4
oraz 5 w wiekszosci pochodzg od D. Bugajewskiego oraz J. Gulgowskiego. Warto jednak
zaznaczy¢, ze aktywnie uczestniczylem w ich tworzeniu poprzez m.in. ostabienie zato-
zenn w Theorem 7 oraz przedstawienie prostego przyktadu funkgcji, ktéra ma skoriczone
wahanie w sensie Jordana, lecz nie spetnia warunku Holdera z wyktadnikiem 7 (zob.
Example 4). Dodatkowo, jestem pomystodawca Przykiadu 5. Ostateczne prace redakcyjne
zostaly wykonane w duzej mierze przez mnie. Swéj udziat w pracy oceniam na 35%.

Pomyst badani dotyczacych charakteryzacji ciggtych autonomicznych operatoréw super-
pozycji na przestrzeni BV wylonit sie z inicjatywy wszystkich wspétautoréw. W tamtym
okresie byt to jeden z nierozwigzanych probleméw teorii operatoréw w przestrzeniach funk-
qji o skoriczonym wahaniu. Moim wkiadem bylo rozwigzanie tego problemu w przypadku
generatoréw analitycznych oraz opracowanie ogélnej metody dowodu przez aproksymacije
danego operatora Cy ciggiem operatoréw ciggtych (I'y )nen (zob. Proposition 4). Pomyst
skorzystania z wielomianéw Bernsteina do zdefiniowania operatoréw Iy, w przypadku
generator6w klasy C' i og6lniejszych pochodzi od J. Gulgowskiego (zob. Theorem 2 oraz
Theorem 3). Rozwazania dotyczace ciggltosci operatorow C¢ w przypadku przestrzeni
YBV,, réwniez pochodza od J. Gulgowskiego, cho¢ nalezy podkresli¢, ze aktywnie uczestni-
czytem w ich dowodzeniu. Gtéwnym pomystodawcg zastosowania wynikéw dotyczacych
cigglodci autonomicznego operatora superpozycji w teorii réwnan catkowych jest D. Buga-
jewski. Od D. Bugajewskiego oraz J. Gulgowskiego pochodzi takze Theorem 5 o istnieniu
rozwigzan réwnania catkowego Hammersteina w klasie BV. Dow6d twierdzenia typu
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Vidossicha dla réwnania Volterry (zob. Theorem 8) zostal opracowany giéwnie przez
D. Bugajewskiego. Moim wkladem sg wyniki dotyczace ciggltosci oraz zwartosSci opera-
torow catkowych Volterry oraz Hammersteina zawarte w Paragrafie 4. Ostateczne prace

redakcyjne zostaly w duzej mierze wykonane przeze mnie. Swéj udziat w pracy oceniam
na 35%.

Gléwnym pomystodawcg badan dotyczacych tzw. acting conditions dla nieautonomicznego
operatora superpozycji w przestrzeni BV byt D. Bugajewski. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze
problematyka poruszona w pracy [P5] byta wéwczas bardzo aktualna, zwtaszcza w $wietle
watpliwoéci co do prawdziwosci twierdzenia Ljamina (zob. Twierdzenie IV.5.6 powyzej)
wyrazonych w pracy [24]iich potwierdzenia w pracy [73]. Rozwazania dotyczace zwigzku
lokalnej ograniczono$ci operatora Sy oraz jego generatora f (zob. str. 643-646), jak rowniez
rozwazania z Paragrafu 5 dotyczace generatoréw o rozdzielonych zmiennych, pochodzg ode
mnie. Sformutowanie Theorem 3.8 pochodzi od D. Bugajewskiej. Pomystodawca jego dowod
jak réwniez rozwazan z Paragrafu 4 jest P. Mackowiak. Ostateczny ksztalt tych wynikéw
oraz ich dowodéw jest rezultatem diugotrwalych dyskusji wszystkich wspétautorow, w
ktérych miatem istotny udziat. Ostateczne prace redakcyjne zostalty wykonane w duzej
mierze przeze mnie. Swéj udziat w pracy oceniam na 25%.

Pomystodawcg gtéwnego wyniku pracy — Theorem 4.1 — oraz jego linii dowodowej jest
P. Mac¢kowiak. Moim wkiadem jest znaczace uproszczenie przeprowadzonych rozumowar i
usuniecie luk we wstepnej wersji dowodéw. Ostateczne prace redakcyjne zostaly wykonane
przeze mnie. Swéj udzial w pracy oceniam na 30%.

Pomystodawczynig badan oraz autorka definicji dolnego A-wahania jest D. Bugajewska.
Wiekszos¢ wynikéw i dowodéw z Paragrafu 3, ze szczegdlnym uwzglednieniem rozwazan
dotyczacych dobrych reprezentantéw, geometrycznych wiasnosci przestrzeni ABV oraz
zwigzku dolnego wahania w sensie Jordana i wahania wedtug Sredniej, jest moim wktadem.
Pomyst zastosowania funkgcji o skoriczonym dolnym A-wahaniu w teorii operatoréw oraz
rownan rézniczkowych i catkowych pochodzi od D. Bugajewskiej. Dowody wynikéw
z Paragrafu 4 zostaly opracowane gléwnie przez D. Bugajewska przy moim wspétudziale.
Ostateczne prace redakcyjne zostaly wykonane w wiekszoSci przeze mnie. Swéj udziat
w pracy oceniam na 60%.

VI. DOROBEK NAUKOWY NIEWCHODZACY W SKLAD OSIAGNIECIA

Moj dorobek naukowy niewchodzacy w skiad osiggniecia sktada sie z 12 prac, z ktérych 9 zostato
opublikowanych, a 3 kolejne zostaly przedlozone do czasopism (sa one jednoczeénie dostepne
w repozytorium arXiv). Ponadto jestem wspétautorem dwéch ksigzek o Iacznej objetosci 670

stron.

[A1] D. Bugajewska, P. Kasprzak, Josephy’s theorem, revisited, arXiv:2407.14169.
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boundedness, arXiv:2407.14176.
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bounded Schramm variation, arXiv:2310.08918.
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Rozprawa doktorska oparta byla na wynikach uzyskanych w artykulach [A9], [A10], [A12]
oraz czeSciowo w pracy [A8].

Omoéwienie dorobku naukowego, ktéry nie wchodzi w skiad osiggniecia, rozpoczniemy od
krétkiego opisu monografii.

Ksigzka [M1] stanowi uzupelnienie monografii [5] po$wieconej teorii funkcji o skoriczo-
nym wahaniu. W zwigzku z tym w [M1] skrétowo potraktowalismy oméwienie réznych typéw
wahania, ich wtasnoéci i wzajemnych relacji. Gléwny nacisk potozyliSmy na przedstawienie
aktualnego stanu wiedzy dotyczacego wlasnosci operatoréw linowych (podstawienia, catko-
wych oraz mnozenia) oraz nieliniowych (superpozycji) dziatajacych w przestrzeniach typu
BV (zob. [M1, Chapter 2 oraz Chapter 3]), jak i zastosowan funkgji o skoficzonym wahaniu
w teorii réwnan rézniczkowych i catkowych (zob. [M1, Chapter 4 oraz Chapter 5]). Wybor tresci
przedstawionych w [M1] byt gtéwnie podyktowany faktem, ze od czasu wydania monogra-
fii [5] w roku 2014, uzyskano wiele istotnych i nowych wynikéw dotyczacych teorii operatorow
w przestrzeniach typu BV oraz ich zostawan.

Ksigzka [M2] ma zupetnie innych charakter. Skierowana jest przede wszystkim do mtodych
badaczy i ma na celu zapoznanie ich z wybranymi tematami oraz metodami analizy nieliniowe;j.
Jednym z gtéwnych atutéw [M2] jest polozenie duzego nacisku na przyklady — ksigzka zawiera
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ich az 83. Oprécz oméwienia klasycznych wynikéw, staraliSémy sie przedstawié czytelnikom takze
mniej znane, ale interesujace, zagadnienia zwigzane na przyktad z rozktadem identycznosci
na R na sume dwéch funkgji okresowych czy oszacowaniem réznicy calki z iloczynu dwéch
funkgji i iloczynu ich catek. Jezeli chodzi o treéci poruszone w [M2], to pierwsze trzy rozdziaty
maja charakter bardziej geometryczny i dotyczg miar niezwartoéci, teorii punktu stalego oraz
teorii przestrzeni hiperwypuklych. W kolejnych oméwiono za$ funkcje prawie okresowe i ich
zaburzenia oraz funkcje o skoriczonym wahaniu w sensie Jordana. Wybér tych konkretnych klas
funkcji nie byt przypadkowy — wynikat z faktu, Ze sg to najmniejsze przestrzenie liniowe, ktére
zawierajg odpowiednio wszystkie ciggte funkcje okresowe okreslone na prostej rzeczywistej oraz
wszystkie funkcje monotoniczne okre$lone na przedziale zwartym.

W kolejnej czesci tego paragrafu krétko oméwione zostang wyniki zawarte w artykutach,
ktdre nie sg czescig osiggniecia naukowego. Wyniki z prac [A1]-[ A12] dotyczg szeroko rozumia-
nej analizy nieliniowej i obejmuja:

e teorie funkgji rzeczywistych (funkcje prawie okresowe oraz funkcje o skoriczonym waha-
niu) — prace [A5], [A6] oraz [A9],

e teorie przestrzeni Banacha (zwarto$¢ w przestrzeniach Banacha, zwarto$¢ w przestrze-
niach funkgdji ciggltych, spelniajagcych warunek Lipschitza/Holdera, czy o skoficzonym
®-wahaniu) — prace [A3]-[A5],

e teorie operatoréw (odwzorowania wyzszego rzedu, operatory superpozycji, operatory
calkowe, operatory splotu) — prace [A1]-[A3], [A9], [A10],

e teorie punktu stalego — prace [ A8], [A10] oraz [A12],

e teorie réwnan rézniczkowych i catkowych (istnienie i jedynos¢ rozwigzan nieliniowych
réwnan catkowych, istnienie rozwigzan réwnan rézniczkowych utamkowego rzedu oraz
zagadnien brzegowych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych, twierdzenia typu Aron-
szajna i Vidossicha dla réwnan rézniczkowych utamkowego rzedu, uktady dynamiczne)
— prace [A6]-[A12].

VI.1. TEORIA FUNKCJI RZECZYWISTYCH

Rozpoczniemy od przypomnienia kilku definicji z teorii prawie okresowo$ci. Méwimy, ze
zbiér A C R jest
o wzglednie gesty w silnym sensie, gdy istnieje taki zbidr skoficzony M, ze A + M =R,
o wzglednie gesty, gdy istnieje takie | > 0, Ze kazdy przedzial domkniety o dtugoéci | zawiera
co najmniej jeden punkt zbioru A.
Latwo zauwazy¢, ze kazdy zbiér wzglednie gesty w silnym sensie jest réwniez wzglednie
gesty. Jednakze, w og6lnosci, przeciwna implikacja nie jest prawdziwa, co mozna zobaczy¢ na
przyktadzie zbioru liczb wymiernych.
Zakladajac odpowiednia regularnos¢ funkcji f: R — C (czyli w przypadku pierwszego
zbioru cigglo$¢, a nastepnie catkowalnos¢ z p-ta potega na zbiorach zwartych i mierzalnosc)
niech

Pe(f,e) == {TeR||f(x) = f(x+T)| < e dlax € R},

x+1 1/p
Pso(f, €) := {T eR ‘ (J |f(s) —f(s+ T)‘pds> <edlax e R},

X

Pu(fem)={teR|u({sexx+1|If(s)—f(s+ 1) >n}) <edlax R},
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gdzie € oraz n sg stalymi dodatnimi, p € [1,4+00), a p oznacza miare Lebesgue’a na proste;j.
Funkcje f nazwiemy odpowiednio jednostajnie prawie okresowg, SP-prawie okresowq oraz prawie
okresowq wzgledem miary w, gdy dla dowolnych statych ¢ oraz n zbiory Pg(f, ¢), Ps» (f, €) oraz
P.(f, &,m) s wzglednie geste.

W dalszej czesci niniejszego opracowania bedziemy potrzebowac jeszcze jednej klasy funkcji
prawie okresowych. Méwimy, ze funkcja ciggta f: R — C jest prawie okresowa w sensie Lewitana,
gdy dla kazdego ¢ > 0 oraz kazdego zbioru skoriczonego M C R istnieje taki zbiér A, ktéry jest
wzglednie gesty w silnym sensie, ze

A—ACPL(f,e, M) := {TER‘ }f(x)—f(x-}—’r)‘ <edlax e M}.

Wartos¢ érednia funkgji f: R — C lokalnie catkowalnej (tzn. catkowalnej na zwartych
podzbiorach R) dana jest wzorem

o ile powyzsza granica istnieje w sensie wiasciwym lub niewtaéciwym. Jeden z klasycznych wy-
nikéw teorii funkcji prawie okresowych stwierdza, ze funkcje jednostajnie i SP-prawie okresowe
posiadajg skoriczong warto$¢ $rednia (zob. np. [114, Theorem 1, str. 85] lub [14, Theorem na
str. 12 oraz Corollary 1 na str. 93]). Z drugiej strony warto$¢ Srednia nie musi istnie¢ dla funkcji
prawie okresowych w sensie Lewitana (por. [71, str. 151]).

W pracy [A6] zbadaliSmy istnienie i skoriczono$¢ wartosci $redniej dla funkgji prawie
okresowych wzgledem miary u. Okazuje si¢, ze w tym przypadku sytuacja jest o wiele bardziej
skomplikowana niz w przypadku funkcji jednostajnie i SP-prawie okresowych. Skonstruowali§my
bowiem dwa przyklady: pierwszy — ciggtej funkcji prawie okresowej wzgledem miary p, ktéra
nie posiada wartosci $redniej (zob. [A6, Example 3.3]) oraz drugi — lokalnie calkowalnej funkcji
prawie okresowej wzgledem miary p, ktéra jednoczeénie nie jest SP-okresowa dla zadnego
p € [1,+00), a ktéra posiada skoriczong wartos$¢ Srednig (zob. [A6, Example 3.4]). W [A6]
podaliSmy réwniez warunki wystarczajace, by warto$¢ Srednia lokalnie catkowalnej funkcji
prawie okresowej wzgledem miary p istniala i byta skoriczona (zob. [ A6, Theorem 3.6]).

Wiadomo, Ze jedli funkcja f: R — C jest lokalnie catkowalna i ma warto$¢ érednig, to dla
kazdego a € R zachodzi

a+T
lim 1J ! f(s)ds = M(f). (8)

Dodatkowo, granica ta istnieje jednostajnie wzgledem a € R dla funkgcji jednostajnie oraz SP-
prawie okresowych (zob. np. [71, Theorem 1.3.2 oraz Theorem 5.6.2] lub [101, Twierdzenie 1.9
oraz Twierdzenie 2.16]). W pracy [ A6] podaliSmy przyklad funkcji prawie okresowej wzgledem
miary p, dla ktérej réwnos¢ (8) zachodzi dla kazdego parametru a € R, ale zbieznos¢ nie jest
jednostajna (zob. [ A6, Example 3.4 oraz Remark 3.8]).

Iloczyn skalarny dla funkgcji, ktére sg jednostajnie i SP-prawie okresowe, mozemy zde-
finiowac przy uzyciu wartosci Sredniej przyjmujac (f, g) :== M(f - g). W szczeg6lnosci forma
kwadratowa f — M([f|?) jest dodatnio okreslona (zob. np. [101, str. 34] oraz por. [75, Lemma 3.7]).
W [A6] sprawdziliémy, czy ten wynik zachodzi réwniez dla lokalnie calkowalnych funkcji prawie
okresowych wzgledem miary p. Odpowiedz jest pozytywna i wynika z ponizszego twierdzenia
(por. [A6, Theorem 3.10]).



28

Twierdzenie VI.1.1. Zafozmy, ze f: R — C jest funkcjg lokalnie catkowalng, ktéra p.w. przyjmuje
wartosci nieujemne oraz jest prawie okresowa wzgledem miary p. Wowczas M(f) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy f(t) =0dlapw. t € R.

Wartoscig érednig funkcji prawie okresowych zajmowaliémy sie réwniez w pracy [A9].
(Dla petnosci dodajmy, ze w [A9] rozwazaliSmy wersje wartosci $redniej M., w ktorej przedziat
[0, T] zastgpuje si¢ przedziatem [—1T, 1T]. Mozna pokazag, ze dla funkeji jednostajnie i SP-prawie
okresowych obydwa podejscia sie pokrywajg.) UdowodniliSmy m.in. ponizszy wynik (zob. [ A9,
Proposition 6]).

Twierdzenie V1.1.2. Zatézmy, ze funkcja f: R — R jest ciggla oraz ograniczona, a funkcjau: R — R
dla t € R dana jest wzorem

t
u(t) :J f(s)eMt=s)ds,

gdzie parametr A < 0 jest ustalony. Wéwczas wartos¢ srednia M, (f) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istniej wartos¢ Srednia M, (u). Ponadto, w takim przypadku M, (f) = =AM, (u).

Dzieki temu wynikowi oraz obserwacji, Ze istniejg ograniczone funkcje prawie okresowe
w sensie Lewitana, ktére nie posiadajg wartosci Sredniej, moglismy wykazaé, ze nawet bardzo
proste rownania rézniczkowe, np. rownanie liniowe pierwszego rzedu postaci

x'(t) = Ax(t) + f(t),

gdzie f jest funkcjg prawie okresowa w sensie Lewitana, w pewnych przypadkach posiadajg
rozwigzania, ktére sg prawie autmorficzne i jednostajnie ciagte, ale nie sg jednostajnie prawie
okresowe (zob. [ A9, Section 6.2]).

Nasze badania z prac [A6] oraz [A9], oprécz wartosci $redniej funkcji prawie okresowych,
dotyczyly takze ogélnej teorii takich funkgji. Przyktadowo, w Paragrafie 7 pracy [A6] zajmowali-
$my sie przyblizaniem funkcji SP-prawie okresowych za pomoca falek Haara. Ponadto, metody
wypracowane w tym artykule umozliwily nam rozwigzanie jednego z probleméw teorii prawie
okresowosci, ktéry przez diugi czas pozostawat otwarty. Wiadomo, ze lokalnie catkowalna funk-
cja f: R — C, ktora jest prawie okresowa wzgledem miary p, bedzie S'-prawie okresowa wtedy
i tylko wtedy, gdy

lim sup sup J If(t)|dt=0
520" Y eR ACuut1] JA
(A<

(zob. [32,100]). Odpowiedz na pytanie, czy warunek ten mozna uproscié, ograniczajac sie do
przedziatéw postaci [u, u + 6] zamiast dowolnych zbioréw A C [u, u + 1] o mierze nieprzekra-
czajacej 9, jest negatywna. W [A6] przedstawiliSmy bowiem przyktad funkeji ¢ : R — R, ktéra
jest lokalnie catkowalna, prawie okresowa wzgledem miary p oraz spetnia warunek

u+o

lim supJ lp(t)|dt =0,
5—=0% L er Ju

ale jednoczesnie nie jest S'-prawie okresowa.

W pracy [A9] potwierdziliémy natomiast, ze rozklad tzw. funkcji p-prawie okresowych na
czes$¢ prawie okresowg i zaburzenie jest jednoznaczny, odpowiadajac tym samym na pytanie
postawione przez Diagane (zob. [43, str. 46]). OdpowiedzZ ta wynikala z ponizszego twierdzenia
(zob. [A9, Theorem 10 oraz Remark 15]).
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Twierdzenie VI.1.3. Jezeli f: R — R jest funkcjg prawie okresowg w sensie Lewitana, ktora jednoczesnie
jest ograniczona oraz catkowalna z p-tg potegg dla pewnego p € [1,400), to f(t) =0dlat € R.

Na zakoriczenie tego paragrafu warto wspomnie¢ o badaniach przeprowadzonych w pracy
[A5], ktére dotyczyly funkcji o skoriczonym ®-wahaniu. Oryginalna definicja ®-wahania, po-
dana przez Schramma w pracy [96], zawiera pewne niejasnosci. Nie wiadomo dokladnie, czy
nalezy uwzglednia¢ w niej skoriczone czy nieskoriczone ciagi przedzialéw, lub moze oba ro-
dzaje jednoczesnie. Niejasne jest takze, czy mozna korzysta¢ z przedziatéw jednopunktowych.
W Paragrafie 6 pracy [A5] udowodniliSmy, ze wszystkie te podejScia prowadza do jednej klasy
funkcji.

VI.2. TEORIA PRZESTRZENI BANACHA

W pracach [A3]-[A5] zajmowali$my sie badaniem zwarto$ci w przestrzeniach unormowa-
nych. Artykul [A5] mial charakter bardziej teoretyczny i koncentrowal sie na wyprowadzeniu
nowych abstrakcyjnych kryteriow zwartosci. Celem bylo po pierwsze ujednolicenie pewnych
klasycznych wynikéw z analizy matematycznej i funkcjonalnej, a po drugie stworzenie narzedzia,
ktére mogloby by¢ uzywane do tatwego dowodzenia nowych kryteriéw zwartosci, zwlaszcza
w przestrzeniach, gdzie kryteria takie nie byly dotychczas znane.

Opis tych wynikéw zaczniemy od oméwienia nowego pojecia wprowadzonego w pracy [A5]
— zbioru jednakowo unormowanego. Niech (E, ||-||¢) bedzie przestrzenig unormowang. Dodat-
kowo przyjmijmy, ze na przestrzeni E zdefiniowana jest rodzina péinorm {|-||:}ic1, ktéra spelnia
dwa warunki:

(S1) [|x||e = sup;||x|; dla kazdego x € E,
(S2) dla dowolnych i,j € Iistnieje k € I takie, Ze ||x||; < ||x||x oraz ||x||; < ||x||« dla wszystkich
x € E.

Zauwazmy, ze powyzsze warunki sg do$¢ naturalne. Przyktadem rodziny, ktéra je spetnia, jest
rodzina skladajaca sie tylko z normy ||-||e¢ lub z jej wielokrotnosci postaci (1 — %) |-||le; w dru-
gim przypadku I := N. Jako {||-||i}ie1 mozna réwniez wzig¢ rodzine indeksowang wszystkimi
skoficzonymi podzbiorami domknietej kuli jednostkowej Be- (0, 1) w przestrzeni dualnej E*. Dla
kazdego x € E mamy bowiem ||x|e = sup,.g.. 1) X" (x)| (por. [A5, Remark 3.1]).

Niepusty podzbidér A przestrzeni unormowanej (E, ||-||¢), na ktérej dodatkowo okres$lono
rodzine pétnorm {||-||i }ie1 spelniajacg warunki (S1) oraz (S2), nazwiemy jednakowo unormowanym,
gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje wskaznik k € I taki, ze ||x||e < € + ||x||x dla wszystkich x € A
(zob. [ A5, Definition 3.6]).

Wiasnoéci zbioréw jednakowo unormowanych, zaréwno te teoriomnogosciowe, topolo-
giczne jak i algebraiczne, zbadaliSmy w pierwszej czesci Paragrafu 3 pracy [A5]. W drugiej czesci,
wykorzystujac to pojecie, udowodniliémy dwa nowe abstrakcyjne kryteria zwartosci w przestrze-
niach unormowanych (zob. [A5, Theorem 3.16 oraz Theorem 3.19]). Ponizej ograniczymy sie do
przytoczenia jedynie jednego z nich.

Twierdzenie V1.2.1. Niech (E, ||-||e) bedzie przestrzenig unormowang, na ktérej dodatkowo okreslono
rodzing potnorm {||-||i }ie1 spetniajgcq warunki (S1) oraz (S2). Zatézmy ponadto, Ze dla kazdego ograni-
czonego cigqu (Xn )nen elementow przestrzeni E istnieje podcigg (xn, )xen, ktory jest ciggiem Cauchy’ego
wzgledem kazdej z pétnorm ||-||i. Wowczas niepusty podzbior A przestrzeni E jest prezwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér A — A jest jednakowo unormowany.
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Korzystajac z naszych abstrakcyjnych kryteriéw zwarto$ci mozna ,,odzyskacé” klasyczne
kryteria, na przyklad w przestrzeniach ciggowych 1P, gdzie p € [1, +00), czy w przestrzeni funkgji
ciggtych okreslonych na zwartej przestrzeni metrycznej (zob. [ A5, Section 4 oraz Section 5]).

W ostatnim paragrafie artykutu [A5] udowodniliémy kryterium zwartoéci w przestrzeni
Banacha ®BYV funkgdji o skorficzonym @-wahaniu (zob. [A5, Theorem 6.12]). Wersje tego twier-
dzenia z og6lniejszymi zatozeniami dotyczacymi ciggu funkcji Younga (@n )neny mozna znalezé
w pracy [A3].

W pracy [A4] skorzystaliSmy z drobnej modyfikacji Twierdzenia V1.2.1, aby scharakteryzo-
wac prezwarte podzbiory przestrzeni odwzorowan o warto$ciach unormowanych, ktére spetniaja
warunek Holdera. Motywacjg do przeprowadzenia tych badan byt cytat z pracy [2], przytoczony
w [42], ktory brzmi nastepujaco: [ ...] apparently there is no compactness criterion in spaces of Hélder
functions, and some criteria given in the literature turned to be false.”

Pierwszym krokiem w realizacji tego celu byto opisanie prezwartych podzbioréw przestrzeni
(B(X,E), |||l ), ktora sktada sie z ograniczonych odwzorowar f: X — E dziatajacych z niepustego
zbioru X do przestrzeni unormowanej (E, ||-||). Dunford i Schwartz w swojej monografii [49]
udowodnili, Ze niepusty i ograniczony zbiér A C B(X, R) jest prezwarty (warunkowo zwarty)
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia on warunek

(DS) dla dowolnego ¢ > 0 istnieje skoriczone pokrycie Uy, ..., Uy zbioru X takie, ze dla
kazdego wskaznika i € {1,..., N} mamy

sup suplf(x) — f(y)l < e.
xyel; feA
Okazuje sie, ze gdy przestrzen E jest nieskoriczenie wymiarowa, wynik Dunforda-Schwartza nie
zachodzi (zob. [ A4, Example 10]). W takiej sytuacji konieczne jest skorzystanie z nastepujacego
kryterium (zob. [ A4, Theorem 4]).

Twierdzenie V1.2.2. Niepusty zbior A C B(X, E) jest prezwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € Xciecia A(x) :={f(x) € E | f € A}sg prezwarte oraz
(B) dla dowolnego ¢ > 0 istnieje skoriczone pokrycie Uy, ..., Un zbioru X takie, ze dla kazdego
wskaznika i € {1,..., N} mamy
sup sup [[|[f(x) — g(x)]| — [If(y) — g(y)[| < e
x,yelU; f,geA
W Paragrafie 4 pracy [ A4] zajmowali$my sie sytuacja, gdy X jest przestrzenia topologiczna,
a C(X, E) podprzestrzenig B(X, E) sktadajgca si¢ z odwzorowan ciggtych. Przyktadowym wyni-
kiem, ktéry tam uzyskaliSmy, jest ponizsze twierdzenie (zob. [ A4, Theorem 17]).

Twierdzenie V1.2.3. Niechn € Noraz K € {R, C}. Dodatkowo zalézmy, Ze zachodzi jeden z ponizszych
warunkow:

(a) X jest dowolng przestrzenig topologiczng oraz E := K™, lub

(b) X jest zwartg przestrzenig topologiczng Hausdorffa, a E dowolng przestrzenig unormowang.
Wowczas niepusty podzbior A przestrzeni C(X, E) jest prezwarty wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia on
warunek (DS) (z wartoscig bezwzgledng zastgpiong normg przestrzeni £) oraz cigcia A(x) sq prezewarte
dla wszystkich x € X.

Prostg konsekwencja Twierdzenia V1.2.3 jest klasyczny wynik Arzeli-Ascolego (zob. [ A4,
Theorem 20]).
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Powyzsze wyniki wykorzystaliSmy w drugiej czesci pracy [A4] do opisu prezwartych
podzbioréw przestrzeni odwzorowan o warto$ciach unormowanych, ktére spetniajag warunek
Lipschitza. W zalezno$ci od zwartosci dziedziny, ograniczonoéci odwzorowan oraz ich zachowa-
nia w ustalonym punkcie bazowym, w literaturze rozwaza si¢ kilka typéw takich przestrzeni.
Cho¢ w pracy [A4] rozwazaliSmy wszystkie, w niniejszym opracowaniu ograniczymy do jed-
nego przypadku. Podobnie, zamiast rozwaza¢ przestrzenie odwzorowan ¢-lipschitzowskich,
zatozymy, ze funkcja poréwnujaca ¢ jest identycznoécig na zbiorze [0, +oc0).

Przyjmijmy, ze (X, d) jest przestrzenig metryczna, a (E, ||-||) przestrzenig unormowang. Wow-
czas Lip(X, E) sktada sie z tych odwzorowan f: X — E, ktére spelniajg warunek

I3~ fl _

[flLip == su
P x,yeX d(X, U)
xX7#Y
Wiadomo, ze Lip(X, E) jest przestrzenia unormowang w normie ||f||rip := ||f(x.)|| + [flLip, gdzie

X, € X jest ustalonym punktem. Zauwazmy réwniez, ze Lip(X, E) moze zawiera¢ odwzorowania
nieograniczone. W takim przypadku kryterium (pre)zwarto$ci przyjmuje nastepujacg postac
(zob. [ A4, Theorem 23]).

Twierdzenie VI.2.4. Niepusty zbior A C Lip(X, E) jest prezwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € X cigcia A(x) sq prezwarte oraz dla dowolnego ¢ > 0 istnieje skoticzone pokrycie Uy, ..., Un
przestrzeni X x X\ {(x,x) | x € X} takie, ze dla kazdego wskaZnika i € {1,..., N} mamy

[(F=g)x) = (f—=9g))Il [[(f=9g)(&) —(f—g)m)]
(x,y),s(gg)eui fss:le}z\ d(x,y) d(&m) S&

Jak pokazuja przyklady przytoczone w [ A4, Section 5] powyzszego warunku w ogdélnosci
nie da sie uproscic.

Co ciekawe, w przypadku gdy X jest domknieciem otwartego i ograniczonego podzbioru
przestrzeni euklidesowej R™, kryterium w Lip(X,R) podobne do Twierdzenia VI.2.4 zostato
udowodnione w roku 1991 przez Lanza de Cristoforis. Jednakze praca zawierajaca te wyniki [69]
nigdy nie zostata opublikowana, a informacje o niej uzyskaliémy od autora podczas wspdlnej
roZmowy.

W ostatnim paragrafie artykutu [ A4] zajmowaliSmy sie zwartoscia w tzw. ,,malej prze-
strzeni Lipschitza” (ang. little Lipschitz space), ktora jest kluczowa w opisie drugiego predualu
Lip(X, E). Podobnie jak wcze$niej, takze i tutaj przedstawilismy warunki konieczne i dostateczne,
aby niepusty i ograniczony podzbior tej przestrzeni byt prezwarty. Warto podkresli¢, ze nasze
wyniki rozszerzaja wyniki uzyskane przez Johnsona w [62, Theorem 3.2]. Johnson badat bowiem
przypadek, gdy E := R, a funkcja poréwnujaca ¢ jest identycznoscig na [0, +00).

V1.3. TEORIA OPERATOROW

Zacznijmy od przypomnienia definicji odwzorowania wyzszego rzedu wprowadzonej
przez Grossmana i Millera w [56] w zwigzku z badaniami nad asymptotycznym zachowaniem
rozwigzan réwnania rézniczkowo-catkowego postaci

t

x'(t) = f(t) + A(t)x(t) + G(x)(t) +J B(t,s)x(s)ds, x(0)=xo,
0

gdzie G jest ,malym” operatorem nieliniowym.
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Definicja VI.3.1. Odwzorowanie G: Be(0,1r) - Ew przestrzeni unormowanej E nazwiemy
wyzszego rzedu, jesli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje & > 0 takie, ze ||G(x) — G(y)|| < ¢]|[x —y|| dla
wszystkich x,y € Bg(0, 8).

Jak udowodniliSmy w pracy [A10], odwzorowania wyzszego rzedu sg rézniczkowalne
w zerze w sensie Frécheta i ich pochodna wynosi zero (zob. [A10, Lemma 3.3]). Z drugiej strony,
jesli funkcja G: Be(0,7) — E ma ciggla pochodng w sensie Frécheta oraz G’(0) = 0, to jest ona
odwzorowaniem wyzszego rzedu. Pojawia si¢ wiec naturalne pytanie, czy klasy odwzorowan
wyzszego rzedu oraz funkcji r6zniczkowalnych w sensie Frécheta w sposéb ciagly o zerowej
pochodnej w zerze pokrywajg sie. W pracy [ A9] podaliSmy prosty przyklad funkcji G: R — R,
ktora jest odwzorowaniem wyzszego rzedu, a mimo to nie posiada pochodnej w punktach
postaci — dlan € N (zob. [A9, Example 3]). Okazuije si¢, ze wynik ten mozna wzmocni¢. Dla
kazdego zbioru mierzalnego A C (0,1) typu Gs, mozna bowiem skonstruowacé funkgje, ktora jest
rézniczkowalna na zbiorze R \ A, nie posiada pochodnej w zadnym punkcie zbioru A, a ponadto
jest odwzorowaniem wyzszego rzedu (zob. [65, Przykiad 3.2]).

W naszych badaniach skupilismy sie gtéwnie na odwzorowaniach wyzszego rzedu, ktére
sq jednoczesnie operatorami superpozycji. Przykladowym wynikiem jest ponizsze twierdze-
nie, ktére podaje warunki konieczne i dostateczne, aby autonomiczny operator superpozycji,
generowany przez funkcje analityczng, byt odwzorowaniem wyzszego rzedu w przestrzeni BV
(zob. [A10, Theorem 4.1]).

Twierdzenie V1.3.2. Zatézmy, ze funkcja f: R — R jest sumg szeregu potggowego o Srodku w zerze
i nieskoriczonym promieniu zbieznosci postaci

f(u) = i a,u™.
n=0

Woéwczas autonomiczny operator superpozycji C¢: BV — BV jest odwzorowaniem wyzszego rzedu wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = 0.

Dow6d Twierdzenia VI.3.2 opierat si¢ na przyblizaniu operatora Cy ciggiem odpowied-
nich odwzorowan wyzszego rzedu. Rozwiniecie tej metody pozwolito p6zniej uzyskaé wyniki
dotyczace cigglosci autonomicznych operatoréw superpozycji w przestrzeni BV opisane w pra-
cach [P4] oraz [91]. Szczeg6lowe oméwienie tych wynikéw znajduje sie¢ w Paragrafie IV.5.2.

W pracy [A10] skonstruowali$my réwniez przyklad nieautonomicznego operatora super-
pozycji S4, generowanego przez funkcje nieciggla g: [0,1] x R — R, ktéry jest odwzorowaniem
wyzszego rzedu w przestrzeni YBV,, (zob. [A10, Example 6]). Podaliémy takze warunki dosta-
teczne, przy ktérych nieliniowy operator catkowy Hammersteina jest odwzorowaniem wyzszego
rzedu w tej przestrzeni (zob. [A10, Theorem 4.2]).

Badania dotyczace operatoréw superpozycji i odwzorowan wyzszego rzedu kontynuowa-
lismy w artykule [A9]. UdowodniliSmy m.in. nastepujace rozszerzenie Twierdzenia VI.3.2
(zob. [A9, Theorem 8]).

Twierdzenie V1.3.3. Niech (E, |||« ) bedzie podprzestrzenig unormowang przestrzeni ograniczonych
funkcji rzeczywistych okreslonych na R, ktéra zwiera funkcje state. Zatézmy, ze f: R — R generuje auto-
nomiczny operator superpozycji C¢ dziatajgcy na przestrzeni E. Wowczas operator Cy jest odwzorowaniem
wyzszego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f rowniez jest odwzorowaniem wyzszego rzedu.



33

Wynik ten prowadzi do pelnego opis autonomicznych operatoréw superpozycji bedacych
odwzorowaniami wyzszego rzedu w przestrzeniach Banacha funkgcji jednostajnie prawie okre-
sowych i ich zaburzen oraz przestrzeni ograniczonych funkcji prawie okresowych w sensie
Lewitana (zob. [A9, Corollary 2 oraz Corollary 3]).

W pracy [A9] badali§my réwniez operatory superpozycji w przestrzeni liniowo—metrycznej
LAP, ktorej elementami sg funkcje prawie okresowe w sensie Lewitana. Przypomnijmy, ze me-
tryka w tej przestrzeni okreslona jest wzorem d(f, g) = min{1, ||f — g||~}. Korzystajac z réwno-
waznej charakteryzacji funkcji prawie okresowych w sensie Lewitana w terminach topologii
Bohra, wykazaliSmy nastepujace twierdzenie dotyczace jednostajnie ciggtych nieautonomicznych
operatoréw superpozycji (zob. [A9, Theorem 12]).

Twierdzenie V1.3.4. Operator superpozycji S¢, generowany przez funkcje f: R x R — R, przeksztatca
przestrzeni (LAP, d) w siebie i jest jednostajnie ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) dla kazdego u € R funkcja t — f(t,u) jest prawie okresowa w sensie Lewitana oraz

(ii) funkcjaw — f(t,u) jest jednostajnie ciggta na R jednostajnie wzgledem t € R, tzn. dla kazdego
e > Oistnieje & > 0 takie, ze sup, . |f(t, 1) —f(t,w)| < e dla wszystkichw, w € R spelniajgcych
nierownosé lu — w| < 9.

Osobne rozwazania w [A9] poswieciliSmy takze operatorowi splotu dzialajgcemu w prze-
strzeni Banacha ograniczonych funkcji prawie okresowych w sensie Lewitana (zob. [ A9, The-
orem 13]).

VI1.4. TEORIA PUNKTU STALEGO

W pracy [A12] zajmowaliSmy si¢ badaniem istnienia punktéw statych dla odwzorowan
stabo F-kontrakcyjnych i silnie F-rozszerzajacych w przestrzeniach topologicznych. Jednym z przy-
ktadowych wynikow, ktére uzyskalisémy, jest ponizsze twierdzenie (por. [A12, Theorem 1]).

Twierdzenie V1.4.1. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng z punktem bazowym x., a F: X x X = R
funkcjg pélcigglg z dotu. Zatézmy, ze ciggle odwzorowanie f: X — X jest stabo F-kontrakcyjne, czyli dla
dowolnych réznych elementéw x,y € X spetnia warunek F(f(x), f(y)) < F(x,y). Jesli implikacja

A=f(A)U{x.} = A jest zbiorem warunkowo zwartym

jest prawdziwa dla kazdego przeliczalnego podzbioru A przestrzeni X, to odwzorowanie f posiada dokladnie
jeden punkt staty.

Warto doda¢, ze zalozenia dotyczace regularnosci funkcji F w Twierdzeniu VI.4.1 mozna
ostabi¢. Podobnie, zamiast odwzorowania f mozna rozwazac pewna jego iteracje (zob. [A12, Sec-
tion 2 oraz Section 3]). Jednakze, w celu zachowania przejrzystosci prezentacji, postanowiliSmy
przedstawi¢ powyzszy wynik w mniej ogélnym ujeciu.

Pewnymi uogolnieniami i rozszerzeniami twierdzenia Banacha o kontrakcji, tym razem
w kontekscie archimedesowych i niearchimedesowych przestrzeni unormowanych, zajmowali-
$my sie takze w pracy [A10]. Jednym z wynikéw, ktéry uzyskalisémy, byta ponizsza nieznaczna
modyfikacja twierdzenia Lovelady’ego (zob. [ A10, Proposition 5]).
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Twierdzenie VI1.4.2. Zalézmy, ze €, oraz B, sq przestrzeniami Banacha, a T: Eq X §E2(O,r) — E»
odwzorowaniem spetniajgcym warunek Lipschitza ze wzgledu na dwie zmienne. Zatézmy rowniez,
ze T(0,0) = 0. Dodatkowo, niech G: Bg,(0,1) — E, bedzie odwzorowaniem wyzszego rzedu oraz
G(0) = 0. Wowczas znajdziemy liczby dodatnie o < 1 oraz v < v takie, ze dla kazdego punktu
(o, &) € Bg,(0,m) x Bg,(0,m) istnieje doktadnie jedno rozwigzanie réwnania x, = T(a, & + G(x.))
o niewiadomej x.. € B, (0, o).

W wielu przypadkach zamiast Twierdzenia VI.4.2 mozna bezposrednio uzy¢ zasady kontr-
akcji Banacha. Jednak dos¢ czesto, korzystajac z metody opartej na twierdzeniu o punkcie stalym
Lovelady’ego, mozna uzyska¢ znacznie wigksze wartosci statej 1, ktéra odpowiada zakresowi
zmiennoSci warunkéw poczatkowych rozwazanego zagadnienia.

W moich badaniach nad teorig punktu statego w przestrzeniach Banacha ze stozkiem zajmo-
walem sie kwestig istnienia tzw. kierunkéw nieimienniczych, czyli wartosci i wektoréw wtasnych
dla odwzorowarn nieliniowych. Przypomnijmy, Ze stozkiem nazywamy niepusty, domkniety i wy-
pukly podzbiér Ce rzeczywistej przestrzeni Banacha E, r6zny od zbioru {0}, ktéry spelnia dwa
warunki: Cg N (—Cg) = {0} oraz ACg C Cg dla A > 0. W pracy [A8] udowodniliémy m.in. naste-
pujace rozszerzenie twierdzenia Leggetta—Williamsa, w ktérym operator liniowy L zastgpiliSmy
polnorma |-| (zob. [A8, Theorem 4]).

Twierdzenie V1.4.3. Przyjmijmy, ze (E, ||-||) jest przestrzeniq Banacha ze stozkiem Cg, F: CeNBg(0,1) —
Ce, gdzie v > 0, odwzorowaniem ciggltym i zwartym, a |-| : E — [0, +-00) cigglg pétnormg. Dodatkowo
zatozmy, Ze istniejq state dodatnie m, M oraz & spelniajgce warunki:

(i) [|x|| < M[x| dla x € Cg,
(ii) m < vM1oraz x| = mdla pewnego x € Cg N Be(0,7),
(iii) [F(x)] = &dlax € Ce NBe(0, ) takich, ze |x| = m.

Wowczas istniejg A, > 0 oraz x, € Cg N Be (0, 1) takie, Ze F(x,) = Ayx, oraz |x| = m.

Dowdd oryginalnego twierdzenia Leggetta-Williamsa (zob. [70, Theorem 1]) opierat si¢ na
zastosowaniu twierdzenia Schaudera o punkcie stalym do pewnego odwzorowania okreslonego
na zbiorze S := Cg N B¢ (0,1) N{x € E | L(x) = m}, ktéry jest zaréwno domkniety jak i wypukly.
Jednakze, gdy odwzorowanie liniowe L zastagpimy péinormga |- |, moze sie okaza¢, ze zbior
ten przestaje by¢ wypukly. Dlatego kluczowym elementem dowodu Twierdzenia V1.4.3 byto
wykazanie, ze zbior S jest retraktem absolutnym.

Dla petnosci dodajmy, ze Twierdzenie VI1.4.3 nie tylko rozszerza wynik Leggetta—Williamsa,
ale réowniez klasyczne twierdzenia Birkhoffa—Kellogga o istnieniu kierunkéw niezmienniczych
dla odwzorowan w przestrzeniach Banacha ze stozkiem (zob. [15] lub [47, Theorem 6.1, str. 62]);
wystarczy przyjac | -| := ||-||, m := r oraz M := 1. Warto zaznaczy¢, ze w niektorych przypadkach
zastosowanie Twierdzenia VI.4.3 jest mozliwe, podczas gdy twierdzenia Birkhoffa—Kellogga nie
(zob. [ A8, Example 1]).

W pracy [A8] zajmowaliSmy sie réwniez wersjami twierdzenia Leggetta—Williamsa, w kt6-
rych zatoZenie dotyczgce zwarto$ci operatora F zastgpiliSmy pewnymi stabszym warunkami
,zwarto$ciowymi” podobnymi do tego z Twierdzenia V1.4.1 (zob. [ A8, Theorem 5 oraz The-
orem 6]).
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VI.5. TEORIA ROWNAKN ROZNICZKOWYCH I CALKOWYCH

W tym paragrafie oméwimy zastosowania wynikéw uzyskanych w pracach [A6]-[A12]
w teorii réwnan rézniczkowych i catkowych oraz uktadéw dynamicznych. Wiekszos¢ z tych
zastosowan zostanie przedstawiona skrétowo, natomiast w kilku przypadkach przeprowadzimy
bardziej szczeg6towg dyskusje.

W ponizszym spisie funkcje niewiadoma zawsze bedziemy oznacza¢ literg x. W pracy [A12]
badalismy istnienie oraz jedynosé¢ rozwigzan réwnania catkowego Fredholma w postaci spektral-
nej

}\an(<xr@n>)(ﬁ)n —x=f

w klasie funkcji calkowalnych z kwadratem na przedziale [a, b]. Dow6d oparty byt na wers;ji
Twierdzenia VI.4.1 dla odwzorowan silnie rozszerzajacych.
W pracy [A10] badali$émy istnienie oraz jedyno$¢ rozwigzan réwnania catkowego Hammer-
steina z zaburzeniem
1

x(t) = g(t) + F(x)(t) + AL k(t,s)f(x(s))ds, tel0,1],

a takze mieszanego réwnania Volterry-Hammersteina

t 1
x(t) = g(t) +J J k(t, s)f(x(s))dsdt, te€l0,1],
0 Jo
w klasie YBV,,. W pierwszym przypadku dowo6d oparty byt na Twierdzeniu V1.4.2, za§ w drugim
na oryginalnym wyniku Lovelady’ego.

W pracy [A9] badali$my istnienie oraz jedyno$c¢ rozwigzan réwnania catkowego Hammer-
steina z zaburzeniem

1

x(t) = g(t) + Fx)(t) +J K(t, s)f(s,x(s))ds, t€R,
0
w Kklasie funkcji pseudo prawie okresowych bedacych zaburzeniami funkgcji jednostajnie prawie
okresowych. Dowéd oparty byt na twierdzeniu Lovelady’ego.

W pracy [A8] badali$émy istnienie i liczbe dodatnich rozwigzan réwnania Hammersteina

Ax(t) = J k(t,s)f(s,x(s))ds, teQ, (9)

Q

w klasie rzeczywistych funkcji ciggtych okreslonych na domknieciu ograniczonego i otwartego
zbioru QO C R™. Rozwigzania te miaty dodatkowo spelnia¢ pewien warunek wyrazony w termi-
nach pétnormy ||-||i». Oprécz rozwigzan o warto$ciach rzeczywistych rozwazaliémy réwniez
przypadek, gdy rozwigzania przyjmuja wartosci w przestrzeni Banacha. Dowody oparte byty
na Twierdzeniu V1.4.3 oraz pewnym jego rozszerzeniu. Rozwazania dotyczgce powyzszego
réwnania catkowego Hammersteina wykorzystaliSmy do badania istnienia rozwigzan zagadniefi
brzegowych drugiego rzedu postaci

—x"(t) = AM(t,x(t)), tel0,1],

z warunkami x(0) = x’(1) = 0 oraz x(0) = x(1) = 0.
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Badania nad zagadnieniami brzegowymi kontynuowaliSmy w pracy [A7]. W pierwszej
czesdci rozwazaliémy zagadnienie brzegowe z warunkami okresowymi postaci

x"(t) + w?x(t) = AMf(t,x(t)), tel0,1],

x(0) =x(1), x'(0)=x'(1), (10)

gdzie A # 0, a funkcja f: [0,1] x R — R jest ciggla. Dla parametE’)w w # 2mm, n € N, jest ono
rownowazne z rownaniem catkowym Hammersteina (9), gdzie Q) := [0, 1] oraz

1

coslw(s —t+s
[(% - )], jezeli0 < s <t<1,
2wsin(sw)

k = 11
(t,) COS[(U(%—S—F’E)] (1)

2wsin(3w)

, jezeli0 <t<s <1

Korzystajac z tej rownowaznosci oraz ,catkowej wersji” Twierdzenia VI.4.3 (zob. [A7, The-
orem 3.3]) udowodniliémy nastepujacy wynik (zob. [A7, Theorem 3.5]).

Twierdzenie VI.5.1. Niech w bedzie stalg dodatnig rézng od 2rmn dla n € N. Ponadto, niech v > 1
oraz niech funkcja ciggta f: [0,1] x [—r,r] — [0, 4+00) spetnia warunek f(t,u) > 0, gdy 0 < t < 1
oraz 2w*1!sin(%w)| < Jul < r. Wowezas dla dowolnego parametru p € [1,+o00) istnieje stata dodatnia
A = A w, p) taka, Ze zagadnienie brzegowe (10) posiada rozwigzanie x: [0,1] — [—, 1], ktére spetnia
dodatkowy warunek

1 1
(J yx(t)ypdt> " = 2w sin(lw)].
0

Zauwazmy, ze dla pewnych warto$ci parametru w jagdro k moze osiggaé wartosci ujemne
na odcinkach innych niz pionowe. Gdy w = 37, mamy bowiem k(t,t) = —3~ < 0dla t € [0, 1.
W sytuacjach takich, gdy funkcja Greena zmienia znak, stosowanie tradycyjnych metod, takich
jak na przyklad te opisane przez Webba w [108], staje si¢ niezwykle trudne, a czasem wrecz
niemozliwe.

W drugiej czesci pracy [A7] zajmowali$my sie réwnaniami r6zniczkowymi drugiego rzedu

X(t) = —Af(t,x(t)), telo,1], (12)

z nielokalnymi warunkami brzegowymi wyrazonymi catkami Riemanna-Stieltjesa postaci

1

x(0) = JlA(s)dx(s) oraz x(1) :J B(s)dx(s) (13)

0 0

lub
1

1
x(0) :J x(s)dA(s) oraz x(1) :J x(s)dB(s). (14)
0 0
Przeksztalcajac zagadnienie brzegowe (12)—(13) do odpowiedniego nieliniowego réwnania
Hammersteina z zaburzeniem oraz korzystajac z twierdzenia typu Krasnosielskiego o punkcie
stalym udowodnili$my nastepujacy wynik (por. [A7, Theorem 4.16]).
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Twierdzenie V1.5.2. Niech f: [0,1] x R — R bedzie funkcjg cigglg. Ponadto zatézmy, Ze funkcje
A,B € CUBYV sg takie, ze

1
J [A(s) — B(s)lds| < 1.

0

Wéwczas istnieje liczba A, > 0 taka, Ze dla dowolnego parametru A € R spetniajgcego warunek |A| < A,
zagadnienie brzegowe (12)—(13) posiada rozwigzanie.

Podobne twierdzenie mozna sformulowac¢ réwniez w przypadku zagadnienia (12)—(14)
(zob. [A7, Theorem 4.17]).

Praca [A11] koncentruje si¢ na réwnaniach rézniczkowych utamkowego rzedu, ktére zy-
skuja na popularnosci dzieki szerokim zastosowaniom w réznych dziedzinach. Réwnania te
moga by¢ wykorzystane m.in. do opisu zjawisk sub- lub superdufuzji (zob. np. [66,67]). Arty-
kul [A11] rozwija badania prowadzone w [23,27]. Rozwazamy w nim zagadnienie poczatkowe
z uogolniong pochodng Riemanna-Liouville’a postaci

(15)

gdzie n jest ustalong liczbg naturalng, x € (n —1,n), xx € Rdlak=1,...,n,af: (0,1] xR =R
jest funkcja ciggla, jak rowniez zagadnienie

x o) (t) — ap ) (t) — L —apx ) (t) =

g(t,x(t)), telo,1],
x(0) =0

(16)

~

gdzie g: [0,1] x R — Rjest funkcjg ciggly, 0 < &) < ... < ¢p <loraza; e Rdlaj=1,...,n—1.

Gléwnym celem pracy [A11] bylo opisanie topologicznych wtasnosci zbioréw rozwigzan
omawianych zagadnierr. W przypadku zagadnienia (15) udowodnili$my nastepujace twierdzenie
typu Aronszajna (zob. [A11, Theorem 5]).

Twierdzenie V1.5.3. Jesli funkcja f: (0,1] x R — R jest ciggla oraz ograniczona, to zbiér rozwigzan
zagadnienia poczgtkowego (15) jest zbiorem Rs w przestrzeni wszystkich funkcji cigghych okreslonych na
przedziale (0, 1] wyposazonej w topologie zbieznosci jednostajnej na zbiorach zwartych.

Dla zagadnienia poczatkowego (16) wykazaliSmy twierdzenie typu Vidossicha (por. Twier-
dzenieIV.6.4 powyzej). Warto zauwazy¢, ze ze wzgledu na specyfike pochodnych typu Riemanna-—
Liouville’a, w poréwnaniu do klasycznego przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
dowody omawianych tu wynikéw wymagaja bardziej subtelnej analizy. Ponadto nalezy zwrdcié
uwage, ze w 6wczesnym czasie artykul [A11] byt jednym z nielicznych, ktére poruszaly kwestie
topologicznych wlasnosci zbioréw rozwigzan réwnan z pochodnymi rzedu utamkowego.

W drugiej czesci pracy [A11] zbadali$my réwniez kwestie istnienia dodatnich rozwigzan
zagadnienia (15), otrzymujac nastepujacy wynik (zob. [A11, Theorem 8]).
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Twierdzenie VI.5.4. Zatézmy, Ze funkcja ciggla oraz ograniczona f: (0, 1] x [0, +00) — [0, +00) spetnia
nastepujgce warunki:

(i) f(t,0) > 0dla kazdego t € (0,1],
(ii) dla kazdego t € (0,1] funkcja w — f(t,u) jest nierosngca,
(iii) istnieje stata m € (0, 1) taka, Ze dla wszystkich t € (0,1] oraz u € (0, +o00) zachodzi mf(t,0) <
f(t,u),
(iv) dla kazdej liczby A € (0,1) istnieje n € [1,%) takie, Ze f(t,Au) < nf(t,u) dla wszystkich
t € (0,1] oraz u € [0, +00).

Jezeli x\. > 0 dla wszystkich wskaznikow k =1, ...,n, to zagadnienie poczgtkowe (15) posiada dodatnie
rozwigzanie okreslone na calym przedziale (0, 1].

W artykule [A6] badaliémy réwnanie ewolucji postaci
x'(t) = —ox(t) + f(t), (17)

okreélone dla p.w. t € R, gdzie o > 0 jest ustalong stalg, a f: R — R funkcja lokalnie catkowalna.
Interpretujac x jako warto$¢ napiecia wzdiuz blony komoérkowej, a f jako bodziec zewnetrzny,
réwnanie to mozna wykorzysta¢ do opisu aktywnosci neuronéw. Z obserwacji biologicznych
wynika, ze warto$¢ napiecia wzdtuz btony komoérkowej roénie az do momentu osiggniecia pewnej
krytycznej wartosSci, po czym nastepuje ,, wystrzal” i ,resetowanie” do stanu spoczynkowego.
Dlatego réwnanie (17) wyposaza sie w dodatkowy warunek

x(s)=1 = lim x(t) =0; (18)

t—st

dla uproszczenia przyjeliémy, ze wartos¢ krytyczna wynosi 1, a spoczynkowa 0. Z uktadem (17)-
(18) mozna powiazaé tzw. firing map @ oraz displacement map ¥, ktére dla t € R zdefiniowane sg
nastepujgcymi wzorami

D(t) := inf{t* >t

ta
e’t < J [f(u) — ole”™ du}

t

oraz ¥Y(t) := @(t) — t. Stuzg one do opisu momentéw ,wystrzaléw” i czasu oczekiwania na nie.

Celem pracy [A6] bylo zbadanie wtasnosci odwzorowan @ oraz V. ZaczeliSmy od podania
warunkéw, przy ktérych firing map oraz displacement map s poprawnie okre$lone, a displacement
map jest funkcja jednostajnie ciggla i ograniczong na R. Przeanalizowali$my réwniez, kiedy firing
map jest funkcja rosnaca (zob. [A6, Section 4.1]). Nastepne zbadali$émy wlasnosci okresowosci
odwzorowania ¥, gdy f jest funkcja (prawie) okresowa. Okazuje si¢, ze jezeli odwzorowanie
t — f(t) — o jest SciSle oddzielone od zera, to displacement map jest funkcjg graniczenie okresowq
oraz jednostajnie prawie okresowg, gdy bodziec f jest odpowiednio graniczenie okresowy i S'-
prawie okresowy (zob. [ A6, Theorem 4.17 oraz Theorem 4.18]). Jednakze, gdy f jest funkcja
prawie okresowg wzgledem miary y, displacement map moze by¢ jednostajnie ciggte i ograniczone
na R, ale niekoniecznie prawie okresowe wzgledem miary. Tym bardziej w takim przypadku
Y nie moze by¢ SP- lub jednostajnie prawie okresowe. Z drugiej strony istniejg bodZce prawie
okresowe wzgledem miary , ktore nie sa S'-prawie okresowe, ale dla ktorych displacement
map jest SP-prawie okresowe dla kazdego parametru p € [1, +00) (zob. [ A6, Example 4.22 oraz
Example 4.23]).
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W Paragrafie 6 pracy [A6] szczegdtowo przebadaliSmy tzw. firing rate zdefiniowane wzorem

n
Fr(t) == lim ——

r(t) == lim ()
gdzie ®™ oznacza n-tg iteracje firing map. Udowodniliémy m.in., ze dla bodzcéw S'-prawie
okresowych firing rate istnieje i jest jednoznacznie okreslone (zob. [A6, Theorem 6.14]). Wynik
ten mozna sformulowaé w nastepujacy sposéb.

Twierdzenie VL5.5. Niech f: R — R bedzie funkcjg S'-prawie okresowg. Ponadto zatézmy, ze istnieje
statan > 0 taka, ze f(t) — o > 1 dla prawie wszystkich t € R. Wtedy dla kazdego t € R firing rate dla
uktadu (17)—(18) istnieje oraz Fr(t) = Fr(0) € (0, +-00).

Wyniki uzyskane w [ A6] stanowig istotne rozszerzenie oraz uporzadkowanie dotychczaso-
wej wiedzy na temat dynamiki uktadéw postaci (17)-(18) (por. [21,75,76]).

VII. INFORMACJA O WYKAZYWANIU SIE ISTOTNA AKTYWNOSCIA NAUKOWA ALBO
ARTYSTYCZNA REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNI, INSTYTUCJI NAUKOWE]
LUB INSTYTUCJI KULTURY, W SZCZEGOLNOSCI ZAGRANICZNEJ

Bratem udziat w trzech zagranicznych wyjazdach naukowych:

[W1] Mathematisches Forschngsinstitut Oberwolfach (w ramach programu Research in Pairs:
Generalized BV-type spaces) — 18-30 marca 2018,

[W2] Dipartimento di Matematica e Informatica, Universita della Calabria, Cosenza, Italy
(w ramach programu Erasmus+) — 24-27 maja 2016,

[W3] Department of Mathematics, Morgan State University, Baltimore, USA — 3-13 listopada
2009.

Wyjazd [W1] miat charakter naukowy i odby! si¢ w ramach wspélpracy z J. Appellem oraz
S. Reinwandem z Uniwersytet Juliusza i Maksymiliana w Wiirzburgu. (Ze strony polskiej udziat
brala réwniez D. Bugajewska.) Jego efektem jest praca [P1] oraz ksigzka [M1].

Wyjazd [W2] miat charakter zar6wno dydaktyczny jak i naukowy w ramach wspélpracy
z G. Infante z Uniwersytetu w Kalabrii. Podczas tego wyjazdu wygtositem minikurs dla dokto-
rantéw pt. Eigenvalues of nonlinear operators with applications to integral and differential equations.
Ponadto, jego efektem byto powstanie pracy [A7].

Wyjazd [W3] miat charakter naukowy i odbyt sie w ramach wspétpracy z D. Bugajewskim
oraz X.-X. Ganem z Uniwersytetu Morgan State. W jego trakcie wygtositem dwa odczyty naukowe
On fractional calculus oraz On some fixed point theorems with applications. Dodatkowo poprowadzitem
drugg czes¢ warsztatow na temat IKIgX a dla pracownikéw Wydzialu Matematyki UMS.

W ramach grantu przyznanego przez Uniwersytet w Kalabrii we wrzedniu 2023 roku mia-
fem wzigé udziat w trzytygodniowym wyjezdzie naukowym na tamtejszy Wydziat Matematyki
i Informatyki, gdzie planowatem prowadzi¢ badania naukowe z G. Infante oraz wyglosi¢ od-
czyty dla studentéw i doktorantéw. Niestety wyjazd ten nie odbyt sie z powodu dlugotrwatej
hospitalizacji mojej corki.

W roku akademickim 2011/2012 uczestniczylem w kilku odczytach wygtoszonych w ramach
seminarium Katedry Ekonomii Matematycznej Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu. Wy-
glositem takze dwa wlasne: Funkcje prawie okresowe oraz Twierdzenie Lovelady’ego o punkcie statym
wraz zastosowaniami do réwnan nieliniowych. Dodatkowo, w roku 2016 mialem okazje wyglosi¢
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kolejny odczyt pt. Rownania rézniczkowe z niecigglg prawg strong. W tamtym czasie pracownikiem
i p6Zniejszym kierownikiem Katedry Ekonomii Matematycznej Uniwersytetu Ekonomicznego
w Poznaniu byt prof. UAM dr hab. Piotr Mackowiak, z ktérym nawigzatem owocng wspoétprace,
prowadzacg do licznych publikacji naukowych.

VIII. INFORMACJA O OSIAGNIECIACH DYDAKTYCZNYCH, ORGANIZACYJNYCH ORAZ
POPULARYZUJACYCH NAUKE LUB SZTUKE

VIII.1. DoSwIADCZENIE DYDAKTYCZNE

Podczas pracy w Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu prowadzitem:

e wyklady z przedmiotéw: Matematyka, Matematyka 1, Matematyka 2, Matematyka w geode-
zji i kartografii oraz Matematyka i statystyka dla studentéw Wydzialu Nauk Geograficznych
i Geologicznych kierunkéw: ekologia miasta, geodezja i kartografia, geografia, geologia,
geoinformacja, hydrologia i gospodarka wodna, hydrologia, meteorologia i klimatologia,
zarzadzanie Srodowiskiem,

e wyklady z przedmiotéw: Analiza matematyczna 1, Analiza matematyczna 2, Matematyka 1
oraz Matematyka 2 dla studentéw Wydziatu Fizyki kierunkéw: biofizyka, fizyka, fizyka
medyczna, optyka okularowa i optometria,

e ¢wiczenia z przedmiotéw: Analiza matematyczna 1, Podstawy matematyki, Rachunek
prawdopodobieristwa, Repetytorium z matematyki, Réwnania rézniczkowe, Wstep do
matematyki dla studentéow Wydziatu Matematyki i Informatyki kierunkéw: analiza i prze-
twarzanie danych, matematyka oraz informatyka,

e ¢wiczenia z przedmiotéw: Matematyka 1, Matematyka 2 oraz Matematyka w geodezji
i kartografii dla studentéw Wydziatu Nauk Geograficznych i Geologicznych kierunkéw:
geodezja i kartografia, geologia, hydrologia, meteorologia i klimatologia.

e ¢wiczenia z przedmiotu: Matematyka dla studentéw Wydziatu Chemii kierunkéw: chemia
kosmetyczna, chemia materiatowa oraz chemia sagdowa.

Bytem réwniez autorem sylabuséw wiekszoéci prowadzonych przeze mnie przedmiotéw
na Wydziale Nauk Geograficznych i Geologicznych oraz Wydziale Fizyki, a takze wspétautorem
(wraz z dr Bernadetg Tomasz) sylabusa do przedmiotu ,,Podstawy matematyki” prowadzonego
na kierunku Analiza i przetwarzanie danych na Wydziale Matematyki i Informatyki. Nalezy
zwrdéci¢ uwage, ze w kazdym przypadku sylabus przedmiotu byt dostosowany do specyfiki
danej dziedziny.

Wypromowalem 7 licencjatéw.

VIIL.2. DOSWIADCZENIE ORGANIZACYJNE

1. Udzial w komitetach redakcyjnych czasopism naukowych:
e Managing Editor w Journal of Nonlinear Evolution Equations and Applications — od
2014 do chwili obecnej,
e Assistant Editor w Demonstratio Mathematica — od 2017 do 2019.
2. Wspdtorganizator (z prof. UAM drem hab. Maciejem Kandulskim oraz drem Marcinem Bor-
kowskim) ceremonii otwarcia konferencji Joint Meeting of the German Mathematical Society
(DMV) and the Polish Mathematical Society (PTM), September 17-20, 2014, Poznan, Poland,
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podczas ktérej odbylo sie rowniez wreczenie Nagréd Gtownych PTM, Miedzynarodowej
Nagrody im. Stefana Banacha oraz Nagrody Niemieckiego Towarzystwa Matematykow.

3. Pomoc przy organizacji konferencji The J6zef Marcinkiewicz Centenary Conference JM100,
28 June - 2 July, 2010, Poznari, Poland.

4. Pelnienie w latach 2012-2016 funkcji cztonka Wydziatowego Zespotu ds. Oceny Jakosci
Ksztatcenia przy WMI UAM.

5. Pelnienie w latach 2020-2024 funkgji cztonka Rady Programowej kierunku studiéw Analiza
i przetwarzanie danych przy WMI UAM.

6. Petnienie w latach 2014-2019 funkcji Sekretarza Oddziatu Poznariskiego Polskiego Towarzy-
stwa Matematycznego.

VIII.3. POPULARYZACJA NAUKI I SZTUKI

1. Wygtoszenie ponad 30 wykladéw popularyzujacych matematyke dla uczniéw szkét podsta-
wowych oraz ponadpodstawowych m.in. w ramach Poznariskiego Festiwalu Nauki i Sztuki,
cyklu Po indeks z Pitagorasem, czy Miedzyszkolnego Kota Matematycznego. Przykltadowe tytuly
odczytéw to:

o Czy kota mogq by¢ kwadratowe? Czyli kilka stow o mierzeniu odlegtosci
o Kolor i dZwigk: jak ustysze¢ funkcje i zobaczy¢ dzwiek

o Trygonometria: nie taki sinus straszny jak go malujg

o lle razy mam Wam powtarzac? Czyli czym sq funkcje okresowe

2. Wspdtorganizowanie i wspétprowadzenie w latach 2008-2012 Miedzyszkolnego Kota Mate-
matycznego dla uczniéw poznariskich szkét ponadpodstawowych.

3. Wspoélorganizowanie w roku szkolnym 2013-2014 Kota Matematycznego dla uczniéw Gim-
nazjum w Borowie im. prof. Stanistawa Kielicha.

4. Wygloszenie odczytu popularyzujgcego matematyke w ramach obchodéw 30-lecia
Wydzialu Matematyki i Informatyki UAM dla pracownikéw Wydziatu Geografii Spoteczno-
Ekonomicznej i Gospodarki Przestrzennej UAM pt. Metody analizy nieliniowej w wybranych
zagadnieniach zagospodarowania przestrzennego i planowania transportu — kwiecierr 2024.

IX. INFORMACJE DODATKOWE

IX.1. UbDziAt W KONFERENCJACH NAUKOWYCH

W trakcie swojej dzialalnosci badawczej uczestniczytem w 26 konferencjach i warsztatach kra-
jowych oraz zagranicznych z czego 18 miato zasieg miedzynarodowych. Podczas tych wydarzen
wyglositem acznie 19 odczytow.

1. Dynamical Systems and Applications VI, DSA 2024, 26-28 June, 2024, Lodz, Poland; proszony
wyktad sesyjny: Boundary value problems with non-local conditions.

2. Inspirations in Real Analysis II, 14-19 April, 2024, Bedlewo, Poland; komunikat: Integral and
superposition operators in BV-type spaces: properties, behaviour, and challenges.

3. Mini-courses in Mathematical Analysis 2023, June 19-23, 2023, Padova, Italy; komunikat
on-line: Compactness in Lipschitz spaces and around.

4. Wandering Seminar: A Conference on Ergodic Theory and Dynamical Systems, February 27
— March 1, 2020, Gdansk, Poland.
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19.

20.

21.

22.

23.
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. Banach Spaces and Operator Theory with Applications, July 3-7, 2017, Poznan, Poland;

komunikat: On continuity and compactness of some nonlinear operators in BV-spaces.

. VII Symposium on Nonlinear Analysis, September 14-18, 2015, Torun, Poland; proszony

wyklad sesyjny: Nonlinear superposition operators in BV-spaces.

. International Conference on Nonlinear Operators, Differential Equations and Applications,

July 14-17, 2015, Cluj-Napoca, Romania; komunikat: On integrate-and-fire models with almost
periodic forcing term.

. Miedzy teorig a zastosowaniami — matematyka w dziataniu, 25-30 maja 2015, Bedlewo,

Polska; komunikat: Prawieokresowosé¢ w modelach typu integrate-and-fire.

. Joint Meeting of the German Mathematical Society (DMV) and the Polish Mathematical

Society (PTM), September 17-20, 2014, Poznan, Poland.

Miedzy teorig a zastosowaniami — matematyka w dziataniu, 25-30 sierpnia 2014, Bedlewo,
Polska; komunikat: Pewne zastosowania fizyczne funkcji o ograniczonej wariacji.

The 10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Applications,
July 7-11, 2014, Madrid, Spain; komunikat: On certain classes of (not necessarily bounded)
almost periodic functions with applications.

5th Conference on Non-integer Order Calculus and its Applications, July 3-5, 2013, Cracow,
Poland.

Symposium in Real Analysis XXXVII, June 3-6, 2013, Sao Carlos, Brazil; komunikat:
On a generalization of the classical concept of bounded variation with applications.

The 10th International Conference on Fixed Point Theory and its Applications, July 9-15,
2012, Cluj-Napoca, Romania; komunikat: On Leggett—Williams type theorems for nonlinear
operators defined in cones with applications to nonlinear equations.

6th European Congress of Mathematics, July 2-7, 2012, Cracow, Poland.

Functional Analysis: Applications to Complex Analysis and Partial Differential Equations,
May 7-11, 2012, Bedlowo, Poland; komunikat: On the existence of positive eigenvalues of some
nonlinear operators with applications.

VI Sympozjum Analizy Nieliniowej, 7-9 wrze$nia 2011, Toruni, Polska; komunikat: Nieliniowe
réwnania catkowe w przestrzeniach funkcji o ograniczonej wariacji. Metoda odwzorowan wyzszego
rzedu.

International Conference on Nonlinear Operators, Differential Equations and Applications,
July 5-8, 2011, Cluj-Napoca, Romania; komunikat: On Lovelady type fixed point theorem and
mappings of higher order with applications to nonlinear equations.

The J6zef Marcinkiewicz Centenary Conference JM100, June 28 - July 2, 2010, Poznari, Poland;
komunikat: On the mappings of higher order.

8th AIMS International Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and
Applications, May 25-28, 2010, Dresden, Germany; komunikat: On mappings of higher order
and their applications to non-linear differential and integral equations.

Conformal Structures and Dynamics Summer School: Analysis on Metric Spaces and Quasi-
conformal Structures, September 14-19, 2009, IM PAN, Warsaw, Poland.

Function Spaces IX, July 6-10, 2009, Cracow, Poland; komunikat: On the topological structure
of solutions sets to certain fractional differential equations.

Zimowa Szkota ,,Metody Topologiczne w Analizie Nieliniowej”, 9-13 lutego 2009, Torux,
Polska.
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24. The 6th International Conference On Differential Equations and Dynamical Systems, May
22-26, 2008, Baltimore, USA; komunikat: On new fixed point theorems in topological spaces.

25. Sesja naukowa , ITrendy matematyki. Medale Fieldsa 2006” organizowana przez Polskie
Towarzystwo Matematyczne oraz Centrum im. Stefana Banacha IM PAN, 16-17 grudnia
2007, Bedlewo, Polska.

26. I Studenckie Sympozjum Naukowe Elektrodynamika, Politechnika Opolska, 11-12 maja
2007, Opole, Polska; komunikat: O réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych w przestrzeniach
Banacha.

IX.2. PROJEKTY BADAWCZE I STYPENDIA

Bratem udziat w trzech projektach badawczych, ktére miaty charakter lokalny. Dodatkowo,
dwukrotnie bylem stypendysta.

1. Kierownik w grancie dydaktycznym Wydziatu Matematyki i Informatyki UAM GD-02/2014.

2. Wykonawca w grancie dydaktycznym Wydzialu Matematyki i Informatyki UAM
GD-02/2013.

3. Wykonawca w grancie naukowym Wydziatu Matematyki i Informatyki UAM GN-02/2012.

4. Stypendium dla doktorantéw Fundacji UAM w roku 2011.

5. Stypendium konferencyjne Fundacji na rzecz Nauki Polskiej w roku 2011.

IX.3. NaGrobpy

1. Nagroda zespolowa Rektora UAM trzeciego stopnia za osiggniecia naukowe — 2023.

2. Nagroda Dziekana WMI UAM za osiggniecia naukowe —2019.

3. Nagroda zespotowa Rektora UAM trzeciego stopnia za osiggniecia naukowe — 2017.

4. Medal Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu dla Wybitnych Absolwentéw —
2008.

IX.4. RECENZJE ARTYKULOW NAUKOWYCH

W trakcie mojej pracy zawodowej przygotowatem recenzje dla 30 czasopism naukowych,
w tym dla tak prestizowych jak na przykiad:

e Communications on Pure and Applied Analysis

e Computers & Mathematics with Applications

e Fixed Point Theory and Applications

e Journal of the London Mathematical Society

e Journal of Mathematical Analysis and Applications
e Results in Mathematics

e Topological Methods in Nonlinear Analysis
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IX.5. DANE NAUKOMETRYCZNE

Na dzieni 27 lipca 2024 r. w bazie Scopus indeksowane sg wszystkie opublikowane przeze
mnie artykuly naukowe. Nieindeksowane sa natomiast ksigzki [M1] i [M2]. Laczna liczba
cytowan wg bazy Scopus to 85 (75 bez autocytowan). Wg bazy MathSciNet Mathematical Reviews
ksigzki [M1] i [M2] byly cytowane 5 razy (3 bez autocytowari). Indeks Hirscha wg bazy Scopus
to 6. Laczny impact factor moich publikacji (wg roku ich wydania) to 16,277.
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