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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Mateusza Johna
pt. ,,Estymacja 1 testowanie macierzy kowariancyi
nalezgcych do podprzestrzeni kwadratowych”

Recenzowana rozprawa, zgodnie z jej tytutem, dotyczy estymacji macierzy kowa-
riancji nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych w standardowym modelu wielowy-
miarowym, modelu podwdjnie wielowymiarowym oraz w modelu krzywych wzrostu,
a takze testowania wspomnianych macierzy kowariancji w modelach wielowymiarowym
oraz podwdjnie wielowymiarowym. W calej rozprawie zaktadany jest rozktad normalny
rozwazanych modeli.

Po zapoznaniu si¢ z rozprawa doktorska pana mgra Mateusza Johna stwierdzam,
ze spelia ona wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Dalsza cze$é¢ tej recenzji
zawiera omowienie zawartosci rozprawy oraz uzasadnienie tej oceny.

Rozprawa doktorska pana mgra Mateusza Johna sktada sie z czterech rozdziatow.
Wyniki zawarte w rozprawie zostaly opisane w dwoch wspoétautorskich artykutach na-
ukowych oraz jednym rozdziale ksigzki, przy czym Autor opublikowal do tej pory tacznie
cztery prace. Dwa ze zgloszonych artykutéw zostaty opublikowane w bardzo dobrych
(stupunktowych, zgodnie z aktualnym ministerialnym wykazem czasopism naukowych
i recenzowanych materialow z konferencji miedzynarodowych) czasopismach z dziedziny
statystyki matematycznej. Wszystkie trzy prace stanowiace tres¢ rozprawy opubliko-
wano w wydawnictwie Springer.

W rozdziale pierwszym, ktory stanowi wprowadzenie do rozwazanych zagadnien,
zaprezentowano podstawowe pojecia, definicje i wtasnosci operatoréw macierzowych,
omoéwiono modele danych, ktore zostang poddane analizie w dalszej czesci pracy. Przed-
stawione zostaty rowniez szczegolne struktury kowariacyjne nalezace do podprzestrzeni
kwadratowych w modelu wielowymiarowym (m.in. macierz o strukturze kompletnej sy-
metrii - CS, struktura kotowej macierzy Toeplitza - CT), a takze uogélnienia struktur
kowariacyjnych w modelu podwdjnie wymiarowym (m.in. macierz o blokowej strukturze
kompletnej symetrii - BCS, macierz o blokowej strukturze kotowej macierzy Toeplitza
- BCT). Autor wprowadzil réwniez tto historyczne zwiazane z literatura dotyczaca te-
stowania struktury macierzy kowariancji, siegajace lat czterdziestych ubiegtego wieku.
Omowiono réwniez podstawowe testy, ktore rozwazono w kolejnych czesciach pracy, tj.



test ilorazu wiarogodnosci (LRT), test wynikowy Rao (RST), test Walda (WT), dla
ktorych rozktadem granicznym statystyk testowych jest rozktad chi-kwadrat z ustalong
liczba stopni swobody. Na koniec rozdziatu krotko opisano dane rzeczywiste, ktére po-
stuzyty do ilustracji rozwazanych w rozprawie zagadnien. W mojej ocenie rozdziat ten
jest zasadniczo kompletny i wyczerpuje stownik poje¢ (w wiekszosci algebraicznych),
wtasnodci i faktow niezbednych do dalszych rozwazan.

W rozdziale drugim Autor rozpatruje problem estymacji macierzy kowariancji o li-
niowej strukturze nalezacej do podprzestrzeni kwadratowej, w modelu wielowymiaro-
wym z nieznang wartoscig oczekiwang, w ktorym przestrzen wartosci oczekiwanej ko-
mutuje z przestrzenig macierzy kowariancji. Do estymacji zastosowano metode najwiek-
szej wiarogodnosci. Wyniki tego rozdziatu stanowia rozszerzenie wynikéw Szatrowskiego
(Ann Stat 8:802-810, 1980), ktory zaktadal, ze warto$¢ oczekiwana w modelu jest znana.
Uogolnienie to uwzgledniajace zawarte zostato w twierdzeniach 2.1 oraz 2.2. Zgodnie
z teza pierwszego z nich, estymator najwickszej wiarogodnosci macierzy kowariancji
o pewnej strukturze istnieje i jest przedstawiony w postaci jawnej wtedy i tylko wtedy,
gdy przestrzen macierzy kowariancji jest podprzestrzeniag kwadratowa. W twierdzeniu
2.2, ktore uwazam za wazny wynik rozprawy, podana jest dokladna postaé¢ estymato-
ra najwiekszej wiarogodnosci macierzy kowariancji z zadana struktura, ktora jest rzut
ortogonalny macierzy bedacej estymatorem najwickszej wiarogodnosci macierzy kowa-
riancji bez struktury na przestrzen liniowa, do ktérej nalezy rozpatrywana macierz
kowariancji o zadanej strukturze.

Dalej Autor rozprawy stosuje otrzymany wynik do estymacji szczegdlnych struktur
kowariacyjnych nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych w standardowym modelu
wielowymiarowym (przestrzen struktury CS oraz CT), modelu podwéjnie wielowymia-
rowym (blokowa struktura proporcjonalna do macierzy jednostkowej oraz przestrzen
struktury BCS) oraz w modelu krzywych wzrostu (przestrzen struktury CS), przy zato-
zeniu normalnosci modelu. Stusznie podkreslona zostala tutaj waga sprawdzenia zaloze-
nia dotyczacego komutatywnosci przestrzeni wartosci oczekiwanej i przestrzeni macierzy
kowariancji w estymacji macierzy kowariancji metoda najwigkszej wiarogodnosci. War-
to w tym miejscu wspomnie¢, ze wyniki otrzymane przez pana mgr. Mateusza Johna
i jego wspotautoréw sg zgodne z wynikami uzyskanymi wcze$niej przez innych badaczy.
Mimo, ze omawiany rozdzial dotyczacy estymacji jest najmniejszy objetodciowo, jest
on istotny w dalszych rozwazaniach. Estymatory macierzy kowariancji bez struktury
sg bowiem niezbedne do wyprowadzenia statystyk testowych analizowanych w kolejnej
czesci pracy.

Dwa ostatnie rozdziaty rozprawy dotycza testowania hipotez dotyczacych struktur
macierzy kowariancji nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych, w standardowym
modelu podwdjnie wielowymiarowym.

W rozdziale trzecim Autor skupia sie na hipotezie dotyczacej testowania struktury
kowariacyjnej, nalezacej do podprzestrzeni kwadatowej o strukturze blokowej uwzgled-
niajacej zarowno zaleznosci wewnatrz-, jak i miedzyklasowe w modelu. Zaktada sie przy
tym, ze zaleznos¢ wewnatrzklasowa posiada pewng strukture kowariacyjng, nalezagca
do komutatywnej podprzestrzeni kwadratowej. Autor skupia sie na konstrukcji dwoch



testow weryfikujacych strukture zaleznosci miedzy- i wewnatrzklasowych: tescie ilora-
zu wiarogodnosci (LRT) oraz na teécie wynikowym Rao (RST). Wspomniano réwniez
o fakcie pominigcia w rozwazaniach testu Walda, ktéry jest problematyczny w precyzyj-
nym okresleniu hipotezy ztozonej z uwagi na ogélnosé¢ struktury kowariacyjnej. Postaé
statystyk testowych dla testow LRT i RST zostala wyprowadzona w twierdzeniach 3.2
oraz 3.5, odpowiednio. Wazng czescig tego rozdziatu jest wyznaczenie rozktadu do-
ktadnego statystyki testowej testu LRT przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowe;j.
Rozktad ten zostat przedstawiony w twierdzeniu 3.3, ktérego dowodd wymagal niematego
wysitku i sprawnosci rachunkowej.

Autor zbadal rowniez asymptotyczng zbieznosé rozktadow statystyk testowych obu
testow (doktadnego dla LRT i empirycznego dla RST) przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej do granicznego rozktadu chi-kwadrat za pomoca symulacji numerycz-
nych. Wyniki przeprowadzonych symulacji sa zgodne z teoria, tj. wraz ze wzrostem
liczebnosci proby mozna zaobserwowac, ze rozktady obu statystyk daza do granicznego
rozktadu chi-kwadrat. Autor rozprawy zauwaza ponadto, ze zbieznosé testu Rao jest
szybsza niz testu ilorazu wiarogodnosci we wszystkich rozpatrywanych przypadkach.
Ponadto, nawet dla malej proby empiryczny rozktad statystyki RST jest bardzo zblizo-
ny do rozktadu granicznego. Nie obserwuje si¢ jednak takiego zachowania w przypadku
testu LRT. Jako konkluzje, stuszna zreszta, Autor podaje sugesti¢, aby w przypadku
mato licznych prob dla testu LRT do podjecia decyzji wykorzysta¢ rozktad doktad-
ny, z uwagi na to, ze wystepuja w tym przypadku istotne réznice migdzy rozkladem
doktadnym a rozktadem granicznym.

W ostatniej czesci omawianego rozdziatu poréwnano moce testéw LRT i RST w za-
leznosci od rozbieznosci miedzy hipoteza zerows a alternatywna oraz pod katem wiel-
kosci proby, wykorzystujac do tego entropijng funkcje straty. Poniewaz moc testu od-
powiada prawdopodobienstwu odrzucenia fatszywej hipotezy zerowej, moc empiryczna
obliczona zostala jako procent odrzucen hipotez zerowych na tle wszystkich przeprowa-
dzonych testow. Autor obserwuje rosnacy trend mocy testéw w zaleznosci od wielkosci
rozbieznosci, przy czym odchylenia miedzy mocami sa wicksze w przypadku testow
RST niz LRT. Ponadto, moc wykazuje tendencje rosnaca wraz ze wzrostem liczebnosci
proby, co roéwniez nie jest zaskakujace. Konkludujac, oba testy sa poréwnywalne, ich
moce nie sg istotnie rézne i nie da si¢ tym przypadku wyznaczy¢ testu ,zwycieskiego”.

Poza symulacjami, przeprowadzona zostala rowniez analiza przyktadu rzeczywiste-
go, dotyczacego ptatkow pewnego kwiata. Przeprowadzony zostat test dotyczacy struk-
tury kotowej macierzy Toeplitza zaleznosci wewnatrzklasowej miedzy ptatkami na poje-
dynczym kwiecie, przy czym do opisu zalezno$ci miedzyklasowej zastosowano strukture
CS, rownowazng w tym przypadku strukturze CT. Przeprowadzono testy trzech hipotez
zerowych (réznigce si¢ wymiarami odpowiednich przestrzeni rozwazanych w hipotezach
zerowych wraz z macierzami bazowymi) z wykorzystaniem statystyk LRT i RST, przy
uzyciu rozktadu doktadnego statystyki LRT, rozktadu empirycznego RST oraz gra-
nicznego rozktadu chi-kwadrat obu statystyk. Decyzje nie we wszystkich przypadkach
byty takie same. Zgodnie z konkluzjami z wczesniej przeprowadzonych symulacji, roz-
ktad doktadny statystyki LRT istotnie sie réznit od rozktadu granicznego chi-kwadrat



w przypadku dwoch z testowanych hipotez. W przypadku trzeciej hipotezy, nawet dla
tak matej proby jak rozwazana, rozktady statystyk LRT i RST nie réznity sie istotnie
i byty bliskie rozktadowi granicznemu, prawdopodobnie z uwagi na specyfike rozwazanej
struktury.

Czwarta, ostatnia cze$¢ pracy dotyczy testowania niezaleznosci miedzyklasowej w mo-
delu normalnym z macierza kowariancji o pewnej szczegdlnej strukturze, mianowicie
blokowej strukturze kompletnej symetrii (BCS). Skupiono sie w niej na dwoch testach:
tescie RST oraz tescie Walda (WT), a celem przeprowadzonych analiz bylo pordw-
nanie wynikéw z testami wcze$niej w literaturze rozwazanymi: LRT, testem Fonseca
i in.(2008), oznaczanym dalej jako FT, oraz testem Roya (Mardia i in., 1979), ozna-
czanym dalej jako RLRT. W omawianej rozprawie dokonano réwniez wyprowadzenia
postaci statystyki WT (ktérej niewyprowadzona postaé, niezgodna z definicja testu
Walda byta znana od 2018 r.). Autor rozprawy podaje réwniez, jak poprzednio, doktad-
ny rozktad statystyki LRT, ktéra postuzy poézniej do poréwnania testow w badaniach
symulacyjnych. Do badania rozbieznosci miedzy hipotezami postuzono si¢ ponownie en-
tropijng funkcjg straty. Dodatkowo przeprowadzono badanie odpornosci rozwazanych
statystyk testowych na zaburzenie zatozenia o normalnos$ci modelu.

Rozklady doktadne statystyk testowych testow F'T i RLRT sa znane, dlatego Au-
tor rozprawy skupit si¢ najpierw na wyznaczeniu doktadnego rozktadu statystyki testu
LRT (jednoznacznie identyfikowanego za pomoca funkcji charakterystycznej), z uwagi
na wezesniej zaobserwowang prawidlowos¢ dotyczaca rozbieznosci rozktadu doktadne-
go i granicznego w przypadku mato licznych prob. Z tego powodu uznaje twierdzenie
4.1 za kolejny wazny wynik omawianej rozprawy doktorskiej. Kolejnym waznym wyni-
kiem tego rozdziatu jest twierdzenie 4.2, opisujace postac statystyki testu RST, co nie
byto banalnym zadaniem. Na koniec przeprowadzono badania symulacyjne badajace
zbieznos¢ rozktadéw doktadnych statystyki LRT oraz rozkladéw empirycznych staty-
styk RST 1 WT do granicznego rozktadu chi-kwadrat. Otrzymane wyniki potwierdzaja,
ze wraz ze wzrostem liczebnosci proby rozktady uwzglednionych statystyk testowych
zbiegaja do rozkladu granicznego, przy czym ponownie najszybsza zbieznos$é jest ob-
serwowana w przypadku testu RST.

Badanie odpornosci rozwazanych testéw pod katem zaburzen normalnosci rozktadu
obserwacji implikuje, ze zadna z rozwazanych statystyk nie jest odporna na to zaburze-
nie. Jest to niestety smutna konkluzja, poniewaz w praktyce czesto obserwuje sie sko-
$nos¢ danych, mocno zaburzajacg ich normalnosé. W symulacjach postuzono sie danymi
wygenerowanymi z wielowymiarowego rozktadu t-studenta, gamma oraz jednostajnego.

Analiza mocy testéw w zaleznosci od wielkosci rozbiezno$ci pomiedzy hipotezami,
przeprowadzona na podstawie badan symulacyjnych przy uzyciu entropijnej funkcji
straty pozwala Autorowi wyciggna¢ nastepujace wnioski. Wraz ze wzrostem rozbiezno-
Sci, wartosci mocy rosng dla testow LRT (rozktad doktadny statystyki testowej), RST
i RLRT (rozklady empiryczne statystyki testowej), z wyjatkiem testow FT oraz WT.
Dla dwéch réwnorozbieznych struktur BCS moc testu F'T istotnie sie r6zni, zas moc
WT jest czesto nizsza niz nominalny poziom istotnosci. Dlatego w dalszych badaniach
stusznie Autor uwzglednia takie testy, ktorych zachowanie jest ,prawidtowe”, tj. LRT,



RST i RLRT, przy czym uwzgledniono w tym przypadku tylko rozktady empiryczne
statystyk testowych przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Wyniki symulacji
wskazuja na podobne zachowanie mocy testow w zaleznosci od wielkosci proby, co po-
nownie nie pozwala na wytonienie testu ,najlepszego”.

Ostatnia czes¢ tego rozdzialu dotyczy analizy tych samych danych rzeczywistych
dot. ptatkow kwiatéw. Tym razem badano niezalezno$é¢ dhugosci ptatkéw pomiedzy do-
wolnymi dwoma kwiatami, wykorzystujac doktadny rozktad statystyki LRT (dosé¢ mata
préba), empiryczne rozklady statystyk RST i WT oraz rozklad graniczny chi-kwadrat,
a takze doktadne rozktady F'T i RLRT. Dla analizowanych danych zaden z rozwazonych
testow nie odrzucit hipotezy zerowej méwiacej o niezaleznosci dhugosci ptatkéw dla roz-
nych kwiatéw. Warto podkresli¢, ze mimo, iz LRT nie pozwolit na odrzucenie hipotezy
zerowej, p-wartosci obliczone na podstawie rozktadu doktadnego i granicznego sa dosé
odlegte. Nie ma w tym nic zaskakujacego, z uwagi na zaobserwowane juz wczesniej
wolniejsze tempo zbieznosci rozktadu statystyki LRT do rozktadu granicznego w przy-
padku mato licznych prob. Z praktycznego punktu widzenia, z uwagi na koniecznosé
wykorzystania specjalistycznego oprogramowania (rozktad LRT, RLRT) oraz obciazo-
nos¢ testu WT, Autor rozprawy stusznie sugeruje wykorzystanie wartosci granicznych
rozktadu chi-kwadrat i testu RST.

Tematyka badan przedstawionych w rozprawie nie jest mi szczegélnie bliska i nieco
odbiega od moich zainteresowan naukowych, ale po zapoznaniu si¢ z zawartoscia pracy
doktorskiej i skrupulatnej analizie wynikéw w niej zawartych jestem pod wrazeniem
umiejetnosci prowadzenia badan naukowych przez pana mgr. Mateusza Johna. Anali-
zujac dowody twierdzen zawartych w rozprawie, ktére sg przeprowadzone poprawnie,
moge stanowczo stwierdzi¢, ze jej Autor jest biegly w operacjach rachunkowych wyma-
ganych do uzasadnienia tez, posiada dobre intuicje matematyczne, co $wiadczy réwniez
o dojrzatosci naukowej w postugiwaniu si¢ jezykiem matematyki.

Uwagi
Moje uwagi, pytania i watpliwosci, szczegdlnie te, ktore nie zostaly rozwiane przez
Autora w tresci rozprawy, przedstawione zostaly ponizej.

e Dlaczego modele, w ktorych nie zaklada si¢ normalnosci rozktadu obserwacji nie
byty rozwazane? Symulacje przedstawione w rozdziale 4. sugeruja, ze odstepstwa
od normalno$ci moze mocno zaburzy¢ wnioskowanie. W szczegoélnosci, interesu-
jaca jest sytuacja, gdy dane pochodzg z rozktadéw dyskretnych.

e Wazna czescig rozdziatu 3. jest wyznaczenie rozktadu doktadnego statystyki te-
stowej testu LRT przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Dlaczego nie
przeprowadzono analogicznej analizy dla rozktadu doktadnego statystyki testowej
testu wynikowego Rao (Autor bazuje na rozkladzie empirycznym), wiedzac, ze w
badaniach symulacyjnych zaobserwowano, ze nawet dla matej proby empiryczny
rozktad statystyki RST jest bardzo zblizony do granicznego rozktadu chi-kwadrat?



e Dlaczego w rozprawie analizowano tylko jeden rzeczywisty zbior danych? Czy
takie dane sa trudno dostepne, albo nie sg odpowiednio ustrukturyzowane, czy
tez problem tkwi w czyms innym?

e (Czy analiza rozbieznosci pomiedzy rozwazanymi hipotezami w poréwnaniu testow
pod katem mocy moglaby zosta¢ przeprowadzona przy uzyciu innej miary niz
entropijna funkcja straty (rozbieznosé Kullbacka-Leiblera), a jezeli tak, to czy to
rozwazano?

e Rozdzial poswiecony estymacji uwzglednia réwniez model krzywych wzrostu. Dla-
czego nie rozwazano problemu testowania struktury macierzy kowariancji w mo-
delu krzywych wzrostu?

e Najwazniejsza moja refleksja dotyczy istoty i zasadnosci postawionego problemu.
Autor bada macierz kowariancji, ktora odpowiada mierze wspotzmiennosci wielu
rozwazanych cech. Mozna ja wykorzysta¢ do dalszych rozwazan pod warunkiem,
gdy zmienne sa wyrazone w tych samych jednostkach. Nie jest to niestety sytu-
acja w praktyce czesto obserwowana. Jedng z mozliwosci obejscia tego problemu
bytaby standaryzacja cech (wéwczas macierz kowariancji odpowiada macierzy ko-
relacji), badZ rozwazenie odpowiadajacej macierzy korelacji. W pracy brakuje mi
uzasadnienia i komentarza odnoszacego sie do tej kwestii.

Podsumowanie

Oceniana przeze mnie rozprawa doktorska zostata napisana starannie i przejrzy-
Scie, jej Autor postuguje sie naukowo dojrzatym jezykiem i poprawnie przeprowadzit
rozumowania matematyczne opisane w rozprawie. Numeracja wzoroéw oraz ich wyko-
rzystanie sa poprawne, bibliografia zostata dobrana starannie, a wszystkie jej pozycje
zostaly wtasciwie wykorzystane w tresci pracy. W rozprawie znajduje si¢ co prawda
kilka drobnych usterek, ale nie maja one wplywu na jej wartos¢ merytoryczna, m.in.
liter6wki (m.in, ,operaotr”), pozostawianie pojedynczych liter, najczesciej spéjnikow
na koncu wierszy, pozostawienie zakonczenia dowodu na str. 68, itp. Jednak zaréwno
moje powyzsze uwagi i komentarze, jak i drobne usterki nie majg negatywnego wptywu
na wartos¢ merytoryczng rozprawy, ktora oceniam wysoko.

Uwazam, ze cel, jaki postawita pani promotor rozprawy przed panem mgr. Mate-
uszem Johnem nie byt tatwy do osiggniecia, przede wszystkim z uwagi na to, ze podjety
temat nie jest nowy i ma dluga historie. Aby osiggnaé¢ pozadany wynik, nalezato roz-
wazy¢ przypadki dotad nieuwzglednione w literaturze. Wiele pytan, ktoére nasuwaty mi
sie w trakcie czytania pracy, w zasadzie od razu byly w jej dalszej czedci rozwiewane
badz komentowane przez Autora rozprawy. W mojej opinii praca, jaka wykonal pan
mgr Mateusz John stanowi porzadny, matematycznie poprawny i wazny wktad w teorie
wnioskowania statystycznego na temat macierzy kowariancji nalezacych do podprze-
strzeni kwadratowych w normalnych modelach wielowymiarowych.



Konkluzja

Podsumowujac, w mojej ocenie przedstawiona mi do recenzji rozprawa doktorska
pana mgr. Mateusza Johna pt. ,Estymacja @ testowanie macierzy kowariancyi nalezq-
cych do podprzestrzeni kwadratowych” spelnia wymagania stawiane pracom dok-
torskim w dyscyplinie matematyka. Recenzowana rozprawa stanowi oryginalne
rozwiazanie problemu naukowego, jakim jest problem estymacji i testowania macierzy
kowariancji nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych w modelach wielowymiaro-
wych, dowodzi ogblnej wiedzy teoretycznej Autora pracy w zakresie matematyki oraz
umiejetnosci samodzielnego prowadzenia badan naukowych. Wnosze zatem o dopusz-
czenie pana mgr. Mateusza Johna do dalszych etapow postepowania o nadanie stopnia

doktora w dyscyplinie matematyka.



