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Recenzja osiagnigcia naukowego pt. ''Wybrane zagadnienia teorii operatorow w prze-
strzeniach funkcji o skoficzonym wahaniu wraz z zastosowaniami w teorii nieliniowych
réwnan catkowych'" oraz dorobku naukowego w postepowaniu habilitacyjnym dra Piotra

Kasprzaka

Jako osiagniecie naukowe p. dr Piotr Kasprzak przedstawit cykl 7 prac opublikowanych
w latach 2015-2023. Sa to na ogét dos¢ obszerne prace opublikowane w bardzo dobrych czaso-
pismach, przy czym jedna praca (oznaczona wedtug spisu dr. Kasprzaka jako [P2]) jest samo-
dzielna, a pozostate 6 prac sa wspétautorskie i sa opublikowane z p. dr. S. Reinwaldem - praca
[P1] oraz z pracownikami Wydziatu Matematyki i Informatyki UAM (prof. D. Bugajewskim,
prof. D. Bugajewska, prof. P. Mackowiakiem) a takze z prof. J. Gulgowskim z Wydziatu Mate-
matyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdarniskiego.

Uwazam, ze dorobek naukowy p. dra P. Kasprzaka jest do§é duzy, poniewaz (jak juz wyzej
wspominatem) prace wchodzace w sktad osiagnigcia naukowego sa dos¢ obszerne.

Pan dr P. Kasprzak (bede dalej pisat Autor) przedstawit podstawowe cele swojego osia-
gnigcia naukowego dotyczacego zwartoéci zanurzen przestrzeni BV (tzn. przestrzenie funkcji
o wahaniu ograniczonym) w siebie, whasnosci pewnych klas operatorow dziatajacych w prze-
strzeniach typu BV oraz twierdzen egzystencjalnych odnoszacych si¢ do nieliniowych réwnan
catkowych typu Hammersteina oraz Volterry-Hammersteina.

W podrozdziale pt. Preliminaria Autor omawia podstawowe definicje uzywane w swoim
osiagnigciu naukowym, ktére zwigzane sa z funkcjami o wahaniu ograniczonym.
Najwazniejszym, wprowadzonym tutaj pojeciem, jest wahanie funkcji x : [0,1] — R na prze-
dziale [¢,4] < [0,1] w sensie Schramma wzgledem ciagu ¢ = (®,),.en funkcji Younga. Autor
zaznacza, ze szczegllnymi przypadkami wahania w sensie Schramma sg m.in. klasyczne wa-

hanie Jordana, tzw. p-wahanie w sensie Wienera, wahanie w sensie Younga i wahanie w sensie



Watermana.

Oczywiscie rozwazane tutaj wahanie w sensie Schramma jest najogdlniejsze i najtrudniejsze "do
uchwycenia", chociaz specjalisci w teorii wahania funkcji (np. prof. Jiirgen Appell, prof. Nelson
Merentes) twierdza, ze wahanie Schramma jest sztuczne i mato uzyteczne! Oczywiscie jest to
tylko odpowiedni punkt widzenia. Tym niemniej oznacza to, ze Autor rozwaza w swoim 0sia-
gnigciu naprawde bardzo trudng problematyke.

Dodatkowo Autor zauwaza, ze definicje wahania w sensie Schramma mozna zastapi¢ (po lekkiej
modyfikacji) definicja p-wahania w sensie Riesza.

Nastgpnie Autor omawia definicj¢ dolnego A- wahania, wprowadzonego w pracy [P7]. De-
finicja ta podaje pojecie wahania w klasie funkcji p.w. réwnych na przedziale [0, 1] jako kres
dolny wahari funkeji tej klasy. Autor przytacza tutaj rozne uzyskane przez siebie wyniki (wraz
ze wspétautorami), ktore dotycza réznych wiasnosci funkcji o skoficzonym A - wahaniu.

Autor omawia réwniez wyniki uzyskane w pracy [P3] a dotyczace zwartych zanurzeni pewnych
przestrzeni funkcji o wahaniu ograniczonym w réznym sensie.

Nastepnie, Autor przechodzi do oméwienia wiasnosci liniowych operatoréw catkowych.

Autor zwraca uwage na fakt, ze taki operator liniowy generowany przez jadro
k(t,s):[0,1] x [0,1] — R przeksztatca przestrzeii BV w siebie przy pewnych zatozeniach doty-
czacych catkowalnosci funkcji s — k(t,s) oraz przy drugim zatozeniu dotyczacym ograniczono-
$ci wahania funkcji t — k(¢,s). Modyfikacje drugiego z tych zatozen byty wykorzystywane przy
badaniu wspomnianych liniowych operator6w catkowych w przestrzeni funkcji o uogélnionym
wahaniu ograniczonym.
Autor powoluje sig tutaj na prace [P3], w ktérej jest pokazane, ze drugi ze wspomnianych wa-
runk6éw nie jest konieczny do tego, zeby operator catkowy liniowy przeprowadzat przestrzen
BV w siebie i byt ciagly. Jednoczesnie w tej pracy podano twierdzenie charakteryzujace jadro
k(t,s) operatora catkowego liniowego, ktéry przeksztatca przestrzefi BV w siebie i jest ciagty.
Uwazam ten rezultat za wazny a zarazem tadny. W zwiazku z tym rezultatem Autor stawia tez
wazny problem otwarty.

W dalszym ciagu Autor przechodzi do oméwienia wynikéw zwiazanych ze zwartoScia
liniowego operatora catkowego dziatajacego na przestrzeni BV. Wyniki te zawarte sa w pra-

cach [P3] i [P4] wchodzacych w sktad osiagnigcia naukowego. Autor cytuje tutaj twierdzenia



ze wspomnianych prac dotyczace zwartosci liniowego operatora catkowego. Kluczowy wynik
w tym zakresie podaje Twierdzenie IV.5.4 pochodzace z pracy [P2] i zawierajace charakteryza-
cje operatoréw catkowych zwartych na przestrzeni BV.

Nastepnie, Autor zajmuje si¢ tzw. operatorem superpozycji S (inaczej: operatorem Nie-

myckiego) generowanym przez funkcje f : [0, 1] x R — R i okreslonym réwnoscia
(Sx)(t) = f(t,x(t)), gdzie x jest funkcja z zadanej przestrzeni funkcyjnej. W przypadku, gdy
funkcja generujaca f nie zalezy od pierwszej zmiennej, to operator superpozycji generowany
przez f nazywa si¢ operatorem autonomicznym. Autor omawia tutaj wyniki zwigzane z wa-
runkami dostatecznymi na to, zeby nieautonomiczny operator superpozycji przeksztatcat w sie-
bie przestrzen BV. Wyniki te zwiazane sa giéwnie z falszywym twierdzeniem Ljamina oraz
kontrprzyktadem prof. Mac¢kowiaka z 2014 r. Autor omawia tutaj "poprawiony" wynik Ljamina
opublikowany w pracy [PS5].
Ponadto, Autor wspomina réwniez o rozwazaniach dotyczacych operatora superpozycji genero-
wanego przez przez funkcje o zmiennych rozdzielonych. Wyniki dotyczace takich operatorow
znajduja sie¢ w pracy [PS]. Autor przytacza réwniez wyniki uzyskane w pracy [P4], dotyczace
autonomicznego operatora Superpozycji.

Szczegélnym przypadkiem operatora Niemyckiego jest tzw. operator mnozenia, Ktory
kazdej funkcji x = x(r) z przestrzeni funkcyjnej E przyporzadkowuje funkcje g(¢) - x(z), dla
t € [0,1]. Oméwieniem rezultatow dotyczacych operatora mnozenia zajmuje si¢ Autor w ko-
lejnym podrozdziale swojego autoreferatu, przytaczajac wyniki uzyskane w pracy [P1]. Wyniki
te sa zwiazane z iniektywnoscia, suriektwnoscia i bijektywnoScig operatora mnozenia a takze
z ciagloscia i zwarto$cia tego operatora. Dla niektérych przestrzeni o wahaniu ograniczonym
podana jest charakteryzacja zwartych operatoréw mnozenia.

Ponadto, Autor prezentuje wyniki dotyczace operatora mnozenia w powiazaniu z opisem widm

tego operatora.

Réwnania catkowe w przestrzeni funkcji o wahaniu ograniczonym

Swoja dyskusje z tego zakresu Autor rozpoczyna od réwnowaznego przedstawienia zagad-
nienia brzegowego dla réwnania rézniczkowego drugiego rzedu w postaci rownania catkowego
Hammersteina, uzyskanego przy pomocy odpowiedniej funkcji Greena. Poniewaz operator cat-

kowy Hammersteina jest ztozeniem operatora superpozycji i liniowego operatora catkowego,




uzasadnia to w petni istote badan dotyczacych wiasnosci tych operatorow.

Na uwage zastuguje tez Twierdzenie IV.6.1, w ktérym Autor dowodzi istnienia i jednoznacz-
nosci rozwiazania réwnania catkowego Hammersteina przy uzyciu (w sposéb niestandardowy)
twierdzenia Banacha o kontrakcji. Wynik ten pochodzi z pracy [P3].

Na moja szczegdlna uwage zastuguje wynik przedstawiony w Twierdzeniu IV.6.2. dotyczacy
istnienia rozwiazania réwnania catkowego Hammersteina w klasie funkcji BV, uzyskany przy
pomocy tw. Schaudera oraz kryterium zwartoSci Frécheta-Kotmogorowa. Podobne do powyz-
szych rezultaty zostaly réwniez uzyskane w pracach [P4] i [P7] dla réwnan catkowych typu

Volterry-Hammersteina.

Dorobek Naukowy Niewchodzacy w Sktad Osiagnigcia Naukowego

Autor omawia tutaj wyniki 12 prac [A1]-[A12] oraz 2 ksigzek [M1] i [M2]. Prace [Al]-
[A12] majg po 2 autoréw (6 prac) lub 3 autoréw (6 prac), natomiast ksiazki - obie wydane
przez Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, maja odpowiednio 4 autor6w
(ksiazka [M1]) i 3 autoréw (ksiazka [M2]). Kilka z tych prac ([A8]-[A10] i [A12]) byto podsta-
wa pracy doktorskiej Autora.
I tak, monografia [M1] stanowi uzupelnienie monografii, ktérej jestem wspotautorem [S], 0 no-
we wyniki, ktére ukazaty si¢ po roku 2014 (jest to rok wydania monografii [S]). Wyniki te
dotycza wiasnosci operatoréw liniowych oraz operatora superpozycji. Natomiast monografia
[M2] stawia sobie za cel zapoznanie Czytelnika z wybrang tematyka analizy nieliniowej. Pra-
ce [A1]-[A3], [A9] i [A10] omawiajq problematyke teorii operatoréw, operatora superpozycji,
operator6w catkowych i operatoréw splotu. Prace [A8], [A10]i[A12] (ktére byly podstawa pra-
cy doktorskiej Autora) dotycza zagadnien punktéw statych, natomiast prace [A5], [A6] i [A9]
prezentuja pewne zagadnienia dotyczace teorii funkcji rzeczywistych. Zagadnienia zwarto$ci
w pewnych przestrzeniach Banacha sa umieszczone w pracach [A3]-[A5], natomiast prace [A6]-
[A12] zawieraja wyniki dotyczace teorii réwnan rézniczkowych i catkowych, w tym réwniez
rzedu utamkowego. Nie bede tutaj omawiat szczegbtowo wynikéw zawartych w tych pracach,
chociaz w duzej mierze zwigzane sa one z zagadnieniami poruszanymi w osiggnigciu nauko-
wym Autora.

Jestem krytycznie nastawiony do kryteriow relatywnej zwartosci zbior6w dyskutowanych

w pracy |A4] i nawiazujacych do kryterium przedstawionym w monografii Dunforda i Schwart-




za. Wedtug mnie te kryteria nie maja wartosci praktycznej (aplikacyjnej) i nie s mi znane zad-
ne konkretne i uzyteczne ich zastosowania. Bardziej oczekiwatbym tutaj porgcznych warunkéw
wystarczajacych dla relatywnej zwartosci.

Na uwage zastuguja natomiast rezultaty prac [A8]i [A10] zawarte w Twierdzeniach V1.4.2
oraz V1.4.3. Sa to tadne uogélnienia twierdzenia Lovelady’ego oraz twierdzenia Leggetta-Williamsa,
ktére nastepnie sa stosowane we wspomnianych pracach do dowodu istnienia i jedynosci roz-
wiazania réwnania catkowego Hammersteina oraz réwnania catkowego Volterry-Hammersteina
w klasie funkcji o uogélnionym wahaniu ograniczonym.

Uwazam jednak, ze autoreferat Autora zbyt duzo uwagi poswieca omdéwieniu rezultatow,
ktére nie wehodza w sktad osiagnigcia naukowego zwigzanego z habilitacja Autora.

Na uwage zastuguja dos¢ owocne wyjazdy naukowe Autora do uniwersytetow w Wiirz-
burgu w 2018 r., do Cosenza w 2016 r. oraz do Morgan State University w Baltimore w 2009 r.

Aktywno$é dydaktyczna Autora zwigzana z prowadzonymi przez Niego wyktadami i ¢wi-
czeniami na réznych kierunkach studiéw w UAM jak rowniez wypromowanie 7 licencjatow
wyglada dos¢ dobrze.

Na wyréznienie zastuguje réznego typu dzialalno$é¢ o charakterze organizacyjnym Au-
tora oraz dzialalno$¢ zwiazana z popularyzacja nauki.

Autor aktywnie uczestniczyl w 26 konferencjach i warsztatach krajowych i zagranicz-
nych, wyglaszajac na nich tacznie 19 odczytow.

Bardzo pozytywnie nalezy réwniez ocenié¢ udzial Autora w projektach badawczych oraz wy-

konane przez Niego recenzje do czasopism.

Wskazniki bibliometryczne

Na dziefi 3 marca 2025 r. Autor byt cytowany w bazie Scopus 91 razy oraz w bazie Ma-
thSciNet 63 razy, natomiast trudno jest ustali¢ liczbe cytowar Autora w bazie Web of Science.
Laczna ocena w bazie ScholarGPS wynosi 16.11%, co w populaciji 29.174.400 plasuje Autora
na miejscu ok. 4 min 670 tys.
Musze przyznaé, ze jak na dos¢ duza liczbe publikacji (19 prac plus 2 ksiazki) opublikowanej
w latach 2009 do 2024 (Yacznie 16 lat) to wg mnie zdecydowanie za mato.
Przyczyna lezy prawdopodobnie w tym, ze tematyka, ktéra Autor si¢ zajmuje, jest doS¢ waska

i mocno wyeksploatowana, a grono oséb zajmujacych sie ta tematyka jest niewielkie. Pozostata



czgéé "populacji matematycznej" malo si¢ tg tematyka zajmuje.

Podsumowanie i konkluzja

Mimo pewnych uwag krytycznych uwazam osiagnigcia p. dra Piotra Kasprzaka jako wy-
starczajace i majace do§¢ duzy wptyw na prace badawcze w dziedzinie uprawianej przez Habili-
tanta. Wyniki uzyskane przez p. dra Piotra Kasprzaka mozna uzna¢ za znaczny wktad w rozwdj
dyscypliny Matematyka. Wyniki te sa zwiazane z teoria funkcji o wahaniu ograniczonym i do-
tycza réwniez zastosowai w teorii réwnar rézniczkowych i calkowych. Przedstawiony przez
Habilitanta cykl prac spelnia wymogi Art. 219, ust. 1, pkt. 2 Ustawy Prawo o Szkolnictwie
Wyzszym i Nauce z dnia 20 lipca 2018 r.
Pan dr Piotr Kasprzak jest dojrzalym matematykiem o duzych umiejetnosciach matematycz-
nych. Znajduje si¢ do$¢ dobrze w pracy zespotowej nad zagadnieniami matematycznymi.
W petni popieram wniosek p. dra Piotra Kasprzaka o przyznanie Mu stopnia doktora habilito-

wanego w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych w dyscyplinie matematyka.



