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Streszczenie

Badanie modeli magneséw jednomolekutowych jest niezwykle istotne ze wzgledu na
ich mozliwe w wielu obszarach: od spintroniki do nanomedycyna. Nieniejsza rozprawa
poswiecona jest analizie wplywu oddzialywan konkurujacych na wlasciwosci stanu
podstawowego. W szczegolnosci, weryfikowana jest mozliwosé wystepienia stanu pod-
stawowego charakterystycznego dla uktadu bez oddziatywan konkurujacych w ukta-
dach, w ktorych takie oddzialywania sa obecne. Szersza analiza obejmuje sporzadze-
nie swoistego ,diagramu fazowego” dla calego zakresu parametréow hamiltonianu.

Praca dotyczy dwoch heterogeniczneyh uktadow:

e centrowanych wielokatow o parzystej liczbie wierzchotkow, w ktérych wystepuja
naprzemienne sprzezenia najblizszych sasiadow;

e wielokatow (o liczbie wierzchotkéw podzielnej przez cztery) z alternujacymi
sprzezeniami drugich sasiadow.

W obu przypadkach badany jest kwantowy model Heisenberga oraz jego granica
klasyczna, a jako punkt odniesienia rozpatrywany jest takze odpwiedni model Isinga.
Wszystkie modele sa charakteryzowane przez dwie catki wymiany, o oraz 3, dobrane
w taki sposob, ze oddzialyaania konkurujace wystepuja, gdy o« > 0 lub g > 0.
Wspomniany wczesniej diagram fazowy jest zatem sporzadzany w plaszczyznie af.
Rozpatrywane uktady oraz stosowane metody badania sg krotko oméwione w Rozd. 2.

W kolejnych rozdziatach analizowane sg poszczegdlne modele wskazane powyzej. We
wszystkich przypadkach obserwujemy wystapienie dobrze okreslonego zakresu para-
materow, w ktorym wystepuja oddzialywania konkurujace (o > 0 i/lub 5 > 0),
a mimo to w przypadku modelu Isinga stan podstawowy jest niezdegenerowany, kon-
figuracja o najnizszej energii w modelu klasycznym jest nadal kolinearna, a stan pod-
stawowy modelu Heisenberga zachowuje spin catkowity oraz symetrie. Wykazano,
ze podstawowe wartosci krytyczne sa ze soba zwiazane (tzn. te dla modelu Isinga sa
dwukrotnie wyzsze niz w pozostalych modelach) i zaleza od stosunku liczb spinowych
w rozpatrywanym uktadzie.

Powyzej wartosci krytycznych wiekszos¢ uktadow zachowuje sie w oczekiwany i nie-
jako standardowy sposob:

e W przypadku modelu Isinga obserwujemy znaczny wzrost degeneracji stanu
podstawowego;

e Uklad kwantowy wykazuje Scisle okreslong sekwencje stanéw podstawowych
przy wzrastajacych wartosciach parametru oo > 0 i/lub g > 0;

e W granicy klasycznej katy miedzy wektorami zmieniaja sie w sposob ciggty,
dazac do (ale nie osiagajac) catkowicie antyferromagnetycznej konfiguracji.
Wyjatek stanowi klasyczny uktad spinéw z alternujacymi sprzezeniami drugich sasia-
dow. W pewnym zakresie parametrow zmiana katéw pomiedzy wektorami spinowymi
odbywa sie w sposdb skokowy, a w pelni antyferromagnetyczna konfiguracja dwoch



poduktadéw jest osiggana dla skonczonych wartosci parametréow «, 5 lezacych powy-
zej hiperboli a8 = ¢2, gdzie wspotrzedne (c,, ¢,) wierzcholka hiperboli rosng waraz
ze zwigkszaniem ukladu (wzrostem liczby n).

We wszystkich przypadkach sporzadzone zosatty odpowiednio ,diagramy fazowe”,
ktorych analiza pozwala na wskazanie krytycznych wartosci parametréw. Pomimo
tego, ze modele sg bardzo uproszczone (catkowicie izotropwe, bez zewnetrznego pola
magnetycznego itp.), to wyznaczenie tych wartosci pozawala okresli¢, czy parametry
aktualnie badanego uktadu (rzeczywistego magnesu jednomolekutowego) sa blisko
tych linii i punktéw krytycznych. W takiej sytuacji niewielka zmiana parametrow
uktadu (np. otrzymanych w procedurze dopasowania modelu do wynikéw ekspery-
mentu) moze powodowa¢ istotne zmiany w przewidywanych whasciwosciach uktadu.

Wyniki otrzymane w trakcie realizacji rozprawy wskazuja réwniez kilka problemoéw,
ktore wymagaja doktadniejszej analizy wykraczajacej poza zakres niniejszej rozprawy.
W szczegolnodcei dotyczy to wystepowania niewielkich obszaréw w diagramach fa-
zowych, gdzie zachowanie sie stanu podstawowego jest wyraznie rézne od przebiegu
linii krytcznych dla relatywnie bliskich innych wartosci parametréw.
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Summary

The study of single-molecule magnet models is extremely important due to their
possible use in many areas: from spintronics to nanomedicine. This dissertation is
devoted to the analysis of the influence of competing interactions on the properties
of the ground state. In particular, the possibility of the occurrence of the ground
state characteristic for a system without competing interactions in systems where
such interactions are present is verified. A broader analysis includes the preparation
of a specific “phase diagram” for the entire range of Hamiltonian parameters.

The work concerns two heterogeneous systems:

e centered polygons with an even number of vertices, in which there are alternat-
ing couplings of the nearest neighbors;

e polygons (with the number of vertices divisible by four) with alternating cou-
plings of the second neighbors.

In both cases, the quantum Heisenberg model and its classical limit are studied, and
the corresponding Ising model is also considered as a reference point. All models
are characterized by two exchange integrals, o and [, chosen in such a way that
competing interactions occur when a > 0 or 5 > 0. The previously mentioned phase
diagram is therefore drawn in the a8 plane. The systems considered and the applied
methods of investigation are briefly discussed in Chapter 2.

In the following chapters, the individual models indicated above are analyzed. In
all cases, we observe the occurrence of a well-defined range of parameters in which
competing interactions occur (o > 0 and/or § > 0), and yet in the case of the
Ising model the ground state is non-degenerate, the lowest energy configuration in
the classical model is still collinear, and the ground state of the Heisenberg model
preserves the total spin and symmetry. It has been shown that the fundamental
critical values are related (i.e. those for the Ising model are twice as high as in the
other models) and depend on the spin number ratio in the system under consideration.

Above the critical values, most systems behave in an expected and in some measure
standard way:

e In the case of the Ising model, we observe a significant increase in the degeneracy
of the ground state;

e The quantum system exhibits a strictly defined sequence of ground states with
increasing values of the parameter o« > 0 and/or 5 > 0;

e In the classical limit, the angles between the vectors change continuously, ap-
proaching (but not reaching) a completely antiferromagnetic configuration.

The exception is the classical spin system with alternating second-neighbor couplings.
In a certain range of parameters, the change of angles between spin vectors takes place
in a stepwise manner, and a fully antiferromagnetic configuration of two subsystems
is achieved for finite values of parameters «, 8 lying above the hyperbola a8 = 2,
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where the coordinates (c,, ¢,) of the hyperbola vertex increase with the increase in
the system size (increase in the number n).

In all cases, appropriate “phase diagrams” were prepared, the analysis of which allows
to indicate the critical values of the parameters. Despite the fact that the models
are very simplified (completely isotropic, without an external magnetic field, etc.),
determining these values allows to determine whether the parameters of the currently
studied system (a real single-molecule magnet) are close to these lines and critical
points. In such a situation, a small change in the parameters of the system (e.g.
obtained in the procedure of fitting the model to the experimental results) can cause
significant changes in the predicted properties of the system.

The results obtained during the dissertation also indicate several problems that re-
quire more detailed analysis beyond the scope of this dissertation. In particular, this
concerns the occurrence of small areas in phase diagrams, where the behavior of the
ground state is clearly different from the course of critical lines for relatively close
other parameter values.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Cel pracy

Odkrycie magneséw jednomolekutowych (ang. single molecule magnets) jest jednym
z najbardziej znaczacych sukceséw magnetyzmu molekularnego. Badanie ich fascynu-
jacych wlasciwosci odgrywa wazng role w zrozumieniu kwantowego charakteru zjawisk
magnetycznych w skali makroskopowej. Ponadto synteza i badania takich czasteczek
sg bardzo waznym obszarem we wspotczesnej chemii koordynacyjnej i fizyce materii
skondensowanej [1-9]. Ostatnio sg one intensywnie badane pod katem mozliwych zas-
tosowan w roznych dziedzinach, od spintroniki do nanomedycyny [10-24]. Skoriczone
(kwantowe i klasyczne) ukltady spinowe z konkurujacymi oddziatywaniami sa rowniez
bardzo wygodnymi obiektami do badan nad (geometrycznymi) frustracjami [25-33].
Nalezy takze podkresli¢, ze dla wielu uktadéw skonczonych mozemy przeprowadzi¢
Sciste (cho¢by numerycznie) obliczenia uwzgledniajace wszystkie stany wtasne rozpa-
trywanych hamiltonianéw i efektywnie dopasowaé rozne parametry fenomenologiczne
do danych eksperymentalnych.

Jednym z bardzo waznych i interesujacych probleméw jest mozliwo$é syntetyzowania
uktadéow, w ktorych wystepuja tak zwane oddziatywania konkurujgce. Osiagniecia
chemii koordynacyjnej pozwalaja na tworzenie bardzo podobnych moleukt zawiera-
jacych jony pierwiastkow przejsciowych czy ziem rzadkich, ktore (te uktady) réznia
sie, w mniejszym lub wiekszym stopniu, stosunkami catek wymiany (por. [27,34]).
Te czesto niewielkie réznice prowadza do istotnie roznych standéw podstawowych przy
jednoczesnej obecnoéci oddziatywan konkurujacych. Przyktadem takiego zachowania
w przypadku ukladéow nieskoriczonych jest model Shastry’ego-Sutherlanda [35], czy
tez czesto badane zwiazki kwazi-jednowymiarowe z antyferromagnetycznym sprzeze-
niem drugich sgsiadow.

Chyba jedna z najbardziej ogélnych definicji oddziatywan konkurujacych mozna zna-
lez¢ w pracy H. T. Diepa i H. Giacominiego [36]: Jezeli suma energii minimalnych
poszczegdlnych wiazan jest mniejsza niz energia stanu podstawowego (konfiguracji
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0 najnizszej energii), to mamy do czynienie z oddzialywaniami konkurujacymi. Oczy-
wistym jest, ze w takim przypadku co najmniej jedno wiazanie (jeden czlon hamil-
tonianu) nie jest ,usatysfakcjonowane”; czyli jego energia w stanie podstawowym jest
wyzsza niz mozliwa energia minimalna dla tego wiazania.

W przypadku modelu Isinga oddzialywania konkurjace mogq prowadzié¢ do frustracyi
obajwiajacej sie silnym wzrostem degeneracji stanu podstawowego. Powszechnie
przyjmuje sie, ze to P. W. Anderson zaproponowal stosowanie terminu frustracja
do opisu sytuacji, gdy w danym ukladzie spinowym nie wszystkie oddziatywania
sa jednoczesnie ,zadowolone” (ang. satisfied, czyli takze zaspokojone lub usatys-
fakcjonowane); pierwszymi autorami badajacymi frustracje byli G. Toulouse [37],
S. Kirkpatrick |38] oraz sam P. W. Anderson [39]. Takze w badaniach szkiel spinowych
zauwazono, ze oddzialywania konkurujace nie zawasze prowadza do degneracji stanu
podstawowego i dlatego w tej dziedzinie termin frustracja jest uzywany jedynie wtedy,
gdy takie oddzialywania prowadza do nietrywialnej degeneracji stanu podstawowego.
Mozna zatem wyréznié¢ trzy mozliwe sytuacje:

A. Brak oddzialywan konkurujacych i oczywisty brak degneracji;
B. Wystepowanie konkurencji, ale brak degneracji stanu podstwaowego;

C. Wystapienie obu efektow, czyli obecne sg oddziatywania konukurujace prowa-
dzace do degenracji stanu podstawowego.

Podobne zachowania obserwujemy w uktadach klasycznych [35,40] i kwantowych [27,
30], chociaz z reguty efekt ten przejawia sie w inny sposéb niz w modelu Isinga.

Zbadanie obszaru B, a w zasadzie granicy obszaréw B oraz C, dla kilku uktadéw
kwantowych jest gtownym celem niniejszej rozprawy. OczywiScie wymaga to pre-
cyzyjnego okreslenia, jak nalezy rozumieé te zachowania w przypadku kwantowego
modelu Heisenberga i jego granicy klasycznej. W poréwnaniu do wczesniej rozpatry-
wanych modelowych hamiltonianéw [30,40] badane sa uklady, w ktorych wystepuja
trzy rozne calki wymiany, np. Jy # 0, J1, Jo, a zatem celem jest wyznacznie ,diagramu
fazowego” w plaszczyznie okreslonej przez dwa bezwymiarowe parametry a = J; /| Jo|
oraz 8 = Jy/|Jo|. Ze wzgledu na silne zwiazki frustracji z modelem Isinga réowniez
ta granica modelu Heisenberga jest analizowana. Wybrane uktady sa uproszczonymi
modelami ostatnio zsyntetyzowanych molekul (m.in. [13,41-43]).

1.2 Oddzialywania konkurujaca a frustracja

Prace G. Toulouse’a [37] oraz S. Kirkpatricka [38| ukazaly sie w tym samym roku, ale
pierwszego z tych autoréw uwaza sie powszechnie za pioniera badan szkiet spinowych
i frustracji (zob. takze [44-46]). Rozpatrywal on izingowskie spiny S; = =£1 na
sieci (kwadratowej) z calkami wymiany .J;; = +1. Wprowadzil on pojecie funkcji
frustracji okreslonej dla zamknietego konturu (c) jako iloczyn catek wymiany J;; na
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tak zdefiniowanej drodze:

=] (1.1)

()

Jezeli ® = 1, to mozliwe jest takie ustawienie spinéw (na tym konturze), ze wszyst-
kie wigzania beda mialy mozliwie najnizsza energie —1. W przeciwnym przypadku,
® = —1, takie ustawienie jest niemozliwe i taki kontur (zbiér spinéw na tym kon-
turze) bedzie sfrustrowany. Nalezy podkresli¢, ze w ten sposob G. Toulouse wyraznie
wskazal, ze frustracja jest cecha uktadu (zbioru spindéw), a nie pojedynczego spinu.

Niech spiny na konturze zbudowanym z n > 2 wiazann beda oznaczano indeksem
0 < j < n (z periodycznymi warunkami brzegowymi, czyli spin S, _; jest sasiadem
spinu Sp). Wybierajac dowolng pare spinéw S; oraz Sy, j # k, mozemy poruszaé si¢
od spinu \S; do spinu Sj, albo zwickszajac indeks j, albo go zmniejszajac. W kazdym
przypadku ustawienie kolejnego spinu wybieramy tak, aby aktualnie rozpatrywane
wiazanie byto usatysfakcjonowane. Czyli w pierwszym przypadku mamy sekwencje

Sjy Sj+1 = Jj+155, Sjre = Jir 12541 = JjvrjeedijadS; =
a w drugim
Sjs Sj1 = Jj1385 Sj1 = Jiaj18i = JiajdiaS; =

Dochodzac do spinu Sy mamy zatem z jednej strony

k—1
S;(gl) =5 H Jiiv1,
=3

a z drugiej
j—1
S =8 [T Jiina
i=k
(wszystkie indeksy sa wyliczane modulo n). Jezeli dla tego konturu mamy & = —1,
to musi by¢ S,gl) = —S,?) i spin Sy bedzie ,sfrustrowany”, a wiazania (catki wymia-

ny) Jy_1x oraz Jyxr1 beda ze soba konkurowaty przy ustalaniu orientacji spinu Sj.
W przypadku modelu Isinga efektem koricowym jest to, ze obie konfiguracje (ta ze
spinem Sy = +1 i ta ze spinem S, = —1) maja te sama energie, a w kazdej z nich
jedno z wigzan nie jest ,ustasysfakcjonowane”. Poniewaz tym nieusatyfakcjonowanym
wiazaniem moze ktorekolwiek wiazanie (j,j + 1) w analizowanym konturze, zatem
ostatecznie stan podstawowy takiego konturu jest n-krotnie zdegenerowany (przy
ustalonej orientacji wybranego spinu .S}).

Wprowadzona przez G. Toulouse’a funkcja frustracji nie mogta by¢ stosowana w po6z-
niej rozpatrywanych uktadach z losowymi catkami wymiany |.J;;| # 1. Zastapiono ja
bardziej ogélnym wzorem (por. [36])

P = HSgH Jij> (12)
(c)
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gdzie sgnx = x/|x|, dla x # 0, to funkcja znaku. Obie formuly okreslaja poprawnie
wystepowanie oddziatywan konkurujacych, gdy uzywana jest oryginalna konwencja
zapisu oddzialywania pary spinéw w modelu Isinga (a takze kwantowym modelu
Heisenberga i jego granicy klasycznej) H;; = —J;;5;S;. W tej konwencji catki fer-
romagnetyczne sa dodatnie, a catki antyferromagnetyczne sa ujemne. W niniejszej
rozprawie stosowana jest odmienna konwencja (por. [30,40]), w ktorej dla pary spinow
mamy H;; = J;;5; S; 1 catki maja przeciwne znaki niz uprzednio. W tej sytuacji wzor
(1.2) nalezy zapisa¢ w postaci

o' = ][ sen(—Jy). (1.3)
()
Najprostszym rozwiazaniem jest jednak przyjecie definicji uzywanej m.in. w pracy
S. M. Giampaolo i in. [47]:
O = (1)), (1.4)

gdzie Napy(c) jest liczba calek antyferromagnetycznych w zamknietym konturze (c).
Przy takiej definicji funkcji frustracji stwierdzenie, kiedy mamy do czynienia z odd-
zialywaniami konkurujacymi, jest proste i oczywiste:

W uktadzie spinéw (izingowskich) wystepuja oddzialywania konkurujace,
gdy istnieje co najmniej jedna droga zamknieta (cykl) spinéw S, , ..., S;,,
¢ > 2, oraz niezerowych catek wymiany J;, j,, Jjy jss - Jjs_1jos o ju» 2 Di€-
parzysta liczbe sprzezen antyferromagnetycznych.

Nalezy podkredlié¢, ze wystepowanie oddziatywan konkurujacych prowadzi zawsze do
degeneracji stanu podstawowego, gdy rozpatrywane sa standardowe uktady spinéw
izingowskich, czyli dla S; = £1 oraz J;; = £1. Jezeli calki wymiany przyjmuja
dowolne wartosci rzeczywiste, to mozliwe jest, ze stan podstawowy nie bedzie zdegen-
erowany, mimo wystepowania oddziatywan konkurujacych (por. [35]). Jednak wys-
tepowanie oddziatywan konkurujacych zawsze oznacza, ze co najmniej jedno wigzanie
nie jest ,usatysfakcjonowane”.

Takie same defincje i konwencje mogg by¢ zastosowane w przypadku kwantowego
modelu Heisenberga w granicy nieskoriczonej anizotropii jednoosiowej (typu Isinga),
czyli w przypadku gdy iloczyn kwantowych operatoréw spinu s; - s; jest zastapiony
Z(z) S§Z).
spinowej s;, to wartosci wtasne m; operatora ng) ograniczone sa do zbioru {—s;, —s;+
1,...,s;}. Kazdy stan izingowski g = |mqymy ... my,) jest stanem wtasnym tak zde-
finiowanego hamiltonianu. Badanie kwantowego operatora

H = Jz] S,gz) S;Z) (15)
(4:9)

iloczynem ich sktadowych z-etowych s Jesli operator s; odpowiada liczbie

mozna zatem zastapi¢ badaniem funkcji energii

E(p) =Y Jiymim; (1.6)
(4.3)
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okreslonej na zbiorze wszystkich [ [, (2s;+1) stanéw izingowskich (konfiguracji mag-
netycznych). Jedyna réznica w stosunku do standardowego modelu Isinga (S; = +1)
jest znaczny wzrost degeneracji [48,49]. Poniewaz dla kazdej konfiguracji @ :=
|—mq —ms ... —m,) zachodzi E(m) = E(u), zatem kazdy stan podstawowy jest
co najmniej dwukrotnie zdegenerowany. Ta (magnetyczna) degeneracja jest uwazana
za trywialna i jest zazwyczaj pomijana przy wyliczaniu stopnia degeneracji. Jedyna
konfiguracja p, ktora jest identyczna z konfiguracja m, to o = |00, ... 0) (wystepuje
tylko wtedy, gdy wszystkie liczby spinowe s;, 1 < i < n, sa catkowite). Latwo jednak
wykaza¢, ze nigdy' nie moze ona naleze¢ do (zdegenerowanego) poziomu podsta-
wowego, zatem stopien ,catkowitej” degeneracji jest zawsze liczba parzysta.

Podane powyzej okreslenia oddzialtywan konkurujacych i frustracji dobrze nadaje sie
do opisu uktadéw zbudowanych ze spinéw izingowskich S; = +£1 oraz izingowskiej
granicy kwantowego modelu Heisenberga. W przypadku uktadéw kwntowych i ich
granicy klasycznej obraz jest bardziej zlozony, co zostanie pokrotce przedstawione
w kolejnych czesciach.

Na zakonczenie warto zaznaczy¢, ze przytoczona powyzej ,energetyczna’ definicja
oddziatywan konkurujacych [36] jest bardziej ogdlna niz ta, ktora wynika z podej-
Scia prezentowanego przez G. Toulouse’a. W tej ostatniej domyslnie przyjmuje sie,
ze kazdej parze spinow (izingowskich, klasycznych czy kwantowych) przypisana jest
doktadnie jedna catka oddzialywania biliniowego. Dodanie, na przyktad, oddzialtywa-
nia bikwadratowego, (s;-s;)?, moze doprowadzi¢ do konkurencyjnych oddziatywari dla
tej samej pary spinéw. Poniewaz w niniejszej rozprawie rozpatrywane sa wylacznie
oddzialywania biliniowe, zatem obie definicje moga by¢ stosowane.

1.3 Uklady klasyczne

Przyjeta definicja oddzialywan konkurujacych nie zalezy od charakteru spinéw znaj-
dujacych sie¢ w weztach 71, jo, ..., s, Wiec bez zadnych zmian moze by¢ zastosowana
takze w przypadku granicy klasycznej kwantowego modelu Heisenberga. Poniewaz
mozna wyznaczy¢ energie kazdego wiazania niezaleznie, zatem takze definicja ener-
getyczna moze by¢ stosowana: jezeli w konfiguracji o najnizszej energii (ang., lowest
energy configuration, LEC) wystepuje chociaz jedno wiazanie o energii

Ey; > B = |14 15|18, (1.7)

to w uktadzie sa obecne oddzialywania konkurujace. W przypadku braku takich
oddziatywan uktady klasyczne zachowuja sie analogicznie do uktadéw izingowskich:
Kazda LEC jest wspotlinowa (kolinearna), a ustalajac orientacje jednego z wektorow s;
jednoznacznie okre$lamy orientacje pozostatych. Poniewaz katy miedzy wektorami
maja wtedy miare 0 albo m, zatem kazde wigzanie jest usatysfakcjonowane, a jego
energia to Ei(;nn) = —|Ji;| |5i| |55]-

!'Doktadniej, gdy chociaz jedna catka wymiany jest niezerowa.
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Rysunek 1.1: Dwie mozliwe transformacje pary spinéw, ktore nie zmieniaja energii wiaza-
nia. W przypadku konfiguracji niekolinearnych sa to rdzne transformacje. (a) Wyjsciowa
konfiguracja wektorow; (b) Zmiana zwrotu wektoréow; (c) Zmiana zwrotu (znaku) kata.

Jezeli brak oddzialywan konkurujacych implikuje kolinearng LEC, zatem brak wspol-
liniowej konfiguracji o najnizszej energii oznacza wystepowanie takich oddzialtywari.
Stwierdzenia te nie wykluczaja sytuacji, gdy konfiguracja o najnizszej energii jest
kolinearna, pomimo obecnosci oddziatywan konkurujacych. Jest to oczywiscie odpo-
wiednik braku (nietrywialnej) degeneracji w modelach izingowskich. Wyniki dla kilku
uktadow potwierdzaja mozliwosé takiego zachowania [30,31,40, 50-53].

Dla pojedynczego wiazania spinéw klasycznych? (wektoréw spinowych) energia bili-
niowego sprzezenia dana jest wzorem

Eij = Jij 8i - 8 = Jij | 8] 8] cos iy, (1.8)

gdzie 1);; jest miarg kata pomigedzy odpowiednimi wektorami. Ze wzgledu na parzys-
tos¢ funkeji kosinus transformacja 1;; — —1;; nie zmienia wartosci energii. Odpo-
wiednikiem zmiany rzutu spinu w modelu Isinga, mgz) — —mz(-z), jest zmiana zwrotu
wektora spinowego, §; — —3§;. Jednak ta transformacja nie zmienia miary katow 1,
(por. Rys. 1.1 oraz Fig. 4 w [40]), mozna by zatem przyja¢, ze konfiguracje planarne
i przestrzenne sg zawsze nietrywialnie zdegenerowane ze wzgledu na mozliwos¢ zmiany
znaku katow v;;. Jednakze glebsza analiza matematycznych wtasciwosci klasycznych
uktadéw spinowych prowadzi do wniosku, ze te degeneracje nalezy takze uznac za try-
wialna [50,52]. Nie oznacza to, ze w uktadach klasycznych nie wystepuje nietrywialna
degeneracja. Nie jest jednak ona zwiazana bezposrednio z obecno$cig oddziatywan
konkurujacycych, lecz najczesciej wynika z mozliwosci przyjecia dowolnej orientacji
wzajemnej dwoch lub wiecej grup spinéw. Najprostszy model to ,muszka” (ang. bow
tie), czyli dwa trojkaty o wspolnym wierzchotku (Przyklad 4 w [50]). Swego rodzaju
uogoblnieniemm tego przypadku jest tzw. delta chain (sawtooth chain), gdzie oddzia-
lywania drugich sasiadow wystepuja tylko dla co drugiej pary spinow [54].

2Termin powszechnie uzywany, chociaz jest ewidentnym oksymoronem.
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W swietle powyzszych rozwazan nie mozna do uktadéw klasycznych stosowaé wprost
opisu schematéw zachowania A, B i C podanych w pierwszej czesci. Definicja en-
ergetyczna oddzialtywan konkurujacych moze by¢ jednak nadal stosowana. Jezeli
LEC nie jest kolinearna, to przynajmniej jeden kat ma miare rézna od calkowite;
wielokrotnosci 7, a zatem |cost;;| < 1, co oznacza E;; > Ewm in), Gdy kolinearna
LEC jest realizowana w obecnosci oddziatywan konkurujacych, to, powtarzajac rozu-
mowanie przeprowadzone przy omawianiu funkcji frustracji Toulouse’a, dochodzimy
do wniosku, e co najmniej dla jednego wiazania mamy E;; = |J;;||8:||8;| = —E™™
J ) J g 3 Y Luij v) J 2]
Przypadki A, B i C mozna zatem opisa¢ w nastepujacy sposob:

A. Brak oddzialywan konkurujacych i kolinearna LEC;
B. Wystepowanie konkurencji, ale LEC jest kolinearna;

C. Wystapienie obu efektow, czyli obecne sa oddziatywania konukurujace prowa-
dzace do niekolinearnej (planarnej albo przestrzennej) LEC.

1.4 Uklady kwantowe

Poniewaz dla kwantowego (izotropowego) modelu Heisenberga

H = Jij S;+8j (19)
)

(]

mozna wyznaczy¢ tylko $rednia (po stanie) energie pojedynczej pary, zatem ener-
getyczna definicja oddziatywan konkurujacych nie moze by¢ stosowana, a proba jej
wykorzystania prowadzi do wniosku, ze wystepowanie cho¢by jednego wiazaniem an-
tyferromagnetycznego zawsze (poza trywialnym przypadkiem jednej pary) oznacza
wystepowanie oddziatywan konkurujacych.

Mozna ograniczy¢ sie do funkcji frustracji i wskazywaé¢ w badanym uktadzie kon-
tury zamkniete z nieparzysta liczba antyferromagnetycznych catek wymiany. Lep-
szym rozwigzaniem jest odwolanie sie do twierdzenia Lieba-Mattisa [26,55,56]. Zas-
tosowanie tego twierdzenia nie tylko wskazuje, kiedy dany uktad nie zawiera odd-
zialywani konkurujacych, ale podaje takze wartos¢ liczby spinowej S catkowitego
spinu w niezdegenerowanym stanie podstawowym takiego uktadu spinéw. Poniewaz
twierdzenie dotyczy izotropowego hamiltonianu postaci (1.9), zatem termin ,niezde-
generowany’ oznacza, ze najnizsza energie ma calty multiplet 25 + 1 stanéw o danej
liczbie spinowej S.

Twierdzenie Lieba-Mattisa (ang., Lieb-Mattis theorem, LMT albo twierdzenie LM)
oparte jest na pojeciu dwudzielnego uktadu spindéw przy danych catkach wymiany J;;
(okreslonym hamiltonianie Heisenberga (1.9)). Uktad jest dwudzielny (w sensie LMT),
jezeli zbior indeksow {1,2,... n} mozna podzieli¢ na dwa niepuste i roztgczne pod-
zbiory A = {iy,da,...,in,} oraz B = {i1,ia,...,0n,}, na+npg =n, na,np # 0 takie,
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ze spelnione sa nastepujace warunki:?

o Jezelii,j € Aalboi,je B, to J;; <O0;

o Jezelitce Aije Balboie Bije A, toJ; > 0.
Ten poprawny matematycznie zapis mozna takze przedstawi¢ w dosé krotki i prosty
sposob: W obrebie kazdego z poduktadow (A lub B) wystepuja jedynie sprzezenia fer-
romagnetyczne (FM), a spiny z roznych podukladéw nie oddziatuja lub sa sprzezone
antyferromagnetycznie (AFM). Ta definicja ma $cisty zwiazek z okresleniem grafow
dwudzielnych, ale nie sa to pojecia identyczne (por. [57,58]). Chociaz autorzy tej
definicji wyraznie tego nie podaja, to mozna przyjaé, ze w tej (silnej) wersji dwudziel-
nosci podzial na poduktady jest jednoznaczny, gdy uktad spinéw, traktowany jako
graf, jest spojny, czyli dla kazdej pary spinéw s; i s; istnieje ciag niezerowych caltek
Wymiany (Ji:ko k1s Jkl kos oo Jk271 ke:j)'

Twierdzenie Lieba-Mattisa Niech uktad n spinéw kwantowych {sq, so,. .., 8, } z hamil-
tonianem postaci (1.9) jest uktadem dwudzielnym i niech S4 (Sp) oznacza maksy-
malna liczbe kwantowa spinu catkowitego w poduktadzie A (odpowiednio, B), tzn.

Sa=) s, Sp=) s (1.10)

i€A i€B
Niezdegenerowanym stanem podstawowym jest multiplet ze spinem catkowitym

S=1|S4—Spl. (1.11)

Nalezy podkreslié, ze LMT okresla takze uporzadkowanie poziomoéw energetycznych
z okreslonymi spinami catkowitymi S > S [30, 33,55, 56,58,59|. Poniewaz rozprawa
niniejsza dotyczy wytacznie stanu podstawowego, zatem ta cze$é twierdzenia nie
bedzie w niej wykorzystana.

Trzeba podkresli¢, ze nie ma formalnych przeszkod, aby przyjac, ze jeden z podukta-
dow jest zbiorem pustym. Jezeli B = &, to A ={1,2,...,n} oraz

S:SA:i S;-
i=1

Wszytkie (niezerowe) catki wymiany sa ferromagnetyczne, zatem stan podstawowy
jest uporzadkowany ferromagnetycznie. Jest to wynik oczywisty i trywialny. Ponie-
waz nie ma stanéw ze spinem catkowitym S > S, wiec cze$¢ twierdzenia dotyczaca
uporzadkowania tych poziomoéw nie ma zastosowania.

7. dwudzielnosci uktadu spinéw wynika wprost brak oddziatywan konkurujacych.
Poniewaz graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wylacznie cykle o dtu-
gosci parzystej [57|, zatem w kazdym dwudzielnym (w sensie LMT) ukladzie spinéw
wystepuja wylacznie zamkniete kontury o parzystej liczbie wiazan AFM [26,57,58|.

30golniejsza wersja twierdzenia, w ktorej po prawej stronie nieréwnosci mamy nieujemna liczbe
rzeczywista, nie jest wykorzystywana w niniejszej rozprawie.
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Definicja dwudzielnosci uktadu spinéw, podobnie jak funkcja frustracji, jest oparta
na wartosciach calek wymiany, zatem moze by¢ stosowana do uktadéw klasycznych
i potklasycznych (modelu Isinga). W obu tych przypadkach uktad spinéw mozna
przeprowadzi¢ do uktadu réwnowaznego, w ktorym wystepuja jedynie oddziatywania
ferromagnetyczne. Transformacja taka opiera sie na operacji ,,flip € reverse”, czyli na
odwroceniu wekrora spinu §; (sktadowe;j sgz) w modelu Isinga) i jednoczesnej zmianie
znaku wszystkich calek wymiany J;; (dla ustalonego i). Przeprowadzenie takiej trans-
formacji w jednym z podukladéw nie zmienia calek wewnatrz tego poduktadu (bo
ich znak jest zmieniany dwukrotnie), za to zmienia znaki wszystkich catek wymiany
pomiedzy poduktadami (por. [36,47]). W uktadach kwantowych taka operacja nie za-
chowuje relacji komutacji dla sktadowych spinu, zatem w dowodzie swego twierdzenia
E. Lieb i D. Mattis stosowali transformacje [sgx), s, sgz)] — [—sgz), —sW), SEZ)].
Wskazanie (albo wykluczenie) wystepowania oddziatywan konkurujacych w uktadach
spinéw kwantowych nie sprawia trudnosci, gdyz mozna oprze¢ sie na jednym z dwoch
pojec: (a) funkgji frustracji w postaci (1.4) albo (b) dwudzielnosci uktadu okreslone;
powyzej. Jednoznacznie zatem jest okreslony przypadek A dyskutowany w poprzed-
nich czesciach: W przypadku braku oddziatywan konkurujacych stanem podsta-
wowym (poziomem o najnizszej energii) jest mulitplet magnetyczny o catkowitej licz-
bie spinowej S okreslonej wzorem (1.11).

Zachowanie w przypadkach B oraz C jest bardziej ztozone. Pierwsza probe analizy
podjeli autorzy pracy [27|, okreslajac frustracje typu III jako przypadek, w ktorym
stan podstawowy moze byé okreslony na podstawie podejscia klasycznego, ale gdzie
wystepuja konkurencyjne oddzialywania antyferromagnetyczne.? Na pierwszy rzut
oka taka defincja utozsamia typ III frustracji z przypadkiem B dyskutowanym tutaj.
Jednakze trudno powiedzie¢, co w zamysle autoréw oznacza ,podejicie klasyczne”.
7 poprzednich czesci dotyczacych modelu Isinga i uktadéw klasycznych wiadomo, ze
dla odpowiednio silnych oddzialywan konkurujacych uktady klasyczne przechodza do
konfiguracji niekolinearnej, w ktérej wypadkowy moment magnetyczny (wypadkowy
wektor spinu) ma mniejsza dtugosé niz w przypadku braku oddziatywan konkuru-
jacych (przypadek C). Ktory zatem uklad klasyczny nalezy bra¢ pod uwage przy
okreslaniu typu frustarcji? Nalezy podkresli¢, ze wprowadzajac swoja klasyfikacje
frustracji, autorzy nie mogli zna¢ nowych danych eksperymentalnych (np. pracy
R. J. Woolfsona i in. [34]) oraz wynikéw obliczei numerycznych przedstawionych,
miedzy innymi, w pracach [28,30,31,33,59-61]. Poza tym autorzy ograniczyli sie do
sytuacji, gdy jedno z wiazan jest stabsze od pozostalych, a w molekule omawianej
w pracy [34] mamy sytuacje odwrotna: jedno, odmienne, wigzanie AFM jest silniejsze
od pozostatych. W swojej dyskusji autorzy nie biora takze pod uwage wynikdw
pracy A. M. Ako i in. [62], gdzie omawiana byta molekuta Fe7 (centrowny szesciokat
foremny), a modelowy hamiltonian Heisenberga byt dyskutowany w pelnym zakresie
stosunku dwoch catek wymiany. Konieczna jest zatem szersza dyskusja zachowania
uktadow spinéw kwantowych na podstawie aktualnych wynikow.

4Cytat z pracy oryginalnej: ,,/.. ./ the ground state could be derived from a classical treatment of
the spin, but where there are competing antiferromagnetic exchange interactions.”
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Jednym z szerzej dyskutowanych modeli jest uktad nieparzystej liczby n > 3 identy-
cznych spinéw s umieszczonych w wierzchotkach n-kata. Brane sa pod uwage tylko
oddzialywania najblizszych sasiadéow, przy czym jedno sprzezenie jest ,odmienne”
(w literaturze uzywa sie czesto pojecia ,,defect bond”), zatem hamiltonian ma postac

n—1
H:asl-sn—i-z.si-siﬂ, (112)
i=1
gdzie dla ulatwienia przyjeto J;;01 = 1 dla¢ = 1,2,...,n — 1. Jest to znacznie

uproszczony model odpowiadajacy (dla n = 9) molekule Cr9 przedstawionej w pra-
cach [27,34|. Uklady takie maja tylko jedng plaszczyzne symetrii i <> (n+1)—i (poza
przypadkiem o = 1, kiedy mamy pelna symetrie grupy dwusciennej D,,). Nalezy pod-
kresli¢, ze uktad ten jest spojny takze w przypadku a = 0.

Jezli o < 0, to uklad jest dwudzielny (w sensie LMT): podzbior A zawiera indeksy
nieparzyste, a podzbioér B — parzyste:

A={1,3,...,n—2,n}, B={24,...,n—1}.

W niezdegenerowanym stanie podstawowym mamy zatem spin catkowity

n+1 n-—1
S—< ) )S—s,

mozna pokazaé, ze jest to stan symetryczny wzgledem okreslonego powyzej odbicia.
W tym stanie srednia (o?), o = s; + 85, ma warto$¢ bliska 2s(2s + 1) [28,60,61,63],
co wskazuje na ferromagnetyczne (zgodne z catka wymiany) uporzadkowanie tej pary.

Przy wzro$cie wartosci parametru o spin calkowity uktadu zmienia sie dla $cidle
okreslonych wartodci ,krytycznych”. Takich punktéw krytycznych agk) jest doktadnie
2s (czyli 1 < k < 2s), a sekwencja liczb S ma posta¢ [30,31]

2.1.0.1,2
S—ss—1... s—1 1.13
58— 5 ’{3/2,1/2,1/2,3/2,} )8 8 (1.13)

gdzie gorny (dolny) wiersz odpowiada catkowitej (potéwkowej) liczbie spinowej s.
Zmianom spinu calkowitego towarzyszy zmiana symetrii, zatem ostatni stan jest
symetryczny dla catkowitej liczby spinowej s i antysymetryczny w przeciwnym przy-
padku. Stany o spinie catkowitym S = 1/2 réznia sie tylko symetria — ta zmiana
zachodzi zawsze dla a™/%. Pierwsza wartosc krytyczna dla n > 3 jest ograniczona
z dotu przez wynik dla granicy klasycznej [30, 53]: ot > 1/(n—1), adlan =3

zachodzi rownosé, czyli w tym przypadku oM =1 /2.

Ten wynik pokazuje, ze odwolanie sic w pracy [27| wylacznie do wartosci spinu
calkowitego S nie jest poprawne, szczegdlnie dla catkowitych liczb spinowych s: pier-
wszy 1 ostatni stan powyzszej sekwencji maja taki sam spin catkowity S = s, a dla
catkowitych liczb spinowych s takze te samg symetrie.
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[stotng wskazowka jest analiza lokalnych wtasciwosci stanu podstawowego, ktory jest
kombinacja liniowa stanéw izingowskich p. Oczywistym jest, ze reakcja na (nawet
mate) zmiany wartosci parametru « jest zmiana wspotczynnikow tej kombinacji li-
niowej. Jednak w pewnym zakresie zmian ,dobre liczby kwantowe” (w omawianym
przypadku spin catkowity S i symetria stanu) nie podlegaja zmianie, a wartosci
parametréw lokalnych (namagnesowania, fluktuacje oraz korelacji spinowych itp.)
zmieniaja sie w sposob ciagly (por. [28,60,61]).

Na podstawie tych rozwazari mozemy utozsamic trzeci typ frustracji z rozpatrywanym
w niniejszej rozprawie przypadkiem B, zadajac, aby analiza wykorzystanego modelu
dowodpzita, ze:
1. W obecnosci oddziaywan konkurujacych (o > 0) spin catkowity i symetria
uktadu sa identyczne z warto$ciami dla uktadu bez oddziatywan konkurujacych;

2. W tym zakresie parametru (tutaj o < oz((;l)) nie ma zadnych zmian tych liczb

kwantowych, a wielkodci takie, jak lokalne namagnesowania czy fluktuacje i ko-
relacje spinowe, moga sie zmienia¢ jedynie w sposob ciagty:.

Odpowiada to sytuacji, gdy uktad spinéw izingowskich zachowywal w stanie pod-
stawowym konfiguracje charakterystyczng dla uktadu bez oddziatywan konkuruja-
cych, a konfiguracja o najnizszej energii uktadu klasycznego pozostawata kolinearna.
Trzeba przypomnieé¢, ze mozliwosé takiego zachowania sie (nieskoriczonych) uktadow
kwantowych przedstawiona zostata w pracy [35].

Dla a = al” nastepuje skokowa zmiana dobrych liczb kwantowych oraz wielkosci
lokalnych [28,60,61]. Od tej wartosci rozpoczyna si¢ obszar C, czyli wystepowanie
oddziatywan konkurujacych ze stanem podstawowym istotnie r6znym od stanu w ob-
szarach A oraz B. W zasadzie jest to typ II wg pracy [27], z dwoma zastrzezeniami

e Autorzy wyrozniaja punkty krytyczne agk), w ktorych przecinaja sie poziomy

energetyczne;

e Ze wzgledu na to, ze powyzej o) ponownie mamy S = s, definicja typu II

musi by¢ lekko skorygowana.

W tych punktach krytycznych mamy nietrywialna degeneracje, zatem efekt nazwany
przez O. Kahna ,frustracja degeneracyjna” (ang. degnerate frustration) 26,27, 64],
czyli typ I w pracy [27]. W stanie podstawowym mamy dwa mulitplety o réznych
spinach catkowitych i symetriach (poza punktem o = 1 dla spinu poléwkowego; ze
wzgledu na petna symetrie grupy dwusciennej D,, w stanie podstawowym mamy dwa
dublety ze spinem catkowitym S = 1/2). W takiej sytuacji uktad jest rzeczywis-
cie ,sfrustrowany”, albowiem ,nie wie”, ktory stan jest jego stanem podstawowym.
W skoniczonych temperaturach bedzie to skutkowato niestabilnoscia wtasciwosci uk-
tadu, na co szczegolnag uwage zwracal O. Kahn [64].

Modyfikujac okreslenie frustracji typu Il nalezy przede wszytkim pominaé¢ ogranicznie
catkowitej liczby spinowej do wartosci mniejszych niz w stanie bez oddzialywan
konkurujacych, gdyz powyzej ostatniej wartosci krytycznej o) mamy ponownie

S = s. Co wiecej, dla catkowitych liczb spinowych s te stany maja taka sama
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Rysunek 1.2: Srednia po stanie (62), & = s; + s5, dla pieciu spinéw s = 1 z jednym
wiazaniem odmiennym (Ji2 = Joz = J3g = Jy5 = 1, Ji5 = «). Wykresy odpowiadaja
stanom podstawowym w odpowiednich obszarach: S = 0 dla agl) <a< a£2), asS=1dla
innych wartosci . Punkty krytyczne ozgl) ~ 0,294, a?) ~ 3,562 pochodza z pracy [31].

symetrie. Pewna wskazowka jest analiza modelu Heisenberga w jego granicy izin-
gowskiej oraz klasycznej. W pierwszym przypadku w obszarze B (trzeci typ frus-

tracji) mamy m; = m, = s, pomimo antyferromagnetycznego sprzezenie spinéw sgz)

i 5%, a calkowite namagnesowanie ma warto$¢ |M| = s. Powyzej wartosci kry-
tycznej o) = 1 ta para jest uporzadkowana antyferromagnetycznie (wigzanie jest
usatysfakcjonowane), m; = —m,, i |m1| = s, a calkowite namagnesowanie moze
przyjmowaé wszystkie wartosci |M| < s. Frustracja (czyli ,brak satysfakcji”) doty-
czy jednego lub dwoch kolejnych wiagzan (por. Fig. 1 w pracy [48]). Ponadto, stan

podstawowy jest nietrywialnie zdegenerowany.

Dla uktadu spinéw klasycznych uporzadkowanie w obszarze B jest identyczne z tym
dla modelu Isinga, czyli 87 = 85 i tylko to wigzanie ma energie wyzsza od mozliwej
energii minimalnej. Powyzej wartosci krytycznej a, = 1/(n—1) wektory przestaja by¢
kolinearne i dopuszczalna energia minimalna nie jest osiagana dla zadnego wiazania
[53]. Mozna powiedzie¢, ze frustracja rozchodzi sie po wszystkich wiazaniach (por.
[65]). Jednak w tym przypadku dla skoriczonych wartosci parametru « wektory §;
i §, nigdy nie staja sie antyrownolegte, chociaz lim,_, ¥1, = 7.

W uktadach kwantowych mozemy zbada¢ zachowanie $redniej (po stanie) wartosci
spinu & = 81 + 8,. Wyniki otrzymane dla n = 51 s = 1 przedstawia Rys. 1.2 [63].
Dla o < at” ta para jest uporzadkowane (prawie) ferromagnetycznie, (6%) > 5, czyli
wiazanie jest ,usatysfakcjonowane” dla o < 0 i ,nieusatysfakcjonowane” dla a > 0.
Powyzej ostatniej wartosci krytycznej mamy (o) ~ 0, czyli korelacja spinowa ma
wartos¢ (s;-S5) ~ —2, a zatem omawiana para jest praktycznie uporzadkowana
antyferromagnetycznie i wigzanie jest usatysfacjonowane. Brak satysfakcji, podobnie
jak w modelu klasycznym, dotyczy wszystkich pozostatlych wiazan. Tego efektu nie
wida¢ w pracach [28,60, 61|, gdyz prezentowane tam wyniki nie obejmuja obszaru

powyzej ostatniej wartosci krytycznej o ~ 13,1 [31].



Rozdzial 2

Modele 1 metody badania

2.1 Uwagi ogoblne

Rozprawa po$wiecona jest badaniu skoniczonych uktadéw spinowych, w ktérych wys-
tepuja oddzialywania konkurujace. Bardzo ogdlnie badane hamiltoniany moga by¢
zapisane w postaci

H=cHe+aHs+ Hs. (2.1)

Poszczegolne czlony tego hamiltonianu, Hy, X = £, A, B, zawieraja te wiazania (3, j),
dla ktorych catki wymiany maja, odpowiednio, wartosé¢ e, o oraz 5. Parametr ¢ = +1
definiuje charakter podstawowego dla danego modelu sprzezenia: € = 1 oznacza od-
dzialywania AFM, a ¢ = —1 to oddzialywania FM. Termin ,podstawowy” oznacza, ze
uktad spinow jest spojny takze dla « = 0 i/lub § = 0. Te dwa parametry przyjmuja
dowolne wartosci rzeczywiste i sa tak dobrane, ze oddziatywania konkurencyjne nie
wystepuja dla a, f < 0, niezalezenie od znaku €. Przy takich parametrach ,wtaczenie”
oddzialywan konkurencyjnych nastepuje, gdy co najmniej jeden z nich jest dodatni
i w ukladzie pojawiaja sie dodatkowe wiazania AFM. Poniewaz dla a, 3 < 0 nie ma
oddzialywan konkurencyjnych, zatem uktad spinéw jest dwudzielny, a spin catkowity
moze by¢ okreslony na podstawie twierdzenia LM. Jakiekolwiek obliczenia prowa-
dzone dla parametréow z tego zakresu stuza wytacznie testowaniu wykorzystanych
programéw i algorytmow oraz weryfikacji poprawnosci wprowadzania danych.

Hamiltoniany Hy, X = &£, A, B, definiujg izotropowe oddzialywania biliniowe:
He= > Hi
(i,5)ex
Posta¢ dwuspinowego hamiltonianu H;; zalezy od aktualnie badanego modelu:
o My = s ng) dla modelu Isinga;
o H;; = 5;-5; =|8;||8;| cosy; dla uktadow klasycznych;

o H;; = s;-s8; to standardowy model Heisenberga.

14
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W pierwszych dwoch przypadkach wystarczy badanie € = 1 albo € — 1, gdyz w ukta-
dach (pot)klasycznych nie ma miedzy nimi istotnych r6znic. W modelu kwantowym
sa wyrazne roznice, przynajmniej iloSciowe.

Celem rozprawy jest wyznaczenie swoistego ,diagramu fazowego”, czyli okreslenie pod-
stawowych charkterystyk stanu podstawowego (konfiguracji o najnizszej energii) w za-
leznosci od wartosci parametréw « oraz 5 (przy ustalonym ¢). Granicami obszaru A
(brak oddziatywan konkurencyjnych) sa oczywiscie ujemne potosie uktadu wspotrzed-
nych (¢ < 0dla f =0 oraz f < 0 dla @ = 0). Podstawowym wynikiem bedzie
stwierdzenie wystepowania obszaru B (trzeciego typu frustracji) oraz wyznacznie linii
dzielacych go od obszaru C. Na podstawie wynikéw, omoéwionych krotko w poprzed-
niej czesei, nalezy sie spodziewaé, ze obszar C bedzie podzielony na wiele mniejszych
regionéw oddzielonych od siebie liniami, na ktorych wystapi kanowska frustracja de-
generacyjna (pierwszy typ frustarcji). Ten efekt bedzie zapewne szczegolnie istotny
w przypadku uktadu spinéw kwantowych.

2.2 Badane uklady

Rozpatrywane uktady spinowe sa, z jednej strony, uogélnieniem badanych wczesniej
modeli [30,31,33,40,48,49,53,66,67|, a z drugiej strony stanowia uproszczona wersje
ostatnio syntetyzowanych molekut [11-13,22,41-43,68|. Ponizej przedstwaione sa
najwazniejsze cechy tych ukltadow (na przyktadzie kwantowego modelu Heisenberga).

Centrowane wielokaty: naprzemienne calki wymiany

Uktad zbudowany jest z N = 2n + 1, n > 1, no$nikéw spinu umieszczonych w wierz-
chotkach wielokata (2n spindéw s) oraz w jego centrum (jeden spin sg). Sprzezenie
spinéw peryferyjnych ze spinem centralnym jest stale (Jo; = ¢ = £1, 1 < j < 2n),
a sprzezenia na obwodzie maja naprzemienne wartosci:

Jgi_LQi = Q, JQi’QrL'_A'_l = ﬁ, 1 < 1 < n, 2n+1=1. (22)

Dla n = 2 otrzymujemy centrowany prostokat, a dla n > 2 §ciety n-kat foremny (zob.
Rys. 2.1); symetria uktadu odpowiada grupie dwusciennej D,,. Gdy jedna z calek
wymiany ma warto$¢ zero, to otrzymujemy ,$migto” (ang. propeller), a w szczegblnym
przypadku n = 2 ,muszke” (ang. bow tie) analizowana w pracy [50]. Kwantowy
hamiltonian Heisenberga ma posta¢ (CP oznacza centred polygon)

2n n n
HCP :2’:‘80'2 Sj+06282i_1'82i+62822"82i+1, 2n+1= 1; (23)
j=1 i=1 i=1

odpowiednie postaci funkcji energii dla modelu Isinga i granicy klasycznej sa oczy-
wiste. Ze wzgledu na symetrie uktadu mozna zamienié¢ rolami catki o oraz 3, zatem
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(a) (b)

Rysunek 2.1: Centrowane (2n)-katy dla (a) n = 2 oraz (b) n = 3 z przyjeta numeracja
wierzchotkéw. Spin centralny ma warto$¢ sp, a spiny peryferyjne s; = s, 1 < j < 2n; catki
wymiany: czarne — Jy; = ¢, niebieskie — Jp; 12; = v, czerwone — Jo; 241 = 3, 1 <i < n.

w wiekszosci przypadkow analizowany bedzie tylko uktad, w ktorym o < 8; dlaa = (3
powinny byé¢ odtworzone wyniki dla centrowanych wielokatéw foremnych.

Wielokaty foremne ze sprzezeniem drugich sasiadéw

Naprzemienne catki wymiany drugich sasiadow w (2n)-kacie foremnym prowadza do
kwantowego hamiltonianu Heisenberga w postaci (RP oznacza regular polygon)

2n n n
HRP = 82 Sj'8j+1+062521‘_1~82i+1 +62821'82i+2, 2n+/0 = 67 = 1, 2. (24)
=1 =1

J=1

Uktad taki moze by¢ przedstawiony jako antygranistostup (ang. antiprism) albo jako
dwa (,koncentryczne”) n-katy foremne obrocone wzgledem siebie o kat 7/n (Rys. 2.2).
Aby uniknaé¢ oddzialywan konkurujacych w obrebie kazdego z n-katow, rozwazania
sa ograniczone do parzystych liczb n. Liczby spinowe sg; 1 = s 1 Sos = 8 moga
byé¢ w ogélnym przypadku rézne, zatem wyniki dla o < 1 8 < a beda odmienne,
chociaz zapewne analogiczne. Wystepowanie réznych liczb spinowych wyklucza takze
zwierciadlang o§ symetrii, wiec symetria jest ponownie ograniczona do grupy dwu-
sciennej D,,. Szczegdlny przypadek § = 0 odpowiada analogom molekuly Fe;yGdy,
przy modelowaniu ktorej przyjeto brak sprzeznia pomiedzy jonami gadolinu [13].
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Rysunek 2.2: Naprzemienne sprzezenia drugich sasiadow w (2n)-katach foremnych dlan = 6
z przyjeta numeracja wierzchotkow przedstawione jako (a) antygraniastostup oraz (b) kon-
centryczne n-katy foremne. W ogolnym przypadku liczby spinowe s9; 1 = s oraz so; = 8,
1 < i < n, mogy by¢ rozne; calki wymiany: czarne — Jyp; = €, niebieskie — Jo; 1 92;41 = «,
czerwone — Joj 0140 = 3, 1 <@ < n.

2.3 Podstawowe techniki obliczeniowe

Kazdy z trzech przedstawionych wezesniej modeli (Isinga, klasyczny, kwantowy) wy-
maga innego podejécia i przezwyciezenia specyficznych dla danego modelu trudnosci.
Zastosowane podejscia sa krotko oméwione ponizej, a ich wykorzystanie przedstwione
bedzie na przyktadzie matych uktadéw w dlaszych czesciach rozprawy.

W przypadku modelu Isinga gtéwna trudnoscia jest bardzo wysoki stopieri degeneracji
(szczegodlnie dla  krytycznych” wartosci parametréow « oraz f3), ktory trudno opisaé
og6lnymi wzorami (por. [49,66] i cytowane tam prace). W rozwazaniach prezen-
towanych tutaj ten problem nie jest poruszany, a degeneracja jest wyznaczana tylko
dla niektorych linii oraz punktéow krytycznych. Badanie takich uktadéw sprowadza
si¢ zatem do badania funkcji energii F(p) okreslonej na zbiorze konfiguracji p =
|mims ... my,). Ze wzgledu na ogdlna posta¢ hamiltonianu (2.1), kazdej konfigu-
racji p przypisane bedzie réwnanie plaszczyzny (w przestrzeni R3)

Ey(o, ) = apor+ by B+ cp. (2.5)
Zgodnie z wezesniejszymi wzorami odpowiednie wspotezynniki s wyliczane jako
a, = Z m;m;, by = Z m;mj, Cu=E¢ Z m; my; (2.6)
(i,5)eA (i,5)eB (i,)€€E

oczywiscie rozne konfiguracje moga prowadzi¢ do tych samych wspotczynnikéw, co
bedzie swiadczylo o degeneracji dla odpowiedniej ptaszczyzny FE,,. Problem sprowa-
dza sie do wyznaczenia linii przecie¢ tych ptaszczyzn i okreslenia, ktora plaszczyzna



ROZDZIAL 2. MODELE I METODY BADANIA 18

odowiada najnizszej energii. Jest to do$¢ zmudne, ale nieskomplikowane zadanie,
w ktorym duza pomoc stanowia algorytmy kombinatoryczne (np. [69,70]), ktore
pozwalaja efektywnie wyznaczy¢ wszystkie konfiguracje dla dowolnego w zasadzie
uktadu spinéw izingowskich.

Uktady klasyczne zawsze mozna sprowadzi¢ do przypadku unormowanych wektorow
spinowych, |§;] = 1, 1 < j < N, dostosowujac wartosci parametrow « i 5 (por.
[40,50]). Funkcja energii jest wtedy funkcja miar katow v;;, a tych katow jest tyle,
ile jest niezerowych calek wymiany. Jeszcze wiecej zmiennych wystepuje, gdy orien-
tacja kazdego wektora opisna jest przez katy ¢ i ¢ w sferycznym uktadzie wspotrzed-
nych. Pewne ograniczenia geometryczne zmniejszaja liczbe niezaleznych zmiennych,
ale i tak konieczne by byto badanie funkcji (bardzo) wielu zmiennych. 7 pomoca
przychodzi metoda rozmaitosci Lagrange’a (ang. Lagrange variety approach, LVA)
zaproponowana przez H.-J. Schmidta i M. Lubana [71]. Poglebiona analiza matem-
atyczna dokonana przez pierwszego z autoréw w szeregu prac stworzyta z tej metody
bardzo efektywne narzedzie badania uktadu spinéw klasycznych [50-52]. Metoda ta
jest szczegblnie przydatna w przypadku uktadéw o wysokiej symetrii, gdyz wtedy
konieczne jest badanie funkcji niewielu (dwoch lub trzech) zmiennych, a w szegolnie
korzystnych przypadkach wystarczy badanie wielu funkcji, ale tylko jednej zmiennej
(por. [40]). Druga metoda jest minimalizacja iteracyjna (ang. iterative minimization,
IM) [50,72,73], w ktorej wszystkie spiny §; sa w losowej kolejnosci tak modyfikowane,
aby ich lokalna energia

N
Ej =8 Z JijSi (2.7)
=1

byta minimalna. Produra wyboru spinu i jego modyfikacji jest prowadzona tak dtugo,
az zmiana energii calego uktadu bedzie mniejsza od zatozonej doktadnosci. Krotkie
omoéwienie obu podejsé jest przedstawione w § 5.1.

Uktady kwantowe to rozwiazanie zagadnienia wtasnego, ktérego wymiar podlega tak
zwanej ,ekspolzji kombinatorycznej”. Uwzglednijac dobre liczby kwantowe (w tym
symetrie¢ uktadu) mozna ograniczy¢ wymiar rozwazanych macierzy [6,70,74], ale i tak
predzej czy podzniej osiagnieta zostaje granica (aktualnych) mozliwosci numerycznych.
W przypadku badanych tutaj uktadéw podstawowym narzedziem byt program clique
[75], ktory wykazal wielokrotnie swa skutecznosé. Miedzy innymi wiekszo$é wynikow
zamieszczonych we wczesniej cytowanych pracach zostala uzyskanych za pomoca
tego programu lub jego wczes$niejszych wersji. Wazna zaleta tego programu jest
mozliwos¢ jego zastosowania do bardzo réznych ukladéw (w tym hamiltonianow
nieizotropowych). Pewnym brakiem jest to, ze nie mozna uwzgledni¢ pelnej symetrii
uktadu — brana jest pod uwage tylko jedna dwukrotna operacja symetrii (albo obrot
o m, albo odbicie, albo inwersja przestrzenna), a stany sa dzielone na symetryczne i an-
tysymetryczne wzgledem tej operacji. Przy realizacji niniejszej rozprawy badana byta
tylko energia stanu podstawowego, zatem analizowane byly tylko warto$ci wlasne,
chociaz sam program clique umozliwia pogtebiong analize standéw wlasnych, czy tez
wyznaczanie podstawowych wielkosci termodynamicznych w niezerowych temperatu-
rach i przy obecnosci zewnetrzenego pola magnetycznego.



Rozdzial 3

Model Isinga

3.1 Centrowane wielokaty:
naprzemienne calki wymiany

3.1.1 Centrowany prostokat

Naprzemienne catki wymiany na obwodzie czworokata prowadza do funkcji energii
w postaci (por. §2.2)

E,, = (m1me +mgmy)o + (mems + myamy)B + emo Mpec, (3.1)

gdzie Mgee = ijl m; jest calkowitag magnetyzacjg spinéw w wierzchotkach pros-
tokata. Zgodnie z przyjeta w §2.2 umowa spin centralny ma warto$é¢ sg, a spiny na
obwodzie sg identyczne, czyli s; = s dla 1 < j < 4. Poniewaz dla o, 8 < 0 w stanie
podstawowym spiny s; musza by¢ uporzadkowane ferromagnetycznie (m; = s), zatem
dla mg = —esq energia stanu podstawowego ma wartos¢ (niezalezna od znaku ¢)

Erp =25%(a+ B) — 4sgs; (3.2)

indeks F:F oznacza, ze zaréwno dla wigzan «, jaki i §, mamy uporzadkownie FM.
W przypadku tak prostego uktadu poszukiwanie wartosci krytycznych parametrow
a oraz (3 mozna przeprowadzi¢ generujac wszystkie konfiguracje dzieki efektywnym
algorytmom kombinatorycznym (por. [69,70]). Mozna takze poréwnaé energie (3.2)
z energig dla duzych dodatnich wartosci parametrow « i/lub (3, kiedy korzystna ener-
getycznie bedzie antyferromagnetyczna konfiguracja odpowiednich par spinéw.

Konfiguracja AFM par (1,2) i (3,4) oznacza m; = —my = —mg = my = S; poniewaz
wcigz 8 < 0, zatem pozostate dwie pary maja uporzadkowanie FM. Wprowadzajac te
wartosci do (3.1) otrzymujemy

Enrr = =25 (o — B); (3:3)

19
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Rysunek 3.1: Diagram fazowy dla F:AF

centrownago prostokata ze spinem
centralnym sp i spinami s; = s, AF-AF
1 < j < 4, w wierzchotkach.
Szare obszary odpowidaja konfi-
guracji F:F, pomimo obecnosci od-
dziatywan konkurujacych. Opis
obszaréw oraz linii w tekscie.

Sy/S

F:F
AF:F

0 S,/ a

poniewaz dla tej konfiguracji Mge. = 0, zatem warto$¢ € nie ma znaczenia, a stopien
degenercji wynosi 2sy + 1. Poréwnanie wartosci (3.2) i (3.3) prowadzi do wartosci
krytycznej

Rozpatrujac duze dodatnie wartosci parametru S (dla a < 0) bierzemy pod uwage
konfiguracje m; = my = —mg3 = —my = s (z degeneracja 2s¢ + 1), ktorej energia to
EF:AF = 282(04 - B) (35)

Proste rachunki prowadza do wniosku, ze . = a. = so/s.

Jezeli obie catki wymiany a i 8 sa dodatnie i wystarczajaco duze, to konfiguracja
o najnizszej energii bedzie antyferromagnetyczna orientacja wszystkich par, czyli
m; = —me = mg = —my = s (ponownie z degeneracja 2sy + 1), ktorej energia
dana jest jako

EAF:AF =2 82(@ —+ 6) (36>

Tym razem granica obszaréw F:F oraz AF:AF jest odcinek prostej o réwnaniu
a+ f=sy/s. (3.7)

Rownanie to jest oczywiscie spetnione dla punktu o wspotrzednych a = 8 = sq/(2s)
(por. [48]). Poréwnanie wzoréw (3.6) oraz (3.3) lub (3.5) potwierdza, ze granicami
odpowiednich obszaréw sa potproste f = 0 (odpowiednio, o = 0) rozpoczynajace sie
w punkcie . (odpowiednio, (.). Wszystkie wyznaczone granice obszaréw sa przed-
stawione na Rys. 3.1.

Energie stanu podstawowego na wyznaczonych granicach maja nastepujace wartosci
e granica F:F i AF:F oraz F:F i F:AF: 2s(sf — s¢) i, odpowiednio, 2s(sa — sg);
e granica AF:AF i AF:F oraz AF:AF i F:AF: —2s%« i, odpowiednio, —2s%8;
e granica F:F i AF:AF: —2s 5.
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W pierwszych dwoch przypadkach nie ma wiecej konfiguracji o wyznaczonych ener-
giach, zatem degeneracja wynika wprost z wartosci otrzymanych wczesniej: na nie-
bieskich polprostych wynosi ona 2(sg + 1), a na czerwonych 2(2sg + 1). Natomiast
na granicy obszaréw F:F i AF:AF (purpurowy odcinek na Rys. 3.1) degeneracja gwal-
townie rosnie, podobnie jak bylo to pokazane dla centrowanych wielokatow forem-
nych [48]. Energie —2sys maja wszystkie konfiguracje, w ktorych my = s¢ oraz
my = mg = s albo my = my = 5. Mamy wtedy bowiem

E=(a+B)smg+ (a+ B)smy — s0(2s + mg + my) = —2 5 s.

Poniewaz ms i my sa dowolne, zatem mamy (2s + 1)? takich konfiguracji. Tyle
samo konfiguracji mamy dla my = my = s i dowolnych m; oraz ms. Poniewaz
konfiguracja m; = my = m3 = my = s wystapita dwukrotnie, wiec taczna liczba
takich konfiguracji to 2(2s+ 1)* — 1. Nalezy jeszcze uwzgledni¢ uporzadkowanie AFM
w wierzchotkach prostokata dla pozostatych 2sy—1 wartosci mg.t Ostatecznie stopien
degeneracji na tym odcinku wynosi 8s(s + 1) + 2sq (por. [48,49]).

Jeszcze wyrazniejszy wzrost degeneracji obserwujemy w punktach wspélnych dla
trzech linii krytycznych, czyli dla o = s¢/s, f = 0 oraz a = 0, = s¢/s. Oczy-
wiscie energia ma wartos¢ —2sgs, a dla pierwszego z tych punktéw funkcja energii dla
dowolnej konfiguracji g ma postac

E” = (m1 Mo + M3 TTL4)80/S +éemyg MRec‘ (38)

Jezeli my = my = s oraz my = —esp, to z powyzszego rownania F, = —2ss
dla dowolnych wartosci rzutow mso i m3. Do wyznaczenia liczby konfiguracji nalezy
uwzgledni¢ wezedniej uwzglednione przypadki. Np. dla s = 1 sg tylko trzy nowe
konfiguracje: |s91,0,0,1), |so1,0,—1,1), oraz |sg 1,—1,0,1). Tyle samo nowych kon-
figuracji otrzymamy dla my = mg = s = 1, zatem lgcznie mamy szesé¢ dodatkowych
konfiguracji w punkcie ,trojkrytycznym” o wspotrzednych (sq/s,0).

Region oznaczony na Rys. 3.1 szarym kolorem, to poszukiwany zakres trzeciego typu
frustracji, czyli ,zamrozenie” konfiguracji F:F, pomimo wystepowania oddzialywan
konkurujacych. Dopiero odpowiednio silne sprzezenia powoduja, ze wiazania AFM
moga by¢ usatysfakcjonowane i uklad znajdzie sie w jednym z podregionéw ob-
szaru C (drugi typ frustarcji), gdzie obserwujemy wzrost degeneracji. Podobnie jak
we wezesniej badanych uktadach (homogenicznych i/lub z jednym paramatrem «) ob-
serwujemy znaczny wzrost degeneracji na liniach krtycznych, szczegélnie na granicy
obszaréw F:F oraz AF:AF oraz punktach trojkrytycznych. Nalezy podkresli¢, ze zgod-
nie z oczekiwaniami otrzymany diagram jest symetryczny wzgledem prostej 5 = a.

'Rzut mo = —s jest uwzgledniony przez trywialna degeneracje magnetyczna. Dla pozostatych
rzutéw bierzemy pod uwage tylko jedna z dwéch mozliwych konfiguracji AFM, co takze odpowiada
trywaialnej degeneracji magnetycznej.
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3.1.2 Centrowane (2n)-katy dla n > 2

Rozwiazania dla wiekszych uktadéw sg w zasadzie jako$ciowo identyczne z obrazem
otrzymanym w najprostszym przypadku n = 2. Dotyczy to miedzy innymi granic
obszarow, gdyz rozwiazywane rownania zawsze mozna podzieli¢ przez n (por. wyniki
dla uktadu klasycznego [40]). We wszystkich obszarach mamy taka sama degeneracje,
jak dla prostoka, natomiast wzrasta ona wyraznie na wszystkich liniach graniczy,
zatem takze w punktach trojkrytycznych.

[stotna roznice jakosciowa zobserwujemy, gdy poréwnamy wyniki dla parzystych
i nieprzystych liczb n (zgodnie konwencja przyjeta w §2.2 liczba wierzchotkow jest
zawsze parzysta i wynosi 2n). W pierwszym przypadku powyzszy krotki opis jest
catkowicie poprawny, natomiast dla liczb nieparzystych (czyli dla liczby wierzchotkow
niepodzielnej przez 4) musimy doktadniej przeanalizowaé¢ obaszary AF:F oraz F:AF.
Przekroczenie przez catke o wartosci krytycznej powoduje, ze pary (2i — 1,2i) beda
preferowaé¢ ustawienie AFM ale pary (2¢,2i + 1) powinny zosta¢ w konfiguracji FM.
Taka konfiguracja jest mozliwa, gdy kazda czwroka (mo;_1,mo;, Moji1, Mojyo) ma
posaté (s, —s, —s, s). Sytuacja taka jest niemozliwa, gdy liczba 2n nie jest podzielna
przez 4. Jezeli zaczniemy od my; = —mgy = —mg = my = S, t0 Mo, 1 = —Mo, = S
i para (may, m1) bedzie antyrownolegla przy ferromagnetycznej calce wymiany Ja, ;.
Poniewaz te efekt moze dotyczy¢ kazdego wiazania FM, zatem wzro$nie degenera-
cja. Takie konfiguracje, w liczbie n(2sy + 1), beda prowadzity do najnizszej energii
dla stabych oddziatywan ferromagnetycznych (mate |3|). Przy wystarczajaco silnym
sprzezeniu [ uktad bedzie preferowal ustawienie, w ktérym usatysfakcjonowane beda
wiazania (2¢,2¢ + 1). Moze to by¢ zrealizowane, gdy w powyzej analizowanej kon-
figuracji przyjmiemy mso,_1 = ms, = s. Takie rozwigzanie ma dwie istotne konsek-
wencje. Po pierwsze, Mpo, = Z?Zl = 2s # 0, zatem minimalizacja energii wymaga
|mo| = so. 7Z tego faktu wynika drugi efekt: znosza jest degeneracja 2sy + 1 wynika-
jaca z dowolnosci rzutu mg dla Mpgy, = 0, ale pojawia si¢ n-krotna degeneracja
wynikajaca z mozliwosci wyboru pary (2i — 1,2i), dla ktorej mo; 1 = mg;, pomimo
antyferromagnetycznego sprzezenia a > 0.

W ostatnio omawianej konfiguracji usatysfakcjonowanych jest n par (2i,2: + 1) oraz
n — 1 par (2i — 1,2i). Energia takiej konfiguracji wynosi zatem (mg = €sg)

Earre = —ns° (o — B) + 2s(s o — s9). (3.9)
Wezesniej dyskutowana konfiguracja ma energie
Enrar = —n 8% (a — 3) — 25°B. (3.10)

Linie krytyczne pomiedzy obszarami F:F i AFL:F oraz AF:AF i AF2:F sa takie same
jak uprzednio, czyli jest to polprosta a. = so/s dla f < 0 oraz polprosta § = 0
dla o > a.. Pojawia sie natomiast nowa linia krytyczna pomiedzy obszarami AF1:F
i AF2:F. Po poréwnaniu rownan (3.9) oraz (3.10) otrzymujemy, zZe jest to prosta
o rownaniu « + 8 = so/s [por. (3.7)]. Degeneracja na tej linii krytycznej jest wyzsza
niz suma degeneracji w sasiadujgcych obszarach, zatem mamy dodatkowe konfiguracje
o tej samej energii.
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3.2 Wielokaty foremne:
naprzemienne sprzezenia drugich sasiadéw

Na podstawie wzoru (2.4) funkcja energii E,, dla konfiguracji pp = |mqms ... ma,)
ma postac

2n n n
E,=¢ g m;mip + @ E Mai—1 Maip1 + 3 E Ma; M2i42, (3.11)
=1 i—1 i—1

gdzie 2n + ¢ = {, ¢ = 1,2. Podobnie jak w poprzedniej czesci mozna rozpatrywac
niezaleznie uporzadkowanie obu podstaw antygraniastostupa (obu n-katéow forem-
nych). Wyroznione zatem sg cztery obszary:

1. F:F dla «a, 8 < 0 (brak oddziatywan konkurujacych);
2. AF:Fdlaa>01 8 <0;

3. FAFdlaa<0ig>0:

4. AF:AF dla o, 8 > 0.

W trzech ostatnich przypadkach zakladamy, ze antyferromagnetyczne sprzezenia sa
na tyle silne, ze wymusza uporzadkowanie AFM w odpowiednim n-kacie.

Przy uporzadkowaniu ferromagnetycznym obu podstaw wzajemna relacja rzutow o in-
deksach nieparzystych i parzystych jest okreslona przez znak parametru ¢ i konfigu-
racja o najnizszej energii bedzie

|s, —es’,s,—es', ... s, —¢es)

o energii
Erp=n(as®+B(s) —2s5). (3.12)

Dla dowolnego 1 < j < 2n w wzorze (3.11) wystepuje sktadnik e m;(m;_1 + m;i1),
zatem dla antyferromagnetycznego uporzadkowania co najmniej jednej z podstaw
znak parametru € nie ma znaczenia. Przyjmujac, ze dla uporzadkowan AFM mamy

Myi—1 = —(—1)'s  oraz  my = —(—1)'s

otrzymamy nastepujace energie

Expr = —n(a s2—f (s')Q), (3.13)
Eear = n(as®—B(s)?), (3.14)
Eprar = —”(04 s+ (3/)2)~ (3.15)

Zmiana znakéw w jednej z podstaw (np. podstawienie my; = (—1)%s’) nie zmienia en-
ergii, zatem w kazdym z tych przypadkéw mamy dwukrotna degeneracje. Rozwigzujac
odpowiednie réwnania znajdujemy linie krytyczne (por. Rys. 3.2)
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Rysunek 3.2: Diagram fazowy F:AF
dla wielokata foremnego z naprze- ,

) ) Lo : s/s :
miennymi sprzezeniami drugich AF:AF

sasiadow; liczby spinowe s oraz s’
odpowiadaja wierzchotkom o, od-
powiednio, nieparzystych i parzys-
tych indeksach. F:F

AFF

0 s’/s o

Granica pomiedzy obszarami F:F i AF:F jest pionowa niebieska potprosta dla § < 0 i
a. =s§'/s. (3.16)

Analogicznie, granica pomiedzy obszarami F:F oraz F:AF jest pozioma niebieska pot-
prosta dla a < 0 oraz

fe=s/s. (3.17)
Czerwone polproste zaczynaja sie w punkcie trojkrytycznym” (ae,0) oraz (0, )
i oddzielaja obszar AF:AF od obszaru AF:F oraz, odpowiednio, F:AF. Granica pomie-
dzy obszarami F:F i AF:AF jest (purpurowy) odcinek prostej o rownaniu

sPa+ (s')?B=s5. (3.18)

Dla uktadu homegenicznego (s" = s) z jednym paramtrem (« = ) odtwarzana jest
znana wartos¢ krytyczna o, = 1/2 (por. [48,66]). W poréwnaniu do wynikoéw poprzed-
niej czedci widzimy, ze diagram nie jest symetryczny wzgledem prostej 5 = «a dla
s’ # s. Nie ma takze dodatkowych regionéw (i linii krytycznych) w obszarach AF:F
oraz F:AF dla parzystych liczb n.

Degeneracja na liniach krytycznych jest tatwa do wyznaczenia dla wszystkich potpros-
tych. Na przyktad dla granicy pomiedzy obszarami AF:F i AF:AF mamy § = 0 oraz
antyferromagnetyczne uporzadkowanie spinéw o indeksach nieparzystych. Poniewaz
konfiguracja spinéw o indeksach parzystych jest dowolna, zatem calkowity stopien
degeneracji wynosi (28’ + 1)". Podobnie dla drugiej czerwonej potprostej mamy de-
generacje (2s + 1)".

Wstawiajac do rownania (3.11) krtyczna warto$é parametru « oraz uwzgledniajac
ferromagnetyczne uporzadkowanie rzutow o indeksach parzystych (5 < 0) otrzymamy

n s n
Ell« = 268/ Z mMo;—1 + ; Z Moi—1M2i1+1 + nﬂ(s')Q. (319)
=1 =1

Z drugiej strony wstawiajac wartos¢ a = s'/s do wzoru (3.12) lub (3.13) mamy

Earrla=5/s) = —nss +np(s). (3.20)
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Rzuty mo;_1, 1 <7 < n, musza zatem spelnia¢ réwnanie
n n
2es Z Mmo;—1 + Z Moj—1 M1 = —N 52. (321)
i=1 i=1
Skorzystamy z tego, ze n = 2¢q i zmodyfikujemy lewa strone tego rownania:

q q q
2
2es E Maj—3 + 2es E Ma—1 + E Mag—1(Map—3 + Mapp1) = —n 5"
k=1 k=1 k=1

Podstawiajac my,_3 = —es, 1 < k < ¢ otrzymujemy
q q
—ns® + 2es Z Myp—1 — 268 Z Map_1 = —N 52,
k=1 k=1

co jest tozsamoscig dla dowolnych wartosci rzutéw my,_1, 1 < k < ¢. Mamy zatem
(2s 4+ 1)7 takich konfiguracji. Przyjmujac dla odmiany my,_ 1 = —es, 1 < k < g,
otrzymamy drugi zbiér (2s + 1)? konfiguracji, jednak catkowicie ferromagnetyczne
uporzadkowanie mo; 1 = —es, 1 < ¢ < n wystapi w obu przypadkach, zatem ostatecz-
nie mamy 2(2s+1)? — 1 réznych konfiguracji. Wyczerpuje to wszystkie mozliwosci dla
n = 4, ale dla wiekszych uktadéw mamy wiecej rozwiazan rownania (3.21). Sytuacja
jest jeszcze bardziej ztozona na granicy obszarow F:F i AF:AF oraz w punktach trojkry-
tycznych. Poniewaz wyznaczanie degeneracji nie jest gtéownym zadaniem niniejszej
rozprawy, zatem ograniczymy sie do stwierdzenia, ze dla tych wartosci parametrow
degenereacja jest bardzo wysoka.

3.3 Podsumowanie

Przedstawione wyniki wskazujg na podstawowe cechy badanych uktadéw w ramach
modelu Isinga. W obu przypadkach wystepuja cztery podstawowe obszary (F:F, AF:F,
F:AF, AF:AF), przy czym pierwszy z nich obejmuje takze region, w ktérym wystepuja
oddziatywania konkurujace (trzeci typ frustarcji). Otrzymane digaramy fazowe sa
bardzo proste, gdyz dla odpowiednio silnych sprzezein AFM dany poduktad przechodzi
bezposrednio z konfiguracji ferromagnetycznej do antyferromagnetycznej. Wyniki
otrzymane wcze$niej dla uktadéw z jednym parametrem « sugerujg, ze wartosci kry-
tyczne otrzymane w modelu Isinga sa gérnym ograniczeniem pierwszych wartosci
krytycznych w uktadach klasycznych i kwantowych.



Rozdzial 4

Uklady kwantowe

Wszystkie, poza jednym, uktady byty zbadane z wykorzystaniem programu clique,
ktory wykorzystuje zaawansowane algorytmy z zakresu algebry liniowej [75]. Ponizej
beda zatem przedstawione modelowe hamiltoniany oraz najwazniesze wyniki, gtéwnie
w postaci wykresow.

4.1 Centrowane wielokaty

Zacznijmy od przypomnienia hamiltonianu takich uktadéw, ktory byt podany w § 2.2,

2n n n
Hep = 580‘2 s; + 04282171'821' +5282i'32z’+17 2n+1=1, (4.1)

j=1 i=1 i=1

przy czym liczby spinowe sg oraz s; = s mogg by¢ rozne. Poniewaz mozna zamienic
rolami parametry o i (3, zatem wystarczajace jest badanie potplaszczyzny § > «a,
chociaz nie zawsze ten fakt byt wykorzystywany. Program uwzglednia tylko jedna
dwukrotna operacje symetrii, zatem okreslenia symetryczny oraz antysymetryczny
odnoszg sie do zachawania stanu przy odbiciu

Ri=@n+1)—j da 1<j<2n, (4.2)

albowiem jest to operacja symetrii zaréwno dla nieparzystych, jak i parzystych liczb n.
Nie jest zatem wykorzystane pelna symetria w drugim przypadku, gdy elementem
symetrii uktadu jest takze, miedzy innymi, obrot o «

Rj=j+n (mod2n), dla 1<j<2n. (4.3)

Jezeli w wynikach wystepowal dwukrotnie zdegenerowany poziom podstawowy,! to te
sama energie mialty dwa stany o tej samej liczbie spinowej .S, ale roznych symetriach.

'Magnetyczna degeneracja (25 + 1)-stanowego multipletu o catkowitej liczbie spinowej S jest
pomijana.

26
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Rysunek 4.1: Diagram fazowy dla centrowanego prostokata (sp = 2, s = 1) w przypadku
ferro- (po lewej) oraz antyferromagnetycznego (po prawej) sprzezenia ze spinem central-
nym. Liczby oznaczaja wartosé catkowitego spinu. W zacieniowanych obszarach GS jest
identyczny ze stanem bez oddziatywan konkurujacych.

Oznacza to de facto, ze ten poziom energetyczny jest zwigzany z dwuwymiarowa
reprezentacja grupy dwusciennej D, (por. [74,76]). W miare mozliwosci prowadzono
obliczenia dla obu wartosci € = +1.

W regionie bez oddzialywan konkurujacych, o, 8 < 0, spiny w wierzchotkach wielo-
kata sa uporzadkowane ferromagnetycznie, zatem ich spin wypadkowy to

Spoly,FM =2n S, (44)

a stanem podstawowym jest catkowicie symetryczny stan ze spinem catkowitym

4.5
|Sp01y,FM - 80| , dla e=+1. ( )

Sk = {SPOIy,FM +50, dla e=-1,
Zwickszanie wartosci jednego lub obu parametréw, a w szczegélnosci przejscie do
obszaru oddzialywan AFM, powoduje stopniowe zmniejszanie wypadkowego spinu
uktadu i wystapienie odpowiedniej sekwencji:

27’LS+80, (2718— 1)+So, ...71+80, S0 (46)
dla e = —1 oraz
2ns — so, (2ns —1) — sg, ..., { 3/2’21{2’01{253/2 } ..., 80 — 1, sg (4.7)

dla e = +1; gorny wiersz odpowiada potéwkowej a dolny catkowitej liczbie spinowej sg.
Zmianie wartosci spinu catkowitego towarzyszy zmiana symetrii (por. [30]), zatem
dwa poziomy o S = 1/2 maja rézna symetrie i moga by¢ rozroznione.

Ponizej przedstawione sa diagramy uzyskane dla n = 2,3 1 4. We wszystkich przy-
padkach sy = 2 oraz s = 1, zatem maksymalny spin catkowity wynosi zawsze 2(n+1).
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Rysunek 4.2: Diagram fazowy dla centrowanego szesciokata (sp = 2, s = 1) w przypadku
ferro- (u gory) oraz antyferromagnetycznego (na dole) sprzezenia ze spinem centralnym.
W zacieniowanych obszarach GS jest identyczny ze stanem bez oddzialywan konkurujacych.

Jesli n jest parzyste, to pierwsza linia krytyczna jest zbudowna z dwoch potprostych
(B = B dla a < 0 oraz a = a, dla f < 0) oraz laczacego je odcinka w obszarze
a,f > 0. Poniewaz a. = . = s0/(2s), zatem odcinek ten jest fragmentem prostej
o rownaniu a+/ = s¢/(2s). Dla nieparzystej liczby n te potproste zastapione sa krzy-
wymi. W tym przypadku wystepuje istotna réznica w zachowaniu dla a < 0ia >0
(przy f > 0). Dla a < 0 pewne stany podstawowe sa dwukrotnie zdegenerowane
(zwiazane sa dwuwymiarowa reprezentacja nieprzywiedlng grupy D,,), natomiast dla
« > 0 nie ma nietrywialnej degeneracji poza liniami krytycznymi (por. Rys. 4.2). Jest
to charakterystaczna dla uktadu kwantowego reakcja na brak mozliwosci utworzenia
takiej konfiguracji, ktora jednocze$nie satysfakcjonowataby wiazania ferromagnety-
czne (a < 0) oraz antyferromagnetyczne (5 > 0). Problem ten byt oméwiony w § 3.1.2
w przypadku modelu Isinga i wystapi takze w ukladach klasycznych (por. § 5.2).
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Rysunek 4.3: Diagram fazowy dla centrowanego o$miokata (so = 2, s = 1). W za-
cieniowanych obszarach GS jest identyczny ze stanem bez oddzialywan konkurujgcych.

Wszystkie krzywe zbiegaja sie w dwoch (¢ = —1) albo trzech (¢ = +1) punktach
na osiach. Jak widaé¢, te wartosci nie zaleza od rozmairu uktadu, zatem musza by¢
zwiazane z liczbami spinowymi (doktadniej, ze stosunkiem sg/s). Liczba tych punk-
tow jest jedyna réznica jakosciowa pomiedzy przypadkami e = —11ie = +1. Roznica
ilosciowg jest przesuniecie dwoch najwyzych krzywych — to wtasnie te krzywe zbie-
gaja sie w punkcie (0,3) i, symetrycznie, w punkcie (3,0). To przesuniecie mozna
takze zaobserwowaé¢ w uktadach o pelnej symetrii (czyli dla 5 = «). Na przyktad dla
n = 4 wartosci krtyczne parametru « to (por. Rys. 4.3)

0,500, 0,540, 0,622, 0,735, 0,894, 1,162, 1,744, 3,370,
dla e = —1 oraz
0,500, 0,540, 0,622, 0,735, 0,894, 1,162, 2,616, 5,054

dla ¢ = +1. W obu przypadkach pierwszym punktem krytycznym jest uniwersalna
wartos¢ a. = so/(4s) (por. [12,33,40,62]).

Mozna stwierdzi¢, ze zdecydowana wiekszos¢é efektéw mozna byto intuicyjnie prze-
widzie¢, chociaz wystepowanie punktéw o wysokiej degeneracji dla o = 0 oraz,
odpowiednio, dla # = 0 nie jest oczywiste. Pewnym zaskoczeniem jest zachowanie sie
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niektorych linii granicznych w obszarze o, > 0. Mozna byto oczekiwaé, ze wszystkie
linie graniczne traktowane jako funkcje 5.(«) beda funkcjami malejacymi, gdyz wzrost
calki antyferromagnetycznej « (przy ustalonym parametrze ) bedzie prowadzil do
takiej samej sekwencji (lub jej czesci), jak w drugiej czy czwartej ¢wiartce. Natomiast
w kilku przypadkach ta sekwencja jest zaburzona. Na przyktad dla e = —1 linia kry-
tyczna pomiedzy obszarami S = 4 i § = 3 ma maksimum ok. 2123 dla a = 0,6.
Poruszajac sie po linii § = fy, gdzie 2,0 < [y < 2,123, sekwencja catkowitych liczb
spinowych (dla a > 0) ma postaé: 2, 3, 4, 3, 2, przy czym ten ostatni stan bedzie
osiagniety dopiero dla a > 4,2. Prawdopodobnie jest to zwiazane ze sprzezeniem
ze spinem centralnym, ale te hipoteze nalezy zweryfikowa¢ przeprowadzajac bardziej
szczegblowa analize standw, co wykracza poza zakres tej rozprawy.

4.2 Alternujace sprzezenia drugich sasiadow
w koncentrycznych wielokatach foremnych

4.2.1 Czworoscian albo romb

W omawianych powyzej uktadach nawet najmniejszy uktad wymagal numerycznego
rozwigzania odpowiedniego zagadnienia wlasnego. Najmniejszym wielokatem o pa-
rzystej liczbie bokéw jest kwadrat, zatem najmnieszy badany uktad powinien by¢
zbudowany z o$miu spinéw. Prosty techniczny chwyt pozwala nam bada¢ dwa razy
mniejszy uktad. Wspomniany trik polega na rozpisaniu wzoru (2.4) dla n = 2:

Hrp = e(81+ 83) (82 + 84) + a(81-83+ 83-81) + B(S2:84 + 84-82) .

Wystarczy zatem zamieni¢ o na 2« oraz [ na 25 i wlaczy¢ do rozwazan antygra-
niastostup, ktérego podstawami sa ,foremne dwuboki” (por. Rys. 4.4). W tym przy-
padku hamiltonian Heisenberga mozna zapisa¢ jako szczegdlny przypadek modelu
podsieciowego |77, 78|

Hretra = €S4-Sp + 2 (s1-83 + £S2-84) (4.8)

gdzie
SA281+83, SB :SQ+84, (49)

a spin catkowity uktadu to S = S, + Sp.

Dla dowolnych dwoch spinéw, na przyktad s; oraz s;, zachodzi
o’ = s+ 587 +2s;-s, o=s+8s;
zatem kazdy iloczyn skalarny dwoch spinéw, s; - s;, mozna zastapic¢ przez

A

(6 —s7—s7) =< (o(0+1) —si(si + 1) — s;(s; + 1)) I,

N —

1
2
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Rysunek 4.4: Naprzemienne sprzezenia drugich sasiadéw dla czterech spinéw umieszczonych
w wierzcholtkach (nieforemnego) czworoscianu (po lewej) oraz rombu z przekatnymi (po
prawej). W ogolnym przypadku liczby spinowe s; = s3 = s oraz s; = s4 = s’ moga by¢
rozne; catki wymiany: czarne — Jo; = ¢, niebieska — J13 = 2a, czerwona — Joy = 2.

gdzie o, s; oraz s; s3 odpowiednimi liczbami kwantowymi, a I jest operatorem jednos-
tkowym. Interesujace nas poziomy energetyczne beda zatem oznaczane przez trojki
(S, 54, S5B), a energie sa okreslone jako

E(S, S, Sp) = g Eap+aEa+ B Ep. (4.10)

Powyzsze cztony sa wyliczane jako

Eig = S(S+1)—SA(SA+1)—SB(SB—I—l), (4.11&)
EA = SA(SA+1) —28(8+1), (411b)
Ep = Sp(Sp+1)—2¢(s+1). (4.11c)

Liczby spinowe S, S, and Sp spelniaja ograniczenia

‘SA—SB’<S<SA+SB, (4.12&)
0 <S5y <2s, 0< Sp <29, (4.12b)

gdzie s = s1 + s3, a 8’ = s9 = s4 (por. Rys. 4.4).

Obecnosé oddziatywar konkurujacych (dla o > 0 lub 8 > 0) przejwia sie w roz-
bieznych wymaganiach dotyczacych liczb spinowych S4 and Sp. Rownanie (4.11b)
dla a > 0 (albo (4.11c) dla 8 > 0) preferuje mate wartosci Sa (S4 = 0 jest opty-
malne), ale to nie jest korzystne dla minimalizacji Eap: (i) jesli e = —1, to liczba
spinowa S powinna by¢ mozliwie duza, co wymaga duzych wartosci Su i Sp; (ii) jesli
e = +1, to najmniejsza warto$¢ E,p jest osiagana, gdy obie liczby, S4 oraz Sg, sa
duze, ale S jest bliskie zeru.

Gdy oddzialywania konkurujace sa nieobecne, czyli dla «, 8 < 0, to obie podstawy
(tutaj ,dwuboki”) sa uporzadkowane ferromagnetycznie, Sy = 2s, Sp = 2¢' oraz
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S = [S4— Sp| albo S = S4 + Sp dla e = £1. Niech ¢ = —1, jak w przypadku
dyskutowany w pracy [13] dla n = 6,10. Wtedy energia dana jest wzorem

E_(2(s+8),25,25") = 2(as® + B(s)* — 2s5). (4.13)

Pierwszym problemem jest okreslenie stanu podstawowego, gdy jeden z parametrow
jest ujemny, (powiedzmy, ze o < 0) a drugi rosnie od wartosci ujemnych do dodatnich,
co ,wlacza” oddziatywania konkurujace. Odpowiedz jest oczywista: Liczba spinowa
S4 = 2s powinna by¢ stala, a liczba spinowa Sp powinna male¢. Dla ¢ = —1 mamy
S = Sy + Sp, zatem energie E(2s + Sp,2s,Sp) oraz E(2s 4+ Sg — 1,2s,Sp — 1) sa
identyczne, gdy

8= B(Sp) = 5 (4.14)
W ten sposéb otrzymujemy dwa rosngce ciggi wartosci krytycznych
s ¢ ,
(o) = (aC(QS) =osga S ac(1)> ; (4.15a)
(Be) = (m(zs’) S = ﬁc(l)) . (4.15b)
25" 28" —1

Dla a > a.(2s) = ¢, gdy S4 =01 S = Sp, energia stanu podstawowego to
E(SB, O, SB) = —2&8(8 + 1) + ﬁEB

Dla 8 = 0 ta energia nie zalezy zatem od Sp i wszystkie poziomy (Sg,0,Sp) maja
taka sama energie. Analogiczna sytuacja zachodzi, gdy 8 > (.(2¢') = s i a = 0:
Wszystkie poziomy (S4, S4,0) maja taka sama energie. Jednakze dla 5 > 0 (dla a >
0, odpowiednio) liczba spinowa Sp (S4) musi by¢ taka, aby byto osiggniete minimum
energii. Oczywiscie zachodzi to dla catkowicie antyferromagnetycznej konfiguracji
w kazdej z podsatw, czyli dla S = S, = S = 0.

Dla posrednich wartosci parametru a, czyli dla 0 < a.(2s) < a < a(1), wzrost
parametru [ zawsze, dla pewnej wartosci krytycznej S., prowadzi bezposrednio do
poziomu (0,0,0). Pary krytycznych wartosci (a., 8.) musza spelnia¢ zaleznosé

205125+ 1) + 5. Sp(Sp + 1) =25 Sp (4.16)
dla Sy =2s10 < Sg < 2s. Na przyktad dla Sp = 1 to rownanie okresla prosta
fla) =s—as(2s+ 1),

ktora przecina o$ [ w punkcie krytycznym (.(2s’) = s. Linie krytyczne okreslone
w rownaniu (4.16) dla kolejnych wartosci Sp oraz Sp — 1 przecinaja sie w kolejnych
punktach krytycznych [por. (4.14)]

SB—l S

a:m, BZS_B:/BC(SB).
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Rysunek 4.5: Diagram fazowy dla molekuly XoYs, gdzie sy =s=1,sy =§' =3/2,e = —1;
poziomy o najnizszej energii sa oznaczone przez trojki (S,S4,Sp). Pionowe (niebieskie)
i poziome (czerwone) linie oznaczaja granice obszaréw o réznych liczbach spinowych S4 (Sp,
odpowiednio); na liniach pogrubionych (na polprostych) obserwujemy wysoka degeneracje,
gdyz dozwolone tam sa wszystkie wartosci liczby Sp (odpowiednio S4). W zacieniowanym
obszarze mamy stan (0,0,0) mimo obecnosci oddziatywan konkurujacych.

Analogiczne rozumowanie dla Sp = 25’ oraz 0 < S, < 2s definiuje proste
e Sa(Sa+1)+ 265828 +1) =25 Sa. (4.17)
Latwo zauwazy¢, ze dla Sy = 2s 1 Sp = 25’ oba réwnania okresleja te sama prosta
as(2s + 1) + fs'(28' + 1) = 2s5'. (4.18)

Rownanie to okresla granice (linie krytyczna) pomiedzy catkowicie ferromagnetycz-
nym obszarem oznaczonym przez trojke (2(s + §'), 2s,2s") (w skrocie F:F), a regionem
(0,0,0) (czyli AF:AF), w ktorym podstawy antygraniastostupa (w tym przypadku sa
to ,dwuboki”) sa uporzadkowane antyferromagnetycznie (por. Fig. 4.5). Taki uktad
stanow podstawowych potwierdza, ze dla catki 0 < a < a.(2s) = s'/2s, uklad
z niewielka druga catka, b < 1, moze by¢ rozpatrywany w ramach uproszczonego
modelu, w ktorym g = 0 (por. [13]). Z drugiej strony, gdy « jest bliskie ostatniej
wartosci krytycznej aq(1) = ', to nawet niewielkie zmiany wartosci parametrow «
i/lub 8 moga prowadzi¢ do radykalnych zmian w stanie podstawowym uktadu.

Trzeci typ frustracji wprowadzony w pracy [27] byl analizowany z uwzglednieniem
tylko jednego parametru (stosunku catek wymiany) [28,30,31,33]. W rozwazanym
tutaj modelu, gdzie wystepuja dwa niezalezne parametry, mozna wprowadzi¢ pewne
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podtypy. W typie I1la tylko jedna (z dwoch) calek wymieny prowadzi do oddziatywan
konkurujacych, ale trojka (.S,S4, Sp) pozostaje niezmieniona. Takie (prostokatne)
obszary oznaczono jasnoszarym kolorem na Rys. 4.5. Gdy obecne sa oba sprzezenia
antyferromagnetyczne, ale GS jest nadal ferromagnetyczny, mozna powiedzie¢, ze ob-
serwowany jest typ IIIb (ciemnoszary kolor na Rys. 4.5). Istnieja rowniez dwa specjal-
ne obszary (oznaczone jasnoczerwonym i jasnoniebieskim kolorem), gdy w obecnosci
antyferromagnetycznych sprzezen w jednym poduktadzie (np. f > 0) i posrednich
wartosciach liczby spinowej 0 < Sp < 2s’ drugie sprzezenie ,wlacza” oddzialywania
antyferromagnetyczne w drugiej podstawie, ale stan oznaczany trojka (2s+Sg, 2s, Sg)
nie ulega zmianie. Jest to analogiczne zachowanie jak w ciemnoszarym obszarze, ale
GS nie jest ferromagnetyczny.

4.2.2 Atygraniastostup o kwadratowych podstawach

Wigksze uktady typu X,,Y,, (n parzyste) okazaly sie niespodziwanie trudnym obiek-
tem badan. W miare pelna analiza zostala przeprowadzona dla jednego przypadku,
w ktorym mamy te same liczby spinowe (s = 1, &' = 3/2) oraz takie same sprzeze-
nie miedzy spinami z roznych podstaw (¢ = —1). Zachowanie w praktycznie catych
¢wiartkach II-IV (czyli, gdy co najmniej jedna calka jest ferromagnetyczna) mozna
uznaé za standardowe. Dla o < 0 wartoscia krtyczna (niezalezna od «) jest f. =
s'/(2s) = 1/3, adla f < 0 mamy «a. = s/(2s') = 3/4 (por. Rys. 4.5 oraz 4.6). Po
przekroczeniu wartosci krytycznych wystepuja stany o malejacych liczbach spinowych
(i naprzemiennej symetrii) az do wartosci S = 4s dla f > 0 oraz S = 45’ dla a > 0.
Kolejne linie krytyczna sa krzywymi — wartosci krytyczne stosunkowo wolno rosna,
gdy catka sprzezenia ferromagnatycznego w drugiej podstawie wzrasta. Obserwu-
jemy takze natychmiastowe przejscie od stanu w pekni ferromagntycznego (S = 10)
do cakowicie antyferromagnetyczngo uporzadkowania obu podstaw (S = 0), tak jak
to byto w poprzedniej czesci oraz w przypadku modelu Isinga (por. § 3.2).

Natomiast w poblizu osi wspoélrzenych w plaszyznie af, zaczynajac od wartosci
zbliznych do wartosci krtycznych (czyli dla v > 0,7 w poblizu f = 0,0 oraz dla
B > 0,3 przy a = 0,0) zachowanie sie uktadu jest ,niestandardowe”. Przede wszyst-
kim po raz pierwszy wystepuje uktad, w ktérym catkowicie antyferromagnetyczny
stan, zazwyczaj osiagany wylacznie dla odpowiednio duzych «, > 0, pojawia si¢
juz dla pewnych wartosci a < 0 (przy § > 0) i analogicznie dla § < 0 (przy a > 0).
Przeprowadzone obliczenia dla duzych wartosci 5 (odpowiednio, dla duzych wartosci
«) wyraznie sugeruja, ze granica pomiedzy obszarami S = 4s (S = 4¢) a obszarem
S = 0 dazy asymptotycznie do odpowiedniej osi, nigdy jej nie przekraczajac. Z drugiej
strony, stan ze cpinem catkowitym S = 9 = 4(s+s’) — 1 bardzo szybko zanika ,zdomi-
nowany” przez kolejny stan, w ktorym S = 8 = 4(s + ') — 2 (por. powiekszenia na
Rys. 4.6). W przypadku omawianym powyzej modelu molekty XY, stany ze spinem
catkowitym S = 4 = 2(s+s')—1 byly stanem podstawowym takze dla duzych wartosci
calek wymiany (np. az o = 1/3; por. Rys. 4.5).
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Rysunek 4.6: Diagram fazowy dla molekulty X;Yy, gdzie sx = s = 1, sy = s = 3/2,
e = —1. W ciemnoszarym regionie stanem podstawowym jest w pelni ferromagnetyczna
konfiguracja (S = 4(1 + 3/2) = 10), pomimo obecnosci oddziatywan konkurujacych.

Najbardziej zaskakujace byto jednak wystapienie matego obszaru ze spinem S = 4
w okolicy a = 1,2, § = 0,02 oraz relatywnie duzgo obszaru ze spinem S = 2 dla
0<a<035i05 < p <0,7 (por. Rys. 4.6). W tym drugim przypadku wystepuja
takze obszary ze spinem S = 1,3,4. Jedna z mozliwosci jest potraktowanie tego
wyniku jako ,artefaktu” wynikajgcego ze ztozonych obliczen numerycznych wykony-
wanych ze skoniczong precyzja. Jednak ten sam program byl stosowany w przypadku
bardziej ztozonych i wymagajacych znacznie dtuzszych obliczen uktadow i takie przy-
padki nie byty zauwazone. Poza tym wyniki uzyskane dla innych wartosci parametrow
a1 8 wskazuja, ze wprowadzane dane byly poprawne, a uzyskane wyniki odpowiadaja
rezultatom dla molekuty XY, oraz dla modelu Isinga. Nalezy zatem przyjaé, ze
otrzymane wyniki s poprawne i przeprowadzi¢ doktadniejszg analize w tych ob-
szarach. Jest to do$¢ wazny problem, gdyz wskazuje na bardzo duza niestabilnosé
uktadu w poblizu tych wartosci calek wymiany, zatem niewielka réznica w ich osza-
cowaniu bedzie miata istotny wplyw na interpretacje wynikéow eksperymentalnych.

4.3 Podsumowanie

Zgodnie z przewidywaniami analizowane uklady wykazuja w Scisle okre$lonym zakre-
sie parametrow ,trzeci typ frustracji”’, to znaczy, ze pomimo obecnosci oddzialywan
konkurencyjnych spin catkowity i symetria, sa identyczne z tymi, gdy takie oddziaty-
wania nie wystepuja. Podobnie jak we wczesniej badanych uktadach obeserwujemy



ROZDZIAL 4. UKEADY KWANTOWE 36

(przynajmniej w pewnym zakresie parametréw) dobrze okreslona sekwencje stanow
stanéw podstawowych o alternujacej symetrii. Oczywiscie w przypadku o = 8 od-
twarzane sa znane wlasciwosci uktadéw jednorodnych.

W przypadku centrownych wielokatow widac takze, ze jezeli liczba wierzchotkow jest
podzielna przez cztery, to granica obszaru z trzecim typem frustracji jest okreslona
przez odcinki i potproste. W przeciwnym przypadku, podobnie jak w uktadach
klasycznych i izingowskich, ta granica jest krzywa (5(a). Co wiecej, w sekwencji
stanéw podstawowych wystepuja stany zwiazane z dwuwymiarowymi reprezenta-
cjami grupy D,,, a zatem dwukrotnie zdegenerowane. Niespodziewanym efektem byto
zachowanie pewnych granic pomiedzy sasiednimi obszarami rézniacymi sie spinem
calkowitym oraz symetrig. Analiza uktadoéw izingowskich oraz klasycznych wskazy-
wala, ze ze wzrostem sumy « + [ uktad bedzie przechodzitl do catkowicie antyfer-
romagnetycznej konfiguracji spinéw w wierzchotkach wielokata. Okazalo sie, ze dla
a, f > 0 granica obszaréw traktowana jako funkcja (.(«) jest (w poblizu osi uktadu
af) funkcja rosnaca. Oznacza to, ze zwiekszenie wartosci jednego z paramaterow
(silniejsze sprzezenie AFM wybranych par) wymaga takze wzmocnienia sprzezenia
AFM pozostatych par, aby wszystkie spiny obwodowe osiagnetly caltkowicie antyfer-
romagnetyczna konfiguracje. Nalezy przypuszczaé, ze jest to wynikiem sprzezenia
ze spinem centralnym, ktoére preferuje réwnolegta orientacje spinéw zewnetrznych.
Jednakze taka interpretacja musi by¢ zweryfikowana przez dokltadna analize stanu
podstawowego w tych obszarach (np. $rednich magnetyzacji lokalnych).

W wiekszosci badanych uktadow (takze klasycznych) granice pierwszej ¢wiartki uk-
tadu wspoélrzednych, czyli potproste a = 0 oraz g = 0, byly takze granicami obszaru
o catkowicie antyferromagnetycznym uprzadkowaniu spinéw. Badany uktad koncen-
trycznych wielokatow (naprzemiennych sprzezen drugich sasiadow) tamie te zasade:
stan podstawowy, w ktéorym kazdy poduktad jest uporzadkowany antyferromagnety-
cznie, a zatem spin catkowity ma takze wartos¢ S = 0, pojawia sie rowniez dla o > 0
i niewielkich ujemnych wartosci drugiej catki wymiany. Oczywiscie ten sam efekt
obserwujemy w poblizu drugiej osi (8 > 0, niewielkie @ < 0). Diagram fazowy jest
bardzo ztozony, szczegdlnie w poblizu wspomnianych obszaréw, i przez to wymaga
bardzo dokladnej analizy. Obliczenia byly prowadzone z wysoka precyzja, ale i tak
nie mozna wykluczy¢ pominiecia pewnych niewielkich obszaréow.



Rozdzial 5

Granica klasyczna

5.1 Metody

W tym rozdziale zostang krotko omoéwione podstawowe metody badania uktadow kla-
sycznych wspomniane w § 2.3, a ich wykorzystanie bedzie zilustrowane na najprostych
nietrywialnych przyktadach. Obie stosowane metody, IM oraz LVA, bazuja na ob-
serwacji, ze dla ustalonej orientacji spinéw §;, i # j, lokalna energia E; wybranego
spinu §;, 1 <14,j < N, osiaga minimum, gdy speliony jest warunek [por. (2.7)]

N
S Jisi+ s =0, dla R3#, >0 (5.1)

=1

z powodow szerzej omoéwionych przez H.-J. Schmidta [50] rownanie to mozna nazwac
rownaniem stanu stacjonarnego (ang. stationary state equation, SSE).

W obu przypadkach pracujemy z wektorami unormowanymi, czyli §;-5; = 1 dla
1 < j < N. Poréwnanie otrzymanych wynikéw z rezultatami uzyskanymi dla modelu
[singa lub uktadu kwantowego bedzie mozliwe, gdy wprowadzone zostang odpowied-
nie dtugosci wektoréw (liczby spinowe). Poniewaz w badanych ukltadach wystepuja
co najwyzej dwie rozne liczby kwantowe s oraz s', to w funkcji energii moga wystapic¢
trzy typy sprzezen o .
aijS;i- 8, bijs'i-s';, cijSi-8';,

gdzie unormowane wektory § oraz s odpowiadaja spinom o liczbach spinowych s
oraz s’ w odpowiednim modelu kwantowym. Mnozac badang funkcje energii przez
s s’ te wyrazenia beda mialy postac

ai;(s8)-(s8;),  Vy(s'8h)-(s'8)5),  cy(s80)-(s'y), (5.2)
gdzie wektory w nawiasach maja zadane dhugosci, a catki wymiany spetniaja relacje

SI

S
I ’_ ro_
a’ij = (ll'jg, bij = bij;; C'L’j = Cij- (53)

37
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W badanych uktadach zawsze mamy, ze rézne spiny sa sprzezone calka e, zatem
zachowanie wartosci wspolczynnika c;; jest w tych przypadkach odpowiednie. Inne
uktady moge wymaga¢ odmiennego, jednak analogicznego, podejscia. Trzeba pod-
kresli¢, ze poréwnanie niektérych wynikéw otrzymanych dla modelu klasycznego
(na przyktad skltadowych catkowitej magnetyzacji) z wynikami dla modelu kwan-
towego jest tatwiejsze i bardziej oczywiste, gdy przyjmujemy, ze dla danej liczby
spinowej s klasyczny wektor spinu ma dtugosé |s] = s, a nie jej kwantowy odpowied-
nik |8] = \/s(s + 1) (por. [40]).

5.1.1 Minimalizacja iteracyjna

Poczatek metody iteracyjnej to ustalenie losowej orientacji kazdego spinu i oblicze-
nie energii takiej startowej konfiguracji. W kazdym kolejnym kroku modyfikowane sa
wszystkie spiny, ale jest to realizowane w losowej kolejnosci przez, na przyktad, wygen-
erowanie losowej permutacji @ = (my, T, ..., my) wszystkich indeksow 1 < j < N.
Dla kazdego m; nowy wektor spinu jest wyznaczany jako

N
= - E JinSia

miFi=1

Qu

a nastepnie normowany do wektora jednostkowego: &, = &/|d|. Kazdy krok za-
koniczony jest wyliczeniem energii dla nowej konfiguracji. Jezeli zmiana energii jest
mniejsza niz ustalona doktadno$é, to proces jest przerywany. W wiekszosci rozpa-
trywanych przypadkow zatozona doktadnosé byla uzyskiwana w kilkuset krokach.
Jednak w poblizu linii krytycznych mozna zaobserwowaé tzw. spowolnienie krytyczne,
charakterystyczne dla metod typu Monte Carlo. Metoda IM jest bardzo przydatna do
wyznaczania z duza doktadno$cia najnizszej energii dla danych wartosci parametrow
funkcji energii. Jednak otrzymywane w kolejnych przebiegach konfiguracje moga sie
znacznie roznic¢, gdyz warto$é energii zalezy od kosinusow katow pomiedzy wektorami,
a same katy juz nie sa jednoznacznie wyznaczone (por. § 1.3). Pewnym obejsciem jest
ustalenie, ze jeden z wektorow jest staly, na przyktad §; = [1,0,0]. Wtedy dla kon-
figuracji kolinearnej wszystkie pozostate wektory takze beda mialy posta¢ [+1,0, 0].
Pojawienie sie konfiguracji planarnej albo przestrzenej jest sygnalizowane wystapie-
niem niezerowych wspotrzednych y i/lub z dla pozostatych wektorow. Poniewaz
prowadzone sa obliczenia zmiennoprzecinkowe, zatem okreslenie krytycznej wartosci
parametrow jest mozliwe tylko z pewna doktadnoscia.

5.1.2 Wykorzystanie rozmaitosci Lagrange’a

Mozna powiedzie¢, ze metoda LVA rozwinieta przez H.-J. Schmidta pozwala na wyz-
naczenie liczb k;, a konfiguracja o najnizszej energii jest okreslona przez rozwiagzanie
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ukladu réwnan (5.1) (por. [40,50]).) W tym podejsciu réwnania te wynikaja z proce-
dury wyznaczania ekstremum warnkowego, gdzie dodatkowe warunki to unormowanie
wektoréw spinowych:

|§j|:\/§j'§j:17 dla 1<]<N (54)
Liczby r; pelnia zatem rol¢ mnoznikéw Lagrange’a |50, 80]. Niech
1 N
j=1

oznacza Srednig wartos¢ wspolczynnikow x;. Wtedy odchylenia od wartosci sredniej
)\j:/ij—E, dla 1<]<N, (56)

spetniaja oczywisty warunek

> A =0 (5.7)

Jezeli zbior catek wymiany Ji;, ¢ # j, uzupelnimy o catki R > Jj; = A;, to nowa
funkcja energii bedzie speliata zaleznosé

N N

T/ A 1 - = A A

E(S) = 5 E Jz’j §;-8; = E(S) + E Jjj = E(S), (58)
i,j=1 Jj=1

gdzie wykorzystano warunki (5.4) oraz (5.7), a § oznacza macierz N x 3 zbudowana
z N wektoréw [s; ., Sj,5).], 1 < j < N. Oznacza to, ze bezsladowa macierz N x N

j@h={ﬁ’$zzii (5.9)
okresla takie same energie, jak wyjsciowa macierz T (0). Z tego powodu wektor

A=A, AN A ER, dla 1<j<N, (5.10)
speliajacy warunek (5.7) nazywany jest wektorem cechowania.

Wartosci wlasne macierzy 7 (A) sa funkcjami wektora cechowania A. W szego6lnosci
jest nia funkcja juin(A) okreslajaca najmniejsza wartos¢ wlasng. Ta wartosé jest
ograniczona z gory przez Ejgc, a bardziej precyzyjnie [50]

. 2 _
]min(A) < NELEC = —K, (511)

gdzie Eigc jest najnizsza energia dla danej funkcji E(8) [por. (5.9)]. Wystarczy za-
tem wykazac¢, ze funkcja jn,i, osigga to maksimum dla co najmniej jednego wektora

!Bardziej zaawansowana metoda oparta na analizie macierzy Grama |50, 79| nie jest wykorzysty-
wana w tej rozprawie.
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cechowania X — ta wartosé, czyli jmin(X), 0znaczana bedzie jako j. Jej stopien degen-
eracji degj okresla charakter LEC: jest ona kolinearna, planarna oraz przestrzenna
dla, odpowiednio, degj = 1,2,3. Co prawda H.-J. Schmidt wykazal, ze mozliwe
sg niefizyczne rozwigzania, dla ktorych deg j > 3, ale nalezy sie spodziewaé, ze sg to
bardzo rzadko spotykane uktady (por. Sec. V w [50]). Po wyznaczeniu wartosci j oraz
wektora A mozemy wyznaczy¢ mnozniki Lagrange’a korzystajac ze zwiazku (5.11),
a nastepnie z definicji (5.6) dla XA = X:

Kj= X\ — J. (5.12)
Rozwiazujac rownania (5.1) okreslimy LEC (por. [40,50]).

W przedstawionej metodzie, ze wzgledu na warunek (5.7), wartosci funkcji jmin(X)
zalezg od N —1 zmiennych. Dla wiekszych uktadéw moze to znacznie ograniczy¢ efek-
tywnos¢ takiego podejscia. Sytuacja jest znacznie korzystniejsza, gdy rozpatrywane
sa uktady o dos¢ wysokiej symetrii. Jezeli pewna permutacja ® = (7, m2,...,7TN)
jest elementem symetrii badanego uktadu, to musi ona komutowaé¢ z macierza J (N),
7J(A) = J(A)7r, co oznacza, ze musi zachodzié rownosé \; = Ar;- Zmniejsza to liczbe
niezaleznych zmiennych A; i umozliwia skuteczng analize (por. [40,50]).

5.2 Centrowane wielokaty

Zodnie z Rys. 2.1 funkcja energii odpowiadajaca kwantowemu hamiltonianowi (2.3)
dla centrowanego prostokata ma posta¢ (podstawiamy n = 2)

Erec(8) =280- Y &+ (8185 + §5-51) + B(52-83 + 54-51). (5.13)

Ze wzgledu na symetrie musi zachodzi¢ \; = A dla 1 < j < 4, a warunek (5.7)

wymaga A\g = —4A. Musimy zatem wyznaczy¢ najmniejsza wartos¢ wlasna macierzy
—4N|e € € ¢
e A a 0 f
Thee M) =] e |l X 8 0 |, (5.14)
e |0 B N «
e | 0 a A

czyli funkcje jmin(A) jednej zmiennej A\. Mozna wykorzysta¢ pewne argumenty alge-
braiczne [40, 70, 74, 76, 81, 82], ale w tak prostym przypadku nie sa one niezbedne.
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Rysunek 5.1: Obszary plaszyzny af,
w ktorych odpowiedna funkcja ji(A),
k=1,2,3, [por. (5.15)] ma najmniej-
szg wartosé. It k = 1; II: k = 2; IIL:
k=3.

Otrzymujemy pie¢ wartosci wtasnych:

J1(A) A —2u, (5.15a)
Ja(A) = A+20, (5.15b)
js(A) = A—=29, (5.15¢)
W) = - % <3>\ + \/Z) , (5.15d)

Js(A) = p— % <3>\ - JZ) : (5.15¢)

gdzie?

n=— A =16+ (2u + 5))°. (5.16)

Poniewaz zawsze bedzie j5(A) > j4()\), zatem te pierwsza funkcje mozemy w rozwaza-
niach pomina¢. Kazda z trzech liniowych funkeji (5.15a), (5.15b) i (5.15b) ma naj-
mniejszy wyraz wolny w innym obszarze ptaszczyzny af (por. Rys. 5.1):

e j1(A) dlaa,p >0,
e jo(N)dlaa<0,a<pg(d<0),
e js(N)dlafg<0,a>p(6>0).

Poniewaz mozna zamieni¢ rolami calki o i §, zatem wystarczy przebada¢ pierwsze
dwa obszary. Wartosé¢ ), czyli potozenie maksimum funkcji juin(A), zalezy od relacji
pomiedzy odcieta Amax maksimum funkeji js(A), a odcieta Aeross & punktu przeciecia
tej krzywej z prosta ji(A), k = 1,2 (por. [40] oraz Rys. 5.2):

X _ {)\maxa dla /\cross,k

< )\maxa
(5.17)
ACI‘OSS,k‘; dla /\cross,k > A ax

1.

2Ponizej pary parametréw (a, ) oraz (u, §) sa uzywane wymiennie w celu poprawienia czytelnosci
niektérych wyrazen.
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|
|
|
-0,
max Mcross

Rysunek 5.2: Relacja pomiedzy Across 1 Amax na przyktadzie funkeji ji(\). Po lewej a = 0,1,
B =02 (a+ 8 <1/2 zatem —1,27 & Across < Amax =~ —0,66); po prawej a = 0,5, f = 0,2
(a+ B > 1/2 zatem —0,43 ~ Across > Amax &~ —0 ,74) W pierwszym przypadku A = Amax,
a w drugim A = Aqross 1 wartogé j jest dwukrotnie zdegenerowana.

Proste obliczenia daja

2% — 1
Op

B2 —af —2

3+2
_ ot 2p : Across.2 = 5 (5.18)

)\max - - 5 ) )‘cross,l -

Zmiana charakteru rozwigzania nastepuje zatem, gdy

e a+f=2u=1/2dlaa,p >0 (obszar I),
e .=1/2dlaa <0, >« (obszar II).

Gdy A = Amax, to j = 8(ut — 1)/5 oraz na podstawie (5.11) Eigc = 4(p — 1). Mozna
rozwiazac¢ rownania (5.1), ale oczywistym jest, ze taka energie ma wytacznie konfigu-
racja kolinerana

Dla o+ 8 =2u > 1/2, przy «, 5 > 0, mamy

g1 2 1 -

czyli

8u*+1 1

A L PP (5.20)
21 20

Na podstawie (5.12) wyznaczamy mnozniki Lagrange’a

Eigc = —

ko=1/p=2/(a+B), kKj=2p=a+/p, 1<y <4 (5.21)
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(a) (b)

Rysunek 5.3: Konfiguracje o najnizszej energii dla centrowanego prostokata (¢ = —1).

(a) a, >0, 0+ =+2/2; (b) a <0, 5 =+2/2.

Po rozwiazaniu réwnan (5.1), przyjmujac So = [1,0], otrzymujemy nastepujace roz-
wiazanie (por. Rys. 5.3)

§1 = 83 = [cos p, sin ], Sy = 84 = [cos p, —sin ¢], (5.22)
gdzie
C ol s (5.23)
Cosp = —— a u=-—. :
0= 1 =

W przeciwienistwie do poprzednio rozpatrywanego modelu Isinga nie jest to konfi-
guracja w pelni antyferromagnetyczna, jednak dazy do takiej w sposéb ciggly, gdy
= (a+ p)/2 — oo; takie zachowanie (pod)ukladu bedzie oznaczone symbolem af,
zatem w omawianym regionie obserwujemy konfiguracje af:af.

Dlaa <0oraz = . =1/2

X_ﬂQ—ozﬁ—Q - 4p*—daf+2
- 5ﬂ ) J=- 5B )
czyli )
Fiec = 28 _525 B % (5.24)

Na podstawie (5.12) wyznaczamy mnozniki Lagrange’a
ko =2/B, K;j=—a+p, 1<) <4, (5.25)

i wstawiamy do réwnan (5.1) otrzymujac dla sy = [1,0] (por. Rys. 5.3):

—

81 = 8y = [cos p, sin ], S3 = 84 = [cos p, —sin ], (5.26)

gdzie

(:osgoz—i dla g>-. (5.27)

203’
Pomimo zmiany orintacji wzgledem spinu centralnego wektory sprzezone ferromag-
netycznie (o < 0) pozostaja réwnolegle, a pary sprzezone antyferromagnetycznie

N | —
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(8 > 0) daza do ustawienia antyréwnoleglego, zatem taka konfiguracje mozemy oz-
naczy¢ symbolem F:af. Po przeciwnej stronie prostej f = a, dla a > 1/2 1 8 < 0,
bedzie zatem wystepowata analogiczna konfiguracja af:F.

W przypadku wigkszych wielokatow zachowanie ukladu dla «, 5 > 0 (obszar I na
Rys. 5.1) jest identyczne, czyli powyzej (odcinka) prostej a + 5 = 1/2 przewaza ten-
dencja do antyferromagnetycznej konfiguracji spinow w wierzchotkach wielokata. Jest
to proste uogolnienie wyniku przedstawionego w pracy [40]. Korice tego odcinka to
punkty (0, 8.) oraz (a.,0) dla a. = . = 1/2. Po uwzglednieniu zaleznosci (5.3) otrzy-
mamy, ze dla dowolnych dtugosci wektoréw te krytyczne wartosci beda dwukrotnie
mniejsze niz w modelu Isinga [por. (3.7) i Rys. 3.1]:

a, = pf, = ;—Z (5.28)

Jezeli liczba n jest parzysta, czyli liczba wierzchotkéw jest podzielna przez cztery, to
wyniki otrzymane powyzej dla prostokata obowiazuja takze w pozostatych obszarach
i granicami roznych konfiguracji o najnizszych energiach sa potproste 5 = 1/2 dla
a < 0 oraz @« = 1/2 dla § < 0. Dla nieparzystych liczb n niemozliwe jest uzyskanie
planarnej konfiguracji, w ktorej wszystkie pary (2¢ — 1,2i), 1 < i < n, sa uporzad-
kowane ferromagnetycznie (o < 0) i jednoczesnie zachodzi [por. (5.26)]

So; = [cosp,sin ], 8911 = [cosp, —siny|

dla wszystkich par (2i,2i + 1). W przypadku modelu Isinga skutkuje to wzrostem
degeneracji i pojawianiem sie nowej linii krytycznej. W uktadach klasycznych rozwia-
zaniem jest wystepowanie konfiguracji przestrzennej, czyli s; . # 0, powyzej krzywej
granicznej f.(«). Dla n = 3 linia te jest wyznaczona przez poréwnanie wartosci
wlasnych [por. (5.15b) i (5.15d)]

Jo(A) = A —+/a? —af + B2,

oraz

G\ = p— % (5)\ V24t (2t 7/\)2>

przy czym ta pierwsza jest dwukrotnie zdegenerowana,® zatem w punkcie przecie-
cia odpowiednich linii mamy trojkrotna degneracje, co potwierdza wystepowanie
przestrzennej LEC. Rozwiagzaniem rownania ja(A) = j4(\) jest

200 — 1 1 2
= - L(0) = = li = —. 5.29
g 50 im =2 (5.29)

27 a0

Pe()

Dla wiekszych (nieparzystych) liczb n odchylenie krzywej S.(«) od potprostej f = 1/2
jest znacznie mniejsze (por. Rys. 5.4).

3Albowiem jest zwiazana z dwuwymiarowa reprezentacja nieprzywiedlng grupy Ds.
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0,64
Be 0,62

0,60
0,58
0,56

0,54

0,52

0,50

0,48 P T R TR NN SR TR TN TR NN TR TR SR SR NN TR S T SR S SR SR S
-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0
o

Rysunek 5.4: Krzywe f.(\) dla n = 3,5,11. Wyniki dla n = 5,11 otrzymane z wykorzys-
taniem metody IM; dla n = 5 wyznaczona numerycznie granica lim,—, o, =~ 0,553.

5.3 Antygraniastostupy

5.3.1 Przypadek specjalny: czwroScian

Podobnie jak w przypadku uktadéow kwantowych zaczniemy od wyznaczenia diagramu
fazowego dla uktadu, ktéry mozna przedstawi¢ jako (nieforemny) czworoscian albo
romb z przekatnymi (por. § 4.2.1). Funkcja energii bedzie mialta ztem postac

Eret(8) = €(81 + 83)- (82 + 84) + 20 81-85 + 23 85+ 8. (5.30)
Ze wzgledu na symetrie grupy dwusciennej Dy oraz warunek (5.7) musi zachodzi¢
A =A==\ =),
wiec analizowane beda wartosci wlasne macierzy

e 2o €
e =\ & 20
2cv A€

jTet(A): e
e 26 e =)\

(5.31)

Wprowadzajac parametry p = (a+ 3)/2 oraz § = (o — [3) /2 otrzymamy nastepujace
funkcje

(A = —2a+ A, (5.32a)
Ja(A) = =28, (5.32b)
jsa(\) = 2uFVA,, (5.32¢)

gdzie
A=4+(20+ N2
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Podobnie jak w poprzedniej czesci ostatnia funkcje j4(\) mozemy pominaé. Proste
J1(A) 1 j2(X) przecinaja sie dla

No=a—f =26 (5.33)
Natomiast funkcja j3(\) osiaga maksimumu dla
Amax = B — - = —20. (5.34)

Kolejne dwa punkty, ktére musza by¢ wziete pod uwage, to przeciecia linii j; (\) oraz
J2(A) z krzywa, j3(A):

1 1
/\cross — a >\cross - a0 .
1=a+f 5 2=« 6+26 (5.35)

Wzajemne relacje miedzy tymi punktami okreslaja obszary z réoznymi konfiguracjami
o najnizszych energiach.

Proste obliczenia potwierdzaja, ze dla o, 8 < 0 LEC jest okreslona przez A = Apax,
a wartos¢ energii w tym przypadku to Figc = 4(a + 5 — 1), ktora jest realizowana
przez kolinearna konfiguracje §; = —e8§, = 83 = —¢8§,.

Jezeli dla a, 3 > 0 zachodzi A = g, to j = —(a + f3) oraz
Eiec = —2(a+ 5). (5.36)
Taka energie uzyskamy dla antyferromagnetycznego uporzadkowania obu par:
Sy = —8§], oraz Sy = —8o. (5.37)

Nalezy podkresli¢, ze wzajemna orientacja par nie ma w tym przypadku znaczenia.
Jest to konfiguracja o najnizszej energii, gdy

af > 1/4, a, > 0. (5.38)

Gdy punkty (a, ) leza ponizej okreslonej powyzej hiperboli, to punkt przeciecia
prostych lezy powyzej krzywej js(A), a wiec znaczenie ma wzajemne polozenie punk-
tOW Amax OTaZ Across1 < Across,2- Mozliwe sg zatem trzy sytuacje:

L )\max < )\cross,ly
4 )\max > )\cross,Qa
4 )\cross,l < )\max < )\cross,2-

Graniczne wartosci wyznaczaja rozwigzania odpowiednich rownan:

)\max - >\cross,1 oraz /\max - )\CI‘OSS,Q'
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Z pierwszego mamy «a. = 1/2, a z drugiego 5. = 1/2. Oznacza to, ze polproste
a=1/2dla f < 1/2 oraz f = 1/2 dla @ < 1/2 ograniczaja obszar, w ktorym
zachowana jest kolinearna konfiguracja okreslona powyzej dla o, 5 < 0 (mamy trzeci
typ frustracji, gdy o > 0 lub 5 > 0); wspolny poczatek obu potprostych, punkt
(ae, Be) = (1/2,1/2) jest wierzcholkiem hiperboli (5.38).

Wspoélrzedne punktoéw w pozostalym obszarze spelniaja jeden z warunkow:
e a>1/2, B <1/(4a), wtedy A\ = Across.1;
o a<1/(48), B> 1/2, wtedy X = Aeross.2-

Poniewaz te zakresy sa analogiczne, zatem ograniczymy sie do pierwszego z nich.
Otrzymujemy nastepujace zaleznosci

Powyzsze warunki spetnia konfiguracja, w ktorej

—

1
§1 = [cosp,sinp], 83 =[cosp,—sinp|, Sy=8;=][—¢,0], cosp= 2 (5.39)
a

Zauwazmy, ze spiny S» i 8y sa rownolegle takze w obszarze 0 < < 1/2, czyli dla
tego poduktadu obserwujemy trzeci typ frustracji. Ze wzrostem wartosci parametru «
wektory §; oraz S3 daza do konfiguracji AFM. Jezeli § < 0, to ten proces nie jest
ograniczony i lim, , ¢ = 7/2. Jednak dla § > 0 granica badanego obszaru jest
hiperbola (5.38). Jezeli zatem dla ustalonej wartosci 0 < [y < 1/2 parameter «
osiagnie warto$¢ oy = 1/(45), czyli cosp = 25y < 1 oraz ¢ > 0, to dalszy wzrost
catki o spowoduje skokowe przejscie do konfiguracji antyferromagnetycznej (5.37)
w obu poduktadach.

5.3.2 Przypadek ogdlny

Wymiar macierzy J (A) to 2n, zatem zwiekszenie (parzystej) liczby n o dwa, powoduje
jego wzrost o cztery. Ze wzgledu na symetrie D,, nowe warto$ci wlasne sa dwukrot-
nie zdegenerowane, zatem pojawiaja sie dwie nowe wartosci wlasne. Jezeli wartosci
wlasne (5.32a) 1 (5.32b) zastapimy funkcjami (znaczenie indeksu n/2 bedzie wy-
jasnione ponizej)

Jnjoe = =20 % |A —26], (5.40)

to mozna pokazaé, ze wszystkie 2n wartosci wlasnych mozna zapisa¢ wzorem ogdlnym
Jat = 21cos(qi,) £ /Ay, n = 27/n, 0<qg<n/2, (5.41)

gdzie
Ay = (26 cos(qipn) + /\)2 +2(1 4 cos(qipn)). (5.42)
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Rysunek 5.5: Diagram fazowy dla wektoréw spinowych umieszczonych w wierzchotkach
czworo$cianu nieforemnego. W obszarach af:F oraz F:af odpowiednia para spinéw dazy do
ustawienia antyrownolegtego, ale jest ono mozliwe dopiero w grnicy o« — oo (odpowiednio
B — o0). W szarym obszarze konfiguracja jest catkowicie ferromagnetyczna dla o > 0 lub
B > 0. W obszarach oznaczonych kolorami trzeci typ frustracji obejmuje tylko jeden z pod-
uktadéw. Na granicy wyznaczonej przez hiperbole nastepuje skokowa zmiana konfiguracji.

Dla n = 2 i g = 0 wartoSci wlasne jj+ odpowiadaja wartoSciom js 4 okreslonym
wzorem (5.32¢). Nalezy pamietac, ze dla ¢ # 0,n/2 wartosci wlasne sa dwukrotnie
zdegenerowane, a funkcje jyjo 4 1 jn/2,— majg t¢ sama wartos¢ dla A = 20 (inaczej
mowigc, wartosé j,so — jest wtedy dwukrotnie zdegenerowana). Poniewaz poza tym
szczegolnym przypadkiem zawsze zachodzi j, > j,—, zatem wyznaczajac minimalng
warto$¢ wlasna jmin(A) mozna si¢ ograniczy¢ do funkcji j, — ().

Wystapienie dodatkowych funkcji nie zmienia zachowania uktadu w ¢wiartkach I1-IV.
W éwiartce 11 (o, 8 < 0) mamy oczywiscie kolinearna konfiguracje F:F. W éwiartce
II (a« <0, 8>0)oraz IV (a > 0, 8 < 0) mamy zawsze jedna warto$¢ krytyczna
Be = 1/2 oraz, odpowiednio, a. = 1/2, powyzej ktorych wystepuje konfiguracja F:af
albo, odpowiednio, af:F. Oznacza to, ze w tych obszarach jeden z poduktadow jest
uporzadkowany ferromagnetycznie, a drugi dazy, w sposéb ciagly, do uporzadkowa-
nia antyferromagnetycznego. Sa to konfiguracje planarne, gdyz ich wystapienie jest
zawsze zwigzana z przecieciem krzywej jo — () z funkcja jp /2, (A).

Jezeli a = 0 (albo 8 = 0), to wszystkie funkcje przecinaja sie dla A = 1/(28) —
(odpowiednio, A = 1/(2a) — ) i dla f > 1/2 (o > 1/2) to przeciecie wystepuje
przed maksimum funkcji jo (M) [por. (5.34)]. Na polprostej o = 0, 8 > 1/2 (oraz,
odpowiednio 3 = 0, a > 1/2) wszystkie rozpatrywane funkcje maja te sama wartosé ;.
Oznacza to bardzo wysoka degeneracje i wspotistnienie wielu konfiguracji. Jest to
o tyle ciekawe, ze nawet minimalne odchylenie od wartosci a = 0 skutkuje wys-
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tapieniem dobrze okreslonej konfiguracji: ta dla o < 0 byla oméwiona powyzej,
a przypadek a > 0 (I ¢wiartka) jest dyskutowany ponizej.

Rozpatrzymy najpierw szczegblny przypadek o = 5 (u = «, § = 0). Wszystkie
funkcje maja maksimum dla A\ = 0 i wraz ze wzrostem caltki wymiany o maksima
kolejnych funkcji j, (A), 0 < g < n/2, okreslaja wartosé j. Mamy zatem serig n/2
wartosci krytycznych aé’“’, 1 <k<n/2 gdy

Ji—(0) = Jr—1,-(0).
Ponizej pierwszej wartosci krytycznej

1
1) — -
e 4Sin2((”_1)”)

2n

(5.43)

realizowana jest kolinearna konfiguracja F:F, czyli w zakresie 0 < o < aél) wystepuje

trzeci typ frustracji. Zauwazmy, ze lim,, oV =1 /4, czyli warto$¢ znana z bada-
nia sfrustrownych uktadéw jednowymiarowych (por. [83| i cytowana tam literatura).
Powyzej ostatniej wartosci krytycznej

1
agn/z) _

B 2 cos(%)

(5.44)

dochodzimy do konfiguracji AF:AF; zauwazmy, ze tym razem lim,, ., oM = o0,

W pozostatych n/2 przedziatach realizowane sa symetryczne konfiguracje, dla ktorych
w obrebie kazdej z podstaw antygraniastostupa katy miedzy kolejnymi wektorami
maja miare ki, 0 < k < n/2, a w punktach krtycznych o) nastepuje skokowa
zmiana tego kata.

Zobaczmy, na przyktadzie antygraniastostupa o podstawie szesciokata foremnego, jak
zmienia sie LEC, gdy odsuwamy sie od prostej f = a. Zaczynamy od punktu (o, 5) =
(0.4,0.4) lezacego powyzej o) = (\/ZB) —1)/2 = 0.366 (por. Rys. 5.6). Wyraznie
widaé, ze zgodnie z przedstawiona powyzej analiza wartosci \ oraz j zwiazane sa
z maksimum funkcji jo —(A). Nie zmieniajac wartosci sredniej parametrow (u = 0.4)
zmnieszamy odchylenie § do wartosci ujemnych, czyli posuwamy sie prostopadle do
linii / = a. W punkcie a = 0.22, § = 0.58 wciagz mamy niezmieniong konfig-
uracja o najnizszej energii [por. Rys. 5.6(b)]. Wartosci krytyczne parametrow to
a. ~ 0.154 oraz . ~ 0.646. Dla tych wartosci maksimum krzywej jo _(\) pokrywa
si¢ jej punktem przecigcia z krzywa j; (M) [por. Rys. 5.6(c)]. Od tego momentu
maksimum funkcji juin(A) znajduje sie w punkcie tego przeciecia [por. Rys. 5.6(d)].
Ta sytuacja ulega zmianie doktadnie dla wartosci @« = 0 (czyli 8 = 0.8 > 1/2):
w tym momencie mamy do czynienia z oméwionym powyzej przecieciem wszystkich
funkcji jr,— (M) [por. Rys. 5.6(e)]. Nawet minimalna zmiana wartosci parametru o
w kierunku liczb ujemnych powoduje, ze wracamy do wczesniej analizowanej sytu-
acji, gdy planarna LEC jest okreslona przez przeciecie funkcji jo—(\) oraz js ()
[por. Rys. 5.6(f)]. Nalezy podkresli¢, ze pomiedzy punktami («, 8) = (0.0, 0.8) oraz
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Rysunek 5.6: Funkcje ji —(A), K = 0,1,2,3 dla antygraniastostupa o podstawie szesciokata
formenego dla punktow («, 5) lezacych na prostej v+ 8 = 0.8. Na kolejnych rysunkach (a)—
(f) zmniejszana jest warto$¢ parametru a (§ < 0). Kotko oznacza maksimum funkeji jo — (N),
natomiast okrag otacza istotne dla aktualnych wartosci parametréw (podane w nawiasach)
przeciecie funkcji.

(e, Be) =~ (0.154,0.646) maksimum funkcji jmin(A) jest okreslone przez przeciecie
dwukrotnie zdegenerowanych funkcji, a zatem mamy do czynienia z czterokrotna de-
generacja. Niestety nie przeprowadzone zostaly obliczenia, ktore jednoznacznie by
rozstrzygnety czy mamy wtedy wspolistnienie dwoch konfiguracji planarnych, czy
tez konfiguracja o najnizszej energii jest niefizyczna, ale matematycznie poprawana,
konfiguracja czterowymiarowa.

Diagram fazowy klasycznego antygraniastostupa w pierwszej ¢wiartce ptaszczyzny af
jest przedstawiony na Rys. 5.7 dla n = 8. W prawym gérnym rogu znjaduje sie os-
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Rysunek 5.7: Diagram fazowy dla wektoréw spinowych umieszczonych w wierzchotkach an-
tygraniastostupa o podstawie o§miokata foremnego oraz «, 8 > 0. Ponizej pierwszej granicy
LEC jest kolinearna w obecnosci oddzialywan konkurujacych. Powyzej ostatniej granicy
(hiperboli o 8 = (2 — v/2)7!) obie podstawy sa uporzadkowane antyferromagnetycznie.

2
tatnia linia krytyczna, czyli hiperbola af = (a£"/2)> [dlan =28 o = (2—-v2)71/2,

por. (5.44)]. Kolejna linia krytyczna jest zawsze zbudowana z dwoch odcinkow, ktore
sa fragmentami prostych o = ol oraz 8 = a™?. Kolejne linie graniczne to n /2—1
par wypuktych i wklestych krzywych. Maja one wspolny poczatek i koniec (na osiach
a oraz () z lezacymi powyzej krzywymi; oczywiscie pierwsza z tych krzywych taczy sie
poprzednio oméwionymi odcinkami w punktach (0, o 2)) oraz (agn/ 2), 0). Dwie kole-
jne krzywe sa styczne w punktach krtycznych aﬁk), 1 < k < n/2 lezacych na prostej
B = a. W obszarach wypuklych (zawierajacych odcinki prostej 8 = «) LEC jest
okreslona przez maksimum odpowiedniej funkcji ji(\), zatem jest to planarna kon-
figuracja o $cisle okreslonych katach pomiedzy wektorami spinowymi, a wzajemna
orientacja wektoréow w réznych podstawach zalezy od znaku parametru €. Ostatni
z tych obszaréw, to kolinearna konfiguracja, ktéra wystepuje w obecnosci oddziaty-
wan konkurujacych, zatem jest tam realizowany III typ frustracji. W pozostatych
obszarach maksimum funkcji juin(A) jest zwiazane z przecieciem kolejnych funkcji
Jr.— (), zatem wartosci wlasne sa tam czterokrotnie zdegenerowane. Nie dotyczy to
par funkcji jo—(A) 1 j1,—(X) oraz jnja—1,-(A) i Jnjo,—(A), gdyz w kazdej z tych par
jedna funkcja (wartoéé wlasna macierzy J(A)) nie jest zdegenerowana. Dwa pogru-
bione (czarne) odcinki na Rys. 5.7 to poczatki potprostych a = 0 (dla 8 > 1/2) oraz
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g =0 (dla o > 1/2), gdzie wszystkie konfiguracje maja te sama energie. Jest to
ciekawe zachowanie, gdyz, na przykltad, dla o = 0 oraz ( niewiele wiekszego od 1/2
wspotistnieja wszystkie konfiguracje, a dla nieskonczenie malej dodatniej waratosci
parametru « t¢ sama energie maja jedynie funkcje jo (M) i j1,—(A) [por. Rys. 5.6].

5.4 Podsumowanie

Analizowane uktady przejawiaja istotnie odmienne zachowania. Wyniki dla pier-
wszego z nich, czyli dla centrowanych wielokatéow foremnych, sa w zasadzie uogoélnie-
niem wczesniej badanych catkowicie symetrycznych uktadéw z identycznymi catkami
wymiany o =  (por. [40]). Zmiany konfiguracji (katow pomiedzy wektorami spino-
wymi) nastepuja w sposob ciagly, a w peli antyferromagnetyczna konfiguracja jest
osiagana dopiero w granicy «, S — oco. Wartosci krytyczne dla uktadéw klasycznych
sa dwukrotnie mniejsze od tychze dla modelu Isinga, co byto obserwowane wczeéniej
dla roznych uktadow (por. [30, 31,40, 48, 53]). Jedyna osobliwoscia jest zaleznosé
wartosci ktytycznej 5. od parametru a < 0 i wystepowanie dla tych wartosci catek
wymiany konfiguracji przestrzennych, gdy liczba n nie jest podzielna przez cztery.

W przypadku uktadow typu X,,Y, (antygraniastostupow, koncentrycznych wieloka-
tow foremnych, alternujacych wartosci sprzezen z drugimi sasiadami) otrzymujemy
niespotykany wczesniej diagram fazowy, gdy o, > 0. Przede wszystkim obser-
wujemy skokokowe zmiany konfiguracji na liniach oraz w punktach krytycznych.
Poza tym w pelni antyferromagnetyczna konfiguracja AF:AF jest osiagana dla punk-
tow (o, B) lezacych powyzej Scisle wyznaczonej hiperboli. Mamy takze obszary,
w ktorych trzeci typ frustarcji (zachowanie konfiguracji kolinearnej przy wystepowa-
niu oddziatywan konkurujacych) jest obserowowany tylko w jednym z poduktadow.
Sa takze obszary, w ktorych maksimum minimalnej wartosci wlasnej j = juin(N)
wystepuje na przecieciu dwoch dwukrotnie zdegenerowanych funkcji ji_(A). Ze
wzgledu na ograniczony zakres badar nie zostalo rozstrzygniete, czy mamy wtedy do
czynienia z dwiema wspotistniejacymi konfiguracjami planarnymi, czy poprawnym
matematycznie rozwigzaniem jest niefizyczna konfiguracja czterowymiarowa. Istot-
nym wynikiem jest takze stwierdzenie, ze LEC jest bardzo niestabilna w przypadkach,
gdy jedna z calek przekracza wartosé krytyczna 1/2, a druga ma warto$¢ zero. Nawet
nieskoriczenie mate oddychylenie od wartosci a = 0 (czy 8 = 0) powoduje radykalna
zmiane konfiguracji o najnizszej energii.
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W rozprawie przedstawiona zostala analiza dwoch uktadow, w ktorych dwa niezalezne
parametry powoduja wystapienie oddziatywan konkurujacych, gdy co najmniej jeden
z nich jest dodatni, czyli pojawiaja sie dodatkowe sprzezenia antyferromagnetyczne.
Oba uktady byly badane w ramach modelu Isinga (dla dowolnych rzutéw spinow
na o s), izotropowego kwantowgo modelu Heisenberga oraz w jego granicy klasy-
cznej. Glownym celem rozprawy bylo wykazanie istnienia obszaréw, w ktorych wys-
tepuje tzw. ,trzeci typ frustarcji’, czyli taka sytuacja, gdy wystapienie (stosunkowo
stabych) oddzialywan konkurujacych nie wywoluje istotnych w stanie podstawowym
(konfiguracji o najnizszej energii). Oznacza to, ze w przypadku modelu Isinga stan
podstawowy jest niezdegenerowany, konfiguracja o najnizszej energii w modelu klasy-
cznym jest nadal kolinearna, a stan podstawowy modelu Heisenberga zachowuje spin
catkowity oraz symetrie. W tym zakresie cel rozprawy zostal w pelni zrealizowany,
chociaz dla kwantowego ukladu z naprzemiennymi sprzezeniami drugich sasiadow
analizowane byly tylko dwa konkretne uktady, zatem nie wszystkie obserwacje moga
byé¢ uznane za catkowice potwierdzone.

Pierwszym z badanych uktadéw byly centrowane wielokaty o alternujacych sprzeze-
niach najblizszych sasiadéw, czyli uproszczony model molekut typu XYs,. Uzyskane
wyniki wskazuja na zachowanie, ktére mozna uznaé za standardowe i przewidywalne.
W przypadku modelu Isinga wystepuja pojedyncze linie krytyczne, na ktorych stan
podstawowy ma bardzo wysoka degeneracje. Po przekroczeniu tej granicy degene-
racja jest znacznie mniejsza, ale mamy do czynienie z frustarcja w waskim tego stowa
znaczeniu: oddziatywania konkurujace wywotuja wystapienie nietrywialnej degene-
racji stanu podstawowego. W uktadach kwantowych i klasycznych mamy te same
wartosci krytytczne (dla ukltadoéw kwantowych jest to pierwsza ze skoriczonej sek-
wencji wartosci krytycznych), ktore sa dwukrotnie mniejsze niz w modelu Isinga.
Warto nadmieni¢, ze w przypadku szeroko badanych uktadow typu defect bond [27,30]
klasyczna wartosé krytyczna bylta tylko dolnym ograniczeniem kwantowych wartosci
krytycznych. Po przekroczeniu linii granicznych uktady zachowuja sie tak, jak byto
to obserowane, na przyklad, we wczesniej badanych uktadach z jednym wigzaniem
odmiennym [30,31]. W ukladzie kwantowym wystepuje sekwencja stanéw podsta-
wowych o $cisle okreslonych wtasciwosciach (spin catkowity i symetria), a zmiany
nastepuja na dobrze okreslonych liniach granicznych, natomiast w uktadzie klasy-
cznym obserwujemy ciggla zmiane katow pomiedzy wektorami spinowymi, ktére daza
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do catkowicie antyferromagnetycznego ustawienia w granicy a, — oco. Jedynym
nowym efektem jest fakt, ze w pewnym zakresie parametréw zwiekszenie jednej z an-
tyferromagnetycznych catek wymiany wymaga jednoczesnie zwiekszenia drugiej catki
wymiany, aby nastapito przejécie do kolejnego w sekwencji stanu podstawowego.
Przeczy to intuicyjnemu oczekiwaniu, ze wystarczy zwiekszy¢ warto$é¢ sumy a + f3,
a nie kazdy ze sktadnikow. Gtlebsza analiza uktadu wskazuje, ze jest to catkowicie
uzasadnione zachowanie, jednak pelne potwierdzenie powinna przynies¢ petniejsza
analiza stanéw podstawowych.

Uktad odpowiadajacy uproszczonemu modelowi molekut typu X, Y, (n parzyste)
okazal si¢ trudnym i bardzo ciekawym obiektem badan. Pewne zachowania sg zgodne
z oczekiwaniami i nie odbiegaja od obserwowanych w przypadku poprzedniego uktadu.
Dotyczy to przede wszystkim sytuacji, gdy tylko jedno ze sprzezen jest antyferro-
magnetyczne. Mamy wiec wartosci krytyczne w uktadach klasycznych i kwantowych
dwukrotnie mniejsze niz w modelu Isinga, wysoka degneracje (model Isinga), dobrze
okreslona sekwencje stanéw podstawowych (model kwantowy) oraz ciagla zmiane
katow i dazenie do antyroéwnolegtego ustawienia spinéw (granica klasyczna). Nato-
miast dla «, § > 0 (oraz w poblizu tych wartosci dla uktadow kwantowych) nie ma juz
tak pelnej zgonosci pomiedzy wynikami dla réznych modeli. O ile diagram fazowy
dla najprostszego ukladu kwantowego (ze Scistym rozwiazaniem) przypomiana ten
otrzymany w przypadku modelu Isinga (por. Rys. 3.2 i Rys. 4.5), to dla wiekszych
rozmiaréw pojawiaja sie istotne rozbieznosci. Jednak w obu przypadkach wystepuje
linia graniczna (krytyczna) pomiedzy catkowicie ferromagnetycznym a w pelni an-
tyferromagnetycznym uporzadkowaniem obu podstaw antygraniastostupa. W prze-
ciwienstwie do modelu Isinga, w uktadzie kwantowym obesrwujemy ,przenikanie”
tego ostatniego uporzadkowania do obszaru, gdy jedna z calek wymiany ma charak-
ter ferromagnetyczny. 7 drugiej strony pojawiaja sie (stosunkow male) obszary ze
spinem catkowitym S > 0, ktore ,wnikaja” w obszar ze spinem S = 0 dalej, niz ma
to miejsce dla niewiele r6zniacych sie wartosci parametrow « i 5. Wyjasnienie tego
efektu wymaga poglebionej analizy.

Na tle tej, w prawdzie niedoskonaltej, zgodnosci wynikoéw dla uktadéw kwantowych
i tychze dla modelu Isinga, rezultaty analizy w granicy klasycznej sa wyraznie od-
mienne. By¢ moze dla wiekszych liczb spinowych zgodno$é¢ bytaby znacznie lepsza,
ale pewnych rozbieznosci nie mozna wiagza¢ z warto$ciami liczb spinowych. Przed
wszystkim w ukladzie klasycznym konfiguracja z antyréwnoleglymi spinami w obu
podstawach pojawia sie dopiero powyzej Scisle okreslonej hiperboli. Co wiecej, ze
wzrostem rozmiaru uktadu wierzchotek tej krzywej ma coraz wieksze wspotrzedne,
czyli mozna powiedzieé, ze oddala sie od poétprostych o = 0, § = 0, ktore powyzej
byly liniami granicznymi (przynajmniej w przyblizeniu). Nie ma zatem bezposred-
niego przejécia z ferromagnetycznej konfiguracji kolinearnej do kolinearnej konfigu-
racji antyferromagnetycznej, jak miato to miejsce, mutatis mutandis, w przypadku
modelu Isinga oraz dla uktadu kwantowego.
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