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4 Omoéwienie osiggniecia, o ktéorych mowa w art. 219
ust. 1 pkt. 2 Ustawy.

4.1 Tytul cyklu prac stanowigcych w.w. osiagniecie:

Przestrzenie Cesaro

4.2 Lista prac stanowigcych w.w. osiggniecie:

[A1] A. Kaminska, K. Leénik and Y. Raynaud, Dual spaces to Orlicz—Lorentz spaces,
Studia Math. 222 (2014), no. 3, 229-261.

[A2] K. Lesnik and L. Maligranda, On abstract Cesaro spaces. Duality, J. Math. Anal.
Appl. 424 (2015), no. 2, 932-951.

[A3] K. Le$nik and L. Maligranda, On abstract Cesaro spaces. Optimal range, Integr.
Equ. Oper. Theory 81 (2015), no. 2, 227-235.

[A4] K. Lesnik, Monotone substochastic operators and a new Calderén couple, Studia
Math. 227 (2015), no. 1, 21-39.

[A5] K. Lesnik and L. Maligranda, Interpolation of abstract Cesaro, Copson and Tandori
spaces, Indag. Math. 27 (2016), no. 3, 764-785.

[A6] S. Astashkin, K. Lesnik and L. Maligranda, Isomorphic structure of Cesaro spaces,
Canadian J. Math. 71 (2019), no. 3, 501-532.

[A7] P. Kolwicz, K. Lesnik and L. Maligranda, Symmetrization, factorization and ari-
thmetic of quasi-Banach function spaces, J. Math. Anal. Appl. 470 (2019), no. 2,
1136-1166.

4.3 Wstep

Motywem wiodacym omawianego osiggniecia sa przestrzenie Cesaro, ich wtasnosci oraz
zwiazki z innymi klasycznymi tematami analizy. Przestrzen Cesaro C'X definiujemy jako
najwieksza funkcyjna (lub ciagowa) krate Banacha taka, ze dla danej kraty Banacha X
operator Hardy’ego (ze wzgledu na kontekst zwany dalej operatorem Cesaro)
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17 kontekstu bedzie wynikato, z ktéra wersja operatora C mamy do czynienia, w zwiazku z czym nie
wprowadzamy odrebnych oznaczen.




dziala w sposob ciagly z CX do X. Definicja taka wpisuje si¢ w klasyczny schemat,
wedlug ktorego definiowane sg na przyktad przestrzenie Sobolewa, Morrey’a, Hardy’ego.
W istocie, one tez sa optymalnymi dziedzinami dla operatora rézniczkowego, (wagowe-
go) operatora maksymalnego czy transformaty Hilberta, odpowiednio. W tym wypadku
mamy do czynienia z operatorem catkowym C (o nieujemnym jadrze), ktérego charakter
znajduje odzwierciedlenie we wlasnosciach przestrzeni Cesaro. Zwroémy przede wszystkim
uwage, ze w samej definicji zatozylismy, iz C'X ma by¢ krata. Zatozenie to moglibysmy
rownowaznie zastapi¢ zadaniem, aby C'X byto najwicksza przestrzenia, dla ktorej opera-
tor f+— C|f| dziata z CX do X. Z tego punktu widzenia narzuca sie definicja normy na
CX, tj.
I fllex = lICI1lLx.

Historia przestrzeni Cesaro siega potowy poprzedniego wieku [1, 51]. Przez dtugi czas
rozwazano przede wszystkim ciagowa wersje przestrzeni Cesaro ces, := Cl, [11, 42], ale
badano tez wlasnosci chociazby przestrzeni Cesaro-Ortlicza ces, := Cl, (zob. np. biblio-
grafie w [33, 64]). Do najwazniejszych prac z tego nurtu nalezy zaliczyé klasyczna juz
monografie Bennetta [11], czy prace Jagersa rozwiazujaca problem postawiony przez Ho-
lenderskie Towarzystwo Matematyczne [42]. W okresie tym jednak mato uwagi poswigecono
ogblnemu czy abstrakcyjnemu, spojrzeniu na konstrukcje przestrzeni Cesaro.

W ostatnim dwudziestoleciu znaczaco wzrosto zainteresowanie przestrzeniami Cesaro.
Przede wszystkim zaczeto badac¢ takze wersje funkcyjna oraz rozwazaé coraz ogdlniejsze
przestrzenie definiujace X. Do tego nurtu badan zalicza si¢ bez watpienia seria prac Asta-
shkina i Maligrandy, ktorzy przeprowadzili systematyczne badania przestrzeni Ces, :=
CL, [4, 5, 6, 7, 8]. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze przestrzenie CX w tym samym
czasie rozwazalo wielu autorow, ale uzywali oni innej nazwy. Mianowicie, przestrzenie
Cesaro badane byty i nadal sa pod nazwg optymalnej dziedziny dla operatora Hardy’ego
i oznaczane jako [H, X]. Tej terminologii w swych badaniach uzywaja m.in. Curbera,
Pick, Ricker, Soria i Tradacete [32, 26, 29, 72, 73, 75, 88]. Przestrzenie Cesaro pojawia-
ja sie tez w innych formach i okolicznos$ciach. Interesujaca i nieco zawoalowana wersja
przestrzeni Cesaro sa tzw. przestrzenie dolne DX (ang. down spaces) wprowadzone i roz-
wazane gtéwnie przez Sinnamona [82, 83, 84, 87, 66, 50]. Choé¢ tym razem nie jest to
tylko kwestia innego nazewnictwa, ale przede wszystkim zupetnie innej definicji, niema-
jacej z pozoru nic wspoélnego z przestrzeniami C'X. Okazuje si¢ jednak, ze przynajmnie;j
w przypadku przestrzeni symetrycznych X na poétprostej, pokrywaja sie one co do réw-
nowaznosci norm z przestrzeniami Cesaro C'X. Warto tu zwrdci¢ uwage, ze Sinnamon
wykorzystywal przestrzenie dolne w klasycznych problemach analizy fourierowskiej [85].
Relacje przestrzeni Cesaro z analizg harmoniczng nie sa niczym zaskakujacym. Sam ope-
rator Hardy’ego (Cesaro) odgrywa przeciez kluczowa role, modelujac zachowanie bardziej
skomplikowanych operatoréw, na przyktad operatora maksymalnego. Niemniej, natrafi¢
mozna tez na mniej zbadane i zrozumiane powiazania. Najpierw powiedzmy jednak o
trzeciej wersji/formie przestrzeni Cesaro, tzn. o tak zwanej postaci blokowej. Okazuje sie
bowiem, zZe ces, to nic innego jak szczegdlny przypadek wagowych przestrzeni Lebesgue’a
7 mieszang norma, tj.
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Zwiazkom takich konstrukeji z wagowymi przestrzeniami Cesaro i ich uwypukleniami cata
monografi¢ [36] poswiecit Grosse-Erdmann. Ujecie to przewija si¢ juz jednak w szeregu
prac dotyczacych klasycznej analizy fourierowskiej. Okazuje si¢ bowiem, ze blizsze lub dal-
sze wariacje przestrzeni typu Cesaro pojawiaja sie przy probach opisu mnoznikéw Fouriera
z przestrzeni Hardy’ego do przestrzeni [, [49, 76, 77]. Na koniec nalezy tez wspomnie¢ o
nieco innym, niekoniecznie kratowym podejsciu do przestrzeni typu Cesaro zaprezento-
wanym w pracach Boneta, Curbery i Rickera [16, 25, 27, 28].

Prezentacje zaczniemy od omoéwienia pracy [A2], ktéra opisuje dualnosé pomiedzy
przestrzeniami Cesaro, a przestrzeniami Tandoriego. Kolejne prace dotycza optymalnego
obrazu dla operatora C [A3], interpolacji przestrzeni Cesaro i Tandoriego [A5, A4], ich
struktury izomorficznej [A6] oraz faktoryzacji [A7]. Na koniec oméwimy wyniki pracy
[A1], ktora co prawda dotyczy innego typu przestrzeni, tj. przestrzeni Orlicza—Lorentza,
ale jednoczesnie (nie tylko chronologicznie) byta punktem wyjscia do tematyki przestrzeni
Cesaro, przestrzeni dolnych Sinnamona i zwiazanych z nimi funkcjami poziomu (ang. level
functions).

Na najistotniejsza cze$¢ osiagniecia naukowego sktadaja sie nastepujace rezultaty:

e opis przestrzeni dualnych do abstrakcyjnych przestrzeni Cesaro

(CX) =X,

e pozytywna odpowiedz na pytanie Sinnamona, czy para (L~1, L) jest para Calderéna,

e opisanie izomorficznej struktury przestrzeni Cesaro, a w szczegélnosci wykazanie, ze
przestrzenie ces,, 1 Cesy, sa izomorficzne, co stanowi odpowiedz na pytanie Asta-
shkina i Maligrandy;,

e wykazanie twierdzenia faktoryzacyjnego dla przestrzeni Cesaro,

e znalezienie izometrycznej reprezentacji przestrzeni dualnych do przestrzeni Orlicza-
Lorentza A, .

4.4 Preliminaria

Niech L° = LY(I) oznacza przestrzen (klas réwnowaznosci) rzeczywistych funkcji mierzal-
nych i p.w. skoficzonych nad przestrzenia miary I. Przestrzen (quasi-) Banacha X C L°([)
nazwiemy kratq (quasi-) Banacha, gdy:

e X posiada wlasnogc ideatu, tj. dla f € X, g € LY nier6wno$¢ |g| < |f] implikuje, ze
g € X oraz [|lg|x < | fllx,

e przestrzen X zawiera staba jedynke, tj. istnieje f € X taki, ze f(t) > 0 dla p.w.
tel.

Ze wzgledu na kontekst w dalszym ciagu ograniczymy sie do trzech typoéw przestrzeni
miary. Mianowicie, I = [0, 1] lub I = [0, 00) z miara Lebesguea lub I = N z miara licza-
ca. W pierwszych dwdch przypadkach przestrzen X bedziemy nazywali krata funkcyjna,
natomiast w trzecim przypadku krata ciagowa.
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Przypomnijmy kilka pojeé¢ zwiazanych z kratami Banacha, ktore beda w czestym uzy-
ciu w kolejnych rozdziatach. Powiemy, ze krata Banacha X posiada wiasnos¢ Fatou, gdy
dla (f,) € X i f € L° takich, ze 0 < f,, T f p.w. isup, ||fullx < 0o zachodzi f € X
oraz || fllx = sup, ||fzllx. Ponadto, element f € X nazwiemy elementem porzadkowe;j
ciagtosci, gdy dla kazdego (f,) C X takiego, ze 0 < f, < |f| p.w. 1 f, | 0 p.w. zachodzi
| fullx — 0. Podprzestrzen elementéw porzadkowo ciagtych przestrzeni X oznaczamy ja-
ko? X,, natomiast krate X nazwiemy porzgdkowo cigglq gdy X = X,. Dla kraty Banacha
X jej przestrzen dualng X' w sensie Kothego definiujemy jako

X' ={fe L’ fgec L dlakazdego g € X}

z norma || f|lxr = supyy <1 1f9llz,-
Z twierdzenia o domknietym wykresie wynika, ze dla dwéch krat (quasi-) Banacha X, Y

(nad ta sama przestrzenia miary) inkluzja X C Y jest zawsze ciagta. W szczegblnosei,
réwnosé zbioréw X = Y pociaga za soba réwnowazno$é odpowiednich (quasi-) norm.
Gdy bedziemy chcieli podkresli¢, ze X =Y oraz normy sg rowne, to uzyjemy oznaczenia
X=Y.

Dla dowolnej kraty X nad I oraz funkcji mierzalnej w > 0 okreslonej na I przestrzen
wagowa X (w) definiujemy jako

X(w)={f € L’ wf € X} z (quasi—) norma || fxw) = [[wfl|x.

Jedna z najwazniejszych i najlepiej zbadanych klas funkcyjnych i ciagowych krat Ba-
nacha sa przestrzenie symetryczne (inaczej: niezmiennicze ze wzgledu na przestawienia).
Funkcje dystrybucji funkeji/ciagu f € L° definujemy jako dy(\) = |[{t € I : |f(t)] > A}
dla A > 0, natomiast nierosnace przestawienie f* funkcji f to f*(t) = inf{\ > 0: df(\) <
t} dla t > 0. Krate X nazwiemy symetryczng, gdy dla kazdego f € X oraz g € L°, z
rownomierzalnosci f i g (tzn. dy = d,) wynika, ze g € X oraz || f||x = [|g] x-

Najwazniejsze przyktady przestrzeni symetrycznych stanowia przestrzenie Orlicza, Lo-
rentza i Marcinkiewicza. Niech ¢ bedzie funkcja wklesta i niemalejgca na I oraz ¢(0) = 0.
Wtedy przestrzen Lorentza A, zadana jest norma

1£lla, = [ £ ()de(s)

natomiast przestrzen Marcinkiewicza M., definiuje norma

fllaz, = stg)“off) /Ot F*(s)ds.

Wiecej informacji o kratach funkcyjnych/ciagowych i przestrzeniach symetrycznych
mozna znalezé np. w [12], [52], [54] lub [62].

Jak juz wspomnielismy we wstepie, dla danej kraty funkcyjnej Banacha X nad 7,
przestrzen Cesaro C'X definiujemy jako optymalna, tj. najwieksza, krate funkcyjna taka,
ze operator Cesaro (ew. Hardy’ego) dany wzorem

Cf(m):glc/oxf(t)dt dla0<zel,

2Czasami jako X%,



odwzorowuje C'X w X. Innymi stowy
CX ={f € L(I): C|f| € X} znormy ||fllcx = [ICIf|]x.

z oczywista modyfikacja w przypadku ciggowym. Przyjmiemy historyczna konwencje
oznaczen i w przypadku przestrzeni X = L, lub X = [,, zamiast pisa¢ C'L, lub Cl,,
przestrzenie te bedziemy oznaczali jako Ces, i ces,, odpowiednio.

W analogiczny sposéb definiujemy przestrzenie Tandoriego. Dla kraty Banacha X
przestrzen Tandoriego X to

X={fel’(I): feX} znorma ||fllz=|Flx,
gdzie f to nierosnaca majoranta funkeji/ciagu | f], tj.

F(x) = esssup | £(1)].

tel, t>x

Elementarne wtasnosci konstrukeji C'X i X zebrane zostaly w nastepujacym twierdze-
niu (zob. [A2] i [A3]).

Twierdzenie 4.4.1. Niech X bedzie funkcyjng kratg Banacha nad I. Wtedy CX oraz X
sq rowniez przestrzeniami Banacha z wlasnoscig ideatu.

(a) Dia I = [0,00), CX # {0} wtedy i tylko wtedy, gdy *X(400)(x) € X dla pewnego
a>0.

(b) Dla I =10,1], CX # {0} wtedy i tylko wtedy, gdy X[.,1) € X dla pewnego 0 < a < 1.
(

) X # {0} wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera niezerowq i nierosngcg funkcje.

¢) (X)a = {0).
(f

Analogiczne wlasnosci, poza punktem (e), mozna udowodni¢ w przypadku krat ciago-
wych. Na koniec zwr6émy uwage, ze na przyktad dla X = L; nad I = [0, 00) przestrzen
CX jest trywialna. Ogoélniej, gdy C nie jest ograniczony na X, to C'X nie musi zawierac
stabej jedynki. Z tego (i nie tylko) powodu bedziemy rozwazali przede wszystkim prze-
strzenie Cesaro C'X dla takich krat X, ze C jest ograniczony na X. Zalozenie to zapewnia,
ze C'X tez jest kratg Banacha w sensie definicji przyjetej we wstepie oraz X C CX.

Na koniec przytoczmy definicje jeszcze dwoch operatorow, ktore beda sie pojawiaty w
sformutowaniach twierdzen w dalszej czesci prezentacji. Operator Copsona C*, formalnie
dualny do C, definiujemy wzorem

)

)
(d) Gdy X posiada wlasnosé Fatou, to CX oraz X tez posiadajg wtasnosé Fatou.
(¢)

)

Jesli X jest porzgdkowo ciggla, to tez CX jest porzadkowo ciggla.

C*f(x):/ fgt)dt dla0 <z el

IN(z,00)

Natomiast operator dylatacji o, (7 > 0) to

orf(z) = flz/m)xi(z/7) = f(x/T)X0,min, ) (x), z €L



4.5 Dualnosé¢ i optymalnosé

Problem opisu przestrzeni dualnej do przestrzeni Cesaro posiada dtuga historie. W 1968
roku Holenderskie Towarzystwo Matematyczne postawito problem opisania przestrzeni
dualnych do ces, i Ces,. Problem zostal rozwiazany przez Jagersa w 1974 roku [42].
Zidentyfikowat on (ces,)’ co do izometrii, jednak doktadna posta¢ normy w (ces, )’ okazata
sie do$¢ skomplikowana, przez co mato praktyczna.

Warto zwrdcié uwage, ze przestrzenie (Cesy)’ 1 (cess )’ opisano znacznie wezesniej.
W [61] Luxemburg i Zaanen pokazali, ze (Ceess)’ = Ly, natomiast z pracy Alexiewicza
[1] natychmiast wynika powyzsza réwnosé¢ w wersji ciagowe;j.

W klasycznej monografii [11] Bennett znalazl znacznie prostsza niz Jagers, choé tylko
izomorficzng, postaé (ces,)” dla 1 < p < oco. Jego metode, oparta na faktoryzacji, zasto-
sowali Astashkin z Maligranda [4], identyfikujac Ces), dla [ = [0,00) oraz [ = [0,1]. Z
kolei izometryczny opis dla przypadku funkcyjnego podali Kaminiska i Kubiak [45] (zob.
tez [90]) bazujac na pomystach Jagersa. Z drugiej strony, charakteryzacja (CX)" wyko-
rzystujaca tzw. dolne przestrzenie Sinnamona zostala podana w pracy [50], ale metoda
ta dziala tylko dla przestrzeni symetrycznych na [0, 00), a poza tym wykorzystuje do$é
skomplikowanag teorie funkcji poziomu (temat ten przyblizymy w dalszej czesci, omawiajac
prace [Al]).

Kontynuujac wyzej opisane badania znalezlismy w [A2] nowa metode, ktéra pozwala
opisa¢ przestrzen dualng do C'X (co do réwnowaznosci norm) dla szerokiej klasy prze-
strzeni X, mimo iz jest duzo prostsza od znanych metod. Co wiecej, metoda ta dziata dla
kazdej z trzech rozwazanych przestrzeni miary. W przypadku [ = [0, 00) sytuacje opisuje
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.1. [A2, Thm. 3] Niech X bedzie funkcyjng kratg Banacha nad I =
[0,00) takq, Ze operator Cesaro C oraz operator dylatacji o, dla pewnego 0 < T < 1, sq
ograniczone na X . Wtedy

/

(CX) = X".
Dla ciggowych przestrzeni Cesaro sytuacja jest analogiczna.

Twierdzenie 4.5.2. [A2, Thm. 6] Niech X bedzie ciggowq kratg Banacha takq, Ze ope-
rator Cesaro C jest ograniczony na X, natomiast operator dylatacji og jest ograniczony
na X'. Wtedy -

(CX) = X'

Przypadek przestrzeni Cesaro na odcinku I = [0, 1] jest nieco bardziej skomplikowany,
co mozna zauwazy¢ juz w pracy [4], poréwnujac dowody dla odcinka I = [0, 1] i polprostej
I =10,00). W szczegblnosei, dla I = [0, 1] przestrzen (C'X)" przyjmuje nieco inng postac,
nie liczac przypadku X = L., w ktérym réwnosé (Cess,) = L, zachodzi zaréwno dla
I =10,00), jak i dla I =10, 1].

Twierdzenie 4.5.3. [A2, Thm. 5] Niech X bedzie symetryczng kratq Banacha nad I =
[0,1], z wlasno$cig Fatou i nietrywialnymi indeksami Boyda. Wtedy

(CX) = X'(1/v),

gdziev(z) =1—z dla0 < x < 1.



Kluczowa, role w dowodach wlozen (CX) C X' [odpowiednio, (CX) C X'(v)] odgry-
waja warianty nastepujacej tozsamosci udowodnionej przez Sinnamona

/f £)dt — Sup{/ h(t / h(t)dt < / F(t)dt dla kazdego « € I},
0 0
(zob. np. [86]). Inkluzje odwrotne tymczasem opieraja sie na oszacowaniu
Cflx/a) < liccjf(x) dlaz>0ia>1,
na

w przypadku I = [0, 00) oraz nieco bardziej skomplikowanej nieréwnosci

t/d(t)
/ |f(x)|d:r\/ Cllf‘( Vit dla 0<t<1,
0 0

Xz

gdzie d(t) :==t + e — et, w przypadku odcinka I = [0, 1]. Ich odpowiednik ciagowy to [26,
Prop. 2]. Ponadto, zatozenie symetrii przestrzeni X w przypadku odcinka [0, 1] wynika z
koniecznodci uzycia twierdzenia interpolacyjnego Calderéna—Mitjagina.

Co wiecej, jednym z kluczowych elementéw dowodu dualnosci dla odcinka [0, 1] okazata
sie nieréwnos¢ typu Hardy’ego, udowodniona w wigkszej ogblnosci w [A3].

Twierdzenie 4.5.4. [A3, Thm. 2] Jesli operator C jest ograniczony na funkcyjnej kracie
Banacha X nad I = [0, 1] oraz operator maksymalny M jest ograniczony na X', to

C: X — X(1/v)
jest ograniczony, gdzie v(xr) =1 — x.

Oczywiscie X (1/v) C X, wiec powyzsze twierdzenie mozemy traktowaé jako “auto-
ulepszenie” nieréwnosci Hardy’ego. Istotnie, zakladajac ograniczono$é M na X’ wnosimy,
ze nieréwnos¢ Hardy’ego

ICAIx < I lx

implikuje nieréwnos$¢ mocniejsza

1
I2¢7lx 5 Ilx-

Wroémy do samej definicji przestrzeni Cesaro C'X. Pamictamy, ze jest to najwigksza
krata Banacha, dla ktorej
C:CX — X.

Oczywistym jest jednak, ze obrazem C'X poprzez C nie jest cala przestrzen X. Innymi
stowy, optymalnos$¢ dziedziny nie implikuje optymalnosci przeciwdziedziny. W [72, 73, 70]
Nekvinda, Pick, Mizuta i Shimomura rozwazali pytanie, jaka jest optymalna (tj. najmniej-
sza) krata Banacha Y, spetniajaca przy ustalonym X warunek

C:CX =Y CX?

Autorzy wyzej wymienionych prac skupili sie jednak na konkretnej klasie przestrzeni funk-
cyjnych, tj. na przestrzeniach Nakano X = L,y oraz uproscili problematyczny przypadek
odcinka [0, 1], rozwazajac CX N Ly w miejsce C' X. Tymczasem, w pelnej ogdlnosci dysku-
sje optymalnosci obrazu, jak i dziedziny (w réznych konfiguracjach) zamyka nastepujace
twierdzenie, bedace gtéwnym wynikiem pracy [A3].
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Twierdzenie 4.5.5. [A3, Thm. 1] Niech X bedzie funkcyjng kratq Banacha nad I, na
ktorej ograniczony jest operator maksymalny M.

(i) Jesli I = [0,00), to C : CX — X jest ograniczony. Ponadto, przestrzen X jest
optymalng przeciwdziedzing C dla CX (tez dla X i X ). Co wiecej, CX = CX.

(i1) Jesli I = [0,1], to C : CX — )/((\v/)(l/v) jest ograniczony. Ponadto, jesli operator
maksymalny M jest ograniczony takze na X', to X (1/v)(v) jest optymalng przeciw-
dziedzing C dla CX, jak i dla X(1/v). W szczegolnosci, CX = C[X (v)(1/v)].

(111) Jesli I = [0,1] oraz operator dylatacji 012 Jest ograniczony na X, to C:CX - X

jest ograniczony. Ponadto, przestrzen X jest optymalng przeciwdziedzing C dla CX
X oraz X. W szczegélnosct, CX =CXNL.

4.6 Interpolacja
4.6.1 Klasyczne metody interpolacji w przestrzeniach Cesaro

Wyniki z prac [A4] i [A5] dotycza klasycznych probleméw teorii interpolacji postawio-
nych dla przestrzeni Cesaro i przestrzeni do nich dualnych, czyli przestrzeni Tandoriego.
Zacznijmy od oméwienia wynikéw pracy [A5]. Jej celem byto zrozumienie jak na przestrze-
niach Cesaro oraz przestrzeniach Tandoriego dziatajg klasyczne funktory interpolacyjne?.
Zbadalismy trzy klasyczne metody interpolacji: metode Calderéona—t.ozanowskiego, meto-
de zespolong oraz K-metode Lionsa—Peetre’go (jako szczegdlny przypadek funktora jed-
norodnego).

Oczywiscie, temat interpolacji przestrzeni Cesaro byt juz podejmowany przez innych
autorow. W pracy [6] (zob. tez [7]) Astashkin i Maligranda szczegdtowo opisali metode
rzeczywista dla przestrzeni funkcyjnych Ces, oraz ciagowych ces,, a nawet dla ogélnych
przestrzeni C' X, ale tylko w przypadku I = [0, 00). Ponadto, pamietajac, ze dla przestrze-
ni symetrycznych X nad I = [0, 00), przestrzenie Cesaro C'X sa przestrzeniami dolnymi
(Sinnamona) DX, rzeczywista metoda interpolacji (a nawet ogélna K-metoda) dla ta-
kich przestrzeni Cesaro wynika wprost z prac Sinnamona i wspétautoréow [50, 66, 82].
Okazuje sie jednak, ze ani metoda zespolona, ani metoda Calderéna-—t.ozanowskiego nie
zostaly dotychczas zbadane, nawet dla szczegélnego przypadku przestrzeni Ces,. Luke
te wypelnia praca [A5]. W zaprezentowanych ponizej wynikach kluczows role odegrata
dualnosé pomiedzy przestrzeniami Cesaro a przestrzeniami Tandoriego oraz twierdzenie
Fozanowskiego o dualnoéci dla przestrzeni Calderéona—t.ozanowskiego.

Przypomnijmy definicje przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego. Niech U oznacza klase
funkcji p : Ry x Ry — R, ktére sa dodatnio-jednorodne (tzn. p(As, A\t) = Ap(s,t) dla
wszystkich s, ¢, A > 0) oraz wkleste na R, x R..

Dla p € U oraz pary funkcyjnych lub ciagowych krat Banacha (Xj, X;) nad ta sama
przestrzenia miary, przestrzer, Calderéna—Lozanowskiego p(Xo, X1) definiujemy jako zbiér

3Ponizej wykorzystujemy standardows notacje teorii interpolacji pochodzaca na przyktad z monografii
[12, 13, 19, 52], a wiekszosci terminéw nie bedziemy definiowac.



tych funkcji f € LY dla ktorych istnieja fo € Xo, fi € X1, spelniajace warunek || fol|x, <
LIfillx, <1, oraz A > 0 takie, ze

[F1 < Ap(lfol: L f2])-

Norme || f||,(xo,x,) na p(Xo, X1) definiuje si¢ jako infimum po takich A > 0. Konstrukcja
Calderéona—tozanowskiego jest metoda interpolacyjna dla liniowych operatorow dodat-
nich, a przy dodatkowych zatozeniach na kraty X, X7, wtasnos¢ interpolacyjnosci obej-
muje wszystkie operatory liniowe.

Jedli na konstrukcje przestrzeni Cesaro (lub Tandoriego) spojrzymy jak na operacje,
ktora przestrzeni X przypisuje przestrzen C' X, to okazuje si¢, ze komutuje ona z funktorem
Calderona—t.ozanowskiego dla szerokiej klasy krat Banacha, o czym mowig nastepujace
twierdzenia.

Twierdzenie 4.6.1. [A5, Thm. 3] Niech X, X; bedg kratami Banacha z wltasno$cig Fa-
tou takimi, Ze operator Cesaro C jest na nich ograniczony. Jesli zachodzi jeden z warunkow:

(i) I = [0,00) i operator dylatacji o, jest ograniczony na Xo oraz X; dla pewnego
0<7<1,

(1) 1 =10,1], Xo, Xy sq symetryczne oraz operator Copsona C* jest na nich ograniczony,
(iii) I =N i operator dylatacji os jest ograniczony na X oraz X7,

to
p(CXo, CX1) = Clp(Xo, X1)),
dla dowolnej funkcji p € U.

Twierdzenie 4.6.2. [A5, Thm. j] Niech Xo, X1 bedg kratami Banacha z wlasnoscig
Fatou. Jesli Xo, X1 sq symetryczne lub operatory C,C* sq ograniczone na Xo 1 X1, to

e~

p(/Xga /XI) = P(XO, X1)7
dla dowolnej funkcji p € U.

W teorii interpolacji zazwyczaj najwazniejsza role odgrywaja pary przestrzeni skraj-
nych w danej skali, np. (L, Lso), (W™ W™) itd. Wiemy jednak, ze przestrzeni Ces;
jest trywialna (dla I = [0,00) oraz I = N), wiec rozwazanie pary (Ces, Cess) nie ma
sensu. Zamiast tego naturalnym substytutem Ces; okazuje si¢ by¢ po prostu L.

Twierdzenie 4.6.3. [A5, Cor. 4] (a) Niech I = [0,00) i p € U. Niech ponadto X
bedzie przestrzeniq symetryczng z wtasnoscig Fatou takq, ze C jest ograniczony na X i na
p(LY, X). Wtedy
p(L1, CX) = Clp(Ly, X)].
W szczegolnosci,
(L)' 7%(Ces,)? = Ces,

dlal<p<oo,%:1—9—}—§7 oraz ) < 0 < 1.

(b) Dla I =10,1] i dowolnego p € U zachodzi rownosé

p(Lh 06500) = C[p(Ll, LOO)]'
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Kolejna klasyczna metoda interpolacyjna jest metoda zespolona (definicje metody ze-
spolonej mozna znalezé w monografiach [12, 52, 13]). W przypadku krat Banacha metoda
zespolona jest $cisle zwigzana z omowiong wyzej konstrukcja Calderéna—t.ozanowskiego.
W zwiazku z tym, bazujac na poprzednich wynikach oraz twierdzeniach o zwiazkach meto-
dy zespolonej z metoda Calderéna-t.ozanowskiego, wykazaliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.6.4. [A5, Thm. 5] Niech 0 < 6 < 1 i niech X, X, Xy bedg kratami
Banacha nad I, z wltasno$cig Fatou, zawierajgcymi Ly N Lo oraz niech operator Cesaro
C bedzie na nich ograniczony.

(a) Niech I =10,00). Jesli operator dylatacji o, jest ograniczony na Xo 1 X dla pewnego
0 < a <1 oraz przynagmniej jedna z przestrzent Xo, X1 jest porzadkowo ciggta, to

(X0, OX1]s = C([Xo, X1]o).

(b) Niech I =10,1]. Jesli przestrzenie Xq, X1 sq symetryczne i takie, ze operator Copso-
na C* jest na nich ograniczony, a ponadto przynajmniej jedna z przestrzeni Xy, Xy
jest porzgdkowo ciggla, to

(X0, OX1]s = C([Xo, X1]o).

(c) Jesli Xo, X1 sq ciggowymi kratami Banacha takimi, Ze operator dylatacji oz jest
ograniczony na X{, X1, a ponadto przynagmniej jedna z przestrzeni Xo, X jest po-
rzgdkowo ciggla, to

[OX(), CXl]g - C([XO, Xl]g).

(d) Jesli X jest symetryczna na I = [0,00), to

[L1,CX]o = C([L1, X]p)-

(e) Jesli I =[0,1], to
[L1,Cesnclo = C([L1, Leolg)-

(f) Niech I = [0,00) lub I = [0,1]. Jesli przynajmniej jedna z przestrzeni X, X, jest
porzgdkowo ciggla, a ponadto X i X1 sq symetryczne lub C* jest ograniczony na Xy
1 Xl, to

P

(X0, X1]o = [Xo, X1]o.

Jak wspomnieliémy wczesniej, K-metoda dla przypadku I = [0,00) i przestrzeni sy-
metrycznych X zostala opisana w pracach [66] i [6] (definicje samej K-metody, jak i K-
funkcjonatu mozna znalezé we wspomnianych monografiach [12, 19]). Nastepujace twier-
dzenie uogélnia te wyniki zaréwno ze wzgledu na dopuszczona klase przestrzeni, jak i na
wyabstrahowanie ogblnej wtasnosci funktora interpolacyjnego, ktéra zapewnia, ze komu-
tuje on z konstrukcja przestrzeni Cesaro.
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Twierdzenie 4.6.5. [A5, Thm. 6] Niech Xy, X1 bedq funkcyjnymi kratami Banacha nad
I =10,00). Jesli operatory C i C* sq ograniczone na Xy i Xy, natomiast F jest jednorod-
nym funktorem interpolacyjnym, tj. F(Xo(w), X1(w)) = F(Xo, X1)(w) dla dowolnej wagi
w na I, to

F(CXO, OX1> = Cf(Xo,X1>
W szczegolnosci, K-metoda z parametrem G jest funktorem jednorodnym, wiec

(CXo, CX1)§ = C[(Xo, X1)&].

4.6.2 Pary Calderéna

Praca [A4] odpowiada na pytanie postawione przez Sinnamona w [87]; czy para (Iz, L)
jest para Calderéna? Zanim jednak zaprezentujemy ten wynik, wyjasnijmy czym sa pary
Calderéna i dlaczego sa waznym i interesujacym obiektem badan.

Omowione w poprzednim podrozdziale metody interpolacyjne pozwalaja budowac
przestrzenie interpolacyjne dla danej pary Banacha. Powstaje naturalne pytanie, czy
ktoras z tych metod jest uniwersalna? Uniwersalna w tym sensie, ze opisuje wszystkie
przestrzenie interpolacyjne (dla danej pary Banacha). Okazuje sie, ze taka metoda bywa
K-metoda, ale tylko dla niektorych par Banacha. Pary takie nazywamy parami Calde-
réna (czasami parami Calderéna—Mitjagina, gdyz obaj niezaleznie i mniej wiecej w tym
samym czasie opisali przestrzenie interpolacyjne dla pary (L;, L), przy czym to jednak
spojrzenie Calderéna okazalto si¢ bardziej uniwersalne [21]). Dzigki pracom Lorentza i
Shimogakiego [57], Sparra [89], Cwikela i Arazyego [2, 30, 31] wiemy, ze pary (L,, L,) sa
parami Calderéna. Kalton scharakteryzowal pary Calderéna sposréd par postaci (E, L)
(i wielu innych par przestrzeni symetrycznych), gdzie E jest przestrzenia symetryczna
[43]. Niedawno natomiast Mastylo i Sinnamon [66] wykazali, ze para dualna (w sensie
Kothego) do (L1, Lo), czyli (Cese, L) jest para Calderéna.

Nastepujace twierdzenie uzupelnia powyzsza liste. Uscidlijmy jeszcze, ze wszystkie
funkcyjne przestrzenie w tym rozdziale rozwazamy dla I = [0, 00).

Twierdzenie 4.6.6. [A4, Thm. 4.5] Para (171, L) jest parg Calderéna.

Przedstawiona wczeséniej definicja par Calderéna stanowi o znaczeniu takich par, ale
jest mato praktyczna, gdy chcemy sprawdzi¢ czy dana para Banacha jest para Calderona.
Z pomoca przychodzi twierdzenie Brudnyi-Kruglyaka (zob. [19]), z ktérego korzystamy w
dowodzie. W konsekwencji musimy pokazaé, ze dla dowolnych f, g € L1+ L., spelniajacych
warunek?

istnieje operator® T : (L1, Loo) — (L1, Loo) taki, ze
Tg=f.

Konstrukcja szukanego operatora T'= M o Ro S sktada sie z trzech krokéw, odpowia-
dajacym poszczegdlnym operatorom S, R i M, zgodnie z ponizszym diagramem.

4 K-funkcjonat dla pary (X,Y) dany jest wzorem K(t, f, X,Y) = inf{||g||x + t||hlly: f = g + h}, dla
feX+Yit>No.

5T: (X,Y) — (X,Y) oznacza, ze T jest okreslony na X +Y oraz T|x i T|y sa ciagle na X i Y,
odpowiednio.
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g g : f— f,

Za M wystarczy przyjac¢ operator mnozenia punktowego M nE hw— hf/ f . Istnienie
operatora S wynika natomiast z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 4.6.7. [A4, Thm. 4.1] Niech f € L0 = {f € L% : f € L°}. Wtedy dla
kazdego € > 0 istnieje operator liniowy S okreslony na LO i taki, Ze Sf = [ oraz dla
dowolnej funkcyjnej kraty Banacha X zachodzi nierownosé ||S|z_ 5 < 1+¢.

Sama konstrukcja operatora S opiera sie o pewnik wyboru (konkretniej; istnienie gra-
nic Banacha). Ponadto, stala 1 + ¢ mozna zastapi¢ jedynka, stosujac twierdzenie Hahna—
Banacha—Kantorowicza, co zauwazyli Mastylo z Sinnamonem w pdzniejszej pracy [67].

Zauwazmy, ze do tej pory nie skorzystaliSmy z zatozenia (4.1). Zrobimy to teraz,
omawiajac najistotniejszg i najciekawsza sktadows operatora T, czyli operator R o tej
wlasnosci, ze R§ = f. Przede wszystkim nietrudno przethumaczy¢, ze warunek (4.1) jest
réwnowazny z f < g, tj.

/Ot f(s)ds < /Otg(s)ds dla kazdego t > 0,
[A4, Proposition 4.2]. Wydawaloby sie, iz wystarczy skorzystaé z twierdzenia Calderéna z
[21], kt6re méwi, ze istnieje operator substochastyczny F' taki, ze Fg = f, przy czym sub-
stochastycznosé oznacza tutaj, ze F': (L1, Ly) — (L1, Lo). Twierdzenie to jest ciagtym
odpowiednikiem klasycznego twierdzenia Hardy’ego—Littlewooda—Polyi o submajoryzacji
[40, 69, 65]. W przyjetym schemacie potrzebujemy jednak, aby szukany operator dziatat
z Ly do Ly, a konstrukcja Calderéna operatora F' tego warunku nie spelnia.

Nasz pomyst polegal na tym, aby konstrukcje Calderéna zmodyfikowa¢ w taki sposob,
zeby szukany operator substochastyczny dodatkowo zachowywal monotonicznosé, tj. aby
funkcje dodatnie i nierosnace przeksztalcal w funkcje dodatnie i nierosnace. Wlasnos¢
ta wraz ze substochastycznoscia implikowataby ograniczono$é operatora takze na Ly [A4,
Lemma 4.4]. W istocie, pomyst ten okazatl sie skuteczny i udowodniliémy, ze monotoniczne
wersje twierdzen Hardy’ego—Littlewooda—Polyi oraz Calderéna pozostaja prawdziwe.

Twierdzenie 4.6.8. [A4, Thm. 3.1] Niech 0 < a,b € R™ bedg nierosngce. Jesli b < a, to
istnieje substochastyczna i zachowujgca monotonicznosé macierz A taka, Ze Aa =b.

Twierdzenie 4.6.9. [A4, Thm. 3.2] Niech funkcje 0 < f,g € L1 + Ly beda nierosngce i
niech g < f. Wtedy istnieje operator substochastyczny i zachowujgcy monotonicznosé R

taki, ze Rf = g.

Dodajmy, ze Twierdzenie 4.6.9 bylo juz znane Bennettowi i Sharpleyowi [10], a w
dowodzie zastosowali technike przesuwania masy pochodzaca od Lorentza i Shimogakie-
go [57]. Tymczasem w [A4] podalismy alternatywny dowdd zastepujac tzw. A-macierze
z dowodu twierdzenia o submajoryzacji odpowiednimi macierzami substochastycznymi
zachowujacymi monotonicznosc.

Ponadto, w pracy [A4] wykazaliSmy tez nastepujace uogélnienia Twierdzenia 4.6.6.
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Twierdzenie 4.6.10. [Af, Thm. 4.8] (L,, Ls) jest parg Calderéna dla 1 < p < co.

Twierdzenie 4.6.11. [A4, Cor. 4.7] Para (K;, L) jest parg Calderéna® wzgledem pary
(L1, Loo).

Na koniec dodajmy, ze wyniki powyzsze zostaly uogélnione przez Mastylte i Sinnamona
w [67] do duzo szerszej klasy par przestrzeni Tandoriego.

4.7 Struktura izomorficzna

Izomorficzna struktura przestrzeni Cesaro ces, i Cesaro-Orlicza ces, byla badana przez
licznych autoréw, gtéwnie przy okazji badan nad ich struktura geometryczna (tutaj w
znaczeniu geometrii kuli jednostkowej, zob. np. [3, 23, 24, 45]). Poczatek systematycznych
badan struktury izomorficznej zaobserwowaé mozemy w pracy Astashkina i Maligrandy
[4] (zob. tez [3, 5, 8]), ktérzy rozwazali zaréwno przestrzenie ciggowe ces,, jak i funkcyjne
Cesy.

7 poprzednich rozdzialéw wiemy, ze ciggowe przestrzenie Cesaro zachowujq sie bar-
dzo podobnie do przestrzeni funkcyjnych na pétprostej, podczas gdy przypadek odcinka
I = [0, 1] nastrecza wiecej trudnosci. Przechodzac do geometrii sytuacja nieco sie zmie-
nia. Okazuje sie, ze ciagowe przestrzenie Cesaro posiadaja inng strukture niz przestrzenie
funkcyjne. Na przyktad, przestrzenie ces,, i l;, sg refleksywne dla 1 < p < oo, podczas gdy
przestrzenie funkcyjne Ces,, czy ogdlniej C'X i X, refleksywne nie sa nigdy [4]. Przedsta-
wione ponizej wyniki pochodza z prac [A6].

4.7.1 Izomorfizm przestrzeni ces,, i Cesy,

W pracach [4] i [7] Astashkin i Maligranda postawili nastepujacy problem: czy przestrzenie
ceSoo 1 Cesy sa izomorficzne’? Jednym z gléwnych wynikéw pracy [A6] jest pozytywna
odpowiedz na to pytanie. Sprobujmy jednak najpierw zrozumie¢, gdzie lezy problem i dla-
czego wynik ten jest nieco zaskakujacy, cho¢ w oczywisty sposob nawiazuje do klasycznej
pracy Pelczyniskiego [78].

Wiemy, ze przestrzeni ces., jest przestrzenia dualna, a jej predualem jest ;. Gdyby
wiec cesy, 1 Cesy byly izomorficzne, to tez przestrzen Ces,, musiataby by¢ izomorficzna
z przestrzenia dualng. Jednak w przeciwienstwie do przypadku ciggowego nie ma natu-
ralnej przestrzeni, ktéra mogtaby by¢ kandydatem na przestrzen predualng dla Ces,. W
istocie, sprzezenie pomiedzy Ces,, a Lq jest tylko sprzezeniem w sensie Kothego, nato-
miast przestrzen (E)* jest duzo wigksza niz Cesy, gdyz L, nie jest porzadkowo ciagta
(wiec jest nieosrodkowa), a co za tym idzie (L1)* jest izomorficzna z Ces,, @ S, gdzie S
to podprzestrzen funkcjonatéw singularnych (zob. np. [93]). Ogdlnie, szukajac przestrzeni
predualnej do funkcyjnej kraty Banacha X, nawet jesli X’ nie jest porzadkowo ciggta,
to czesto (zazwyczaj) przestrzenia predualng do X jest podprzestrzen elementow porzad-
kowo ciaglych (X'),. Wiemy jednak, ze (L), = {0}, a co za tym nie ma naturalnego

6Pojecie pary Calderéna wzgledem innej pary mozna znalezé w [A4, 19].
"Przestrzen Cesq, na pélprostej jest izomorficzna z Cess, na odcinku [4], dlatego w tym podrozdziale
nie bedziemy wyszczegdélniali, ktéra miare mamy na my$li.
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kandydata na przestrzen predualng dla Ces... Zwréémy uwage, ze podobnie sytuacja wy-
glada dla Ly, tj. L} = Ly oraz (Leo), = {0}. Wiadomo natomiast, ze L; nie jest dualna
(nawet co do izomorfizmu). Sugerowaloby to wiec przeczaca odpowiedz na pytanie Asta-
shkina i Maligrandy. Z tego punktu widzenia nastepujace twierdzenie mozna postrzegac
jako pewne zaskoczenie.

Twierdzenie 4.7.1. [A6, Thm. 5.1] Przestrzenie ceso i Cess, $q izomorficzne.

Kluczowe w dowodzie jest przejécie na blokowg postaé¢ obu przestrzeni. Mianowicie,
przestrzein ces., jest izomorficzna z przestrzenia (@22, 12"),., co wiedzial juz Grosse-
Erdmann [36]. Z tego i z pracy Haglera—Stegalla [39] wynika, ze ces., zawiera dopelnialng
kopie L; (w [A6, Thm. 3.7] zaprezentowali$émy elementarny i bezposredni dowdd tego
faktu). Z drugiej strony udowodniliSmy, ze w podobny sposéb mozna wyreprezentowaé
przestrzen Ces.,.

Twierdzenie 4.7.2. [A6, Thm. 4.1] Przestrzeri Cesy, jest izomorficzna z przestrzeniq
(DnZo L)1 -

Laczac oba fakty oraz korzystajac z zasady dekompozycji Pelczynskiego wnosimy,
ze przestrzenie ces,, i Cesy, sa izomorficzne. Warto zwrdci¢é uwage, ze wynika stad, iz
(D2 L)1, jest izomorficzna z przestrzenia dualna, cho¢ jej kula jednostkowa nie posia-
da punktéw ekstremalnych. Przestrzen Ces,, mozna tez postrzega¢ jako pewna analogie
przyktadu Talagranda [91], ktéry w odpowiedzi na twierdzenie Lotza [58], skonstruowat
taka osrodkowsq krate Banacha F, ktora jest dualna, ale dla zadnego x* € E* przedzial
[0, 2*] nie jest stabo zwarty (co odpowiada temu, ze z* nie jest elementem porzadkowo
ciagltym).

Wykorzystujac podobng argumentacje jak wczesniej, mozna wykazaé nawet wiecej.
Mianowicie, ze przestrzen ces., jest izomorficzna z przestrzenia (@, , M), , gdzie M
oznacza przestrzen regularnych miar borelowskich na [0, 1] (zob. [A6, Thm. 5.5]).

4.7.2 Przestrzenie CX i wlasnosé Dunforda—Pettisa

[zomorficzna strukture funkcyjnych przestrzeni C'X determinuje nastepujace spostrzezenie
(znane juz Astashkinowi i Maligrandzie w przypadku przestrzeni Ces, [4]), ktére posiada
daleko idace konsekwencje.

Twierdzenie 4.7.3. [A6, Prop. 2.2] Jesli operator C jest ograniczony na funkcyjnej kracie
Banacha X, to przestrzen CX zawiera dopelnialng kopie L.

Stad oraz z pracy Haglera—Stegalla natychmiast wynika, ze jesli C'X jest osrodkowa,
to nie moze by¢ izomorficzna z przestrzenia dualna.

Whiosek 4.7.4. [A6, Prop. 5.3] Jesli X jest porzqdkowo ciggla funkcyjng kratq Banacha
takq, ze C jest ograniczony na X, to C'X nie jest izomorficzna z przestrzeniq dualng.

Kolejny wniosek z Twierdzenia 4.7.3 nawiazuje do pytania o potencjalng symetrie
przestrzeni Cesaro. W [32] wykazano, ze przestrzenie C X nie sg symetryczne. Z drugiej
strony, mozna tak dobra¢ symetryczng przestrzen X, aby przestrzen C'X byta izomorficzna
z przestrzenia symetryczna (zob. np. Twierdzenie 4.7.9 ponizej). Jak méwi nastepujacy
wniosek, jest to jednak sytuacja do$é¢ rzadka.
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Whiosek 4.7.5. [AG, Cor. 4.10] Jesli X jest symetryczng kratq Banacha nad I = [0, 1]
takq, Ze operator C jest ograniczony na X, to C'X nie jest izomorficzna z Zadng przestrze-
niq symetryczng nad I = [0, 1].

Za projekcje, o ktorej posrednio mowa w tezie Twierdzenia 4.7.3, wystarczy przyjac
P: f— fXay, gdzie 0 < a < b < 1 sy dowolne (odpowiednio, 0 < a < b < oo, dla I =
[0,00)). Mozna wiec powiedzieé, ze przestrzenie C' X, podobnie jak oméwiona wezesniej
Cess, zbudowane sg z dopetnialnych kopii przestrzeni L;. Sugeruje to, ze przestrzenie
Cesaro moga dziedziczy¢ pewne nietrywialne wtasnosci przestrzeni L;. I rzeczywiscie, dla
niektorych X przestrzenie C'X majg wtasnos¢ Dunforda—Pettisa.

Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X posiada wtasnos¢ Dunforda—Pettisa gdy dla
dowolnych dwoch stabo zbieznych do zera ciagéw (z,) C X i (zF) C X* zachodzi z}x, —
0.

Jednym z wnioskow z Twierdzenia 4.5.1, o ktérym nie wspomnieliSmy przy omawianiu
pracy [A2], jest nastepujaca identyfikacja przestrzeni Cesaro-Lorentza C'A,. Twierdzenie
8 w [A2] méwi, ze dla I = [0, 00) oraz w(t) = ¢(t)/t, t € 1,

CAL’D = L1<’LU),

gdy p(07) = 0 oraz pewnych statych ¢, ¢y > 0

t (s o (s t
/ #(s) ds < c1(t), @(2) ds < CQ(pi) dla kazdego t > 0. (4.2)
0o S t S
Zatem dla ¢ jak wyzej, przestrzenie C'A, posiadaja wlasnos¢ Dunforda—Pettisa jako
wagowe przestrzenie L. Podobnie przestrzen Ces,, posiada wlasnos¢ Dunforda—Pettisa,
co wynika z blokowej reprezentacji i twierdzenia Bourgaina [18]. Okazuje sie, Ze nie sa to
jedyne sposrod przestrzeni Cesaro i Tandoriego z ta wlasnoscia.

Twierdzenie 4.7.6. [A6, Thm.4.1] Niech I = [0,00) oraz niech ¢ bedzie rosngcq funkcjq
wkleslg na [0,00) takqg, ze o(07) = 0.

(i) Przestrzen //\; jest izomorficzna z (Bnen Loo )i, 0raz posiada wlasnosé Dunforda—
Pettisa.

(ii) Jesli® q, < 1, to przestrzenn CM, jest izomorficzna z (Bpnen L)
wtasno$¢ Dunforda—Pettisa.

oraz posiada

oo

Oczywiscie wlasnos¢ Dunforda—Pettisa w powyzszym twierdzeniu wynika znéw z twier-
dzenia Bourgaina [18]. W przypadku jednak gdy za X przyjmiemy M¢ (tj. podprzestrzen
elementéw porzadkowo ciggtych M) zamiast M, nie dysponujemy juz reprezentacja
blokowa, z ktorej wynikataby wtasnos¢ Dunforda—Pettisa. Mimo to prawdziwe jest naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.7.7. [A6, Thm.4.6] Niech I = [0,00) i niech ¢ bedzie rosngcq funkcjg
wklestq na [0,00) takg, ze 9(07) = 0 oraz q, < 1. Wtedy przestrzeri C(Mg) posiada
wtasno$¢ Dunforda—Pettisa.

Podobnie dla odcinka I = [0, 1].

8q, i qg to gorne indeks funkcji ¢ - zob. [A6, str. 6].
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Twierdzenie 4.7.8. [A6, Thm. 4.8] Niech I = [0,1] i niech ¢ bedzie rosngcg funkcjq
wkleslq na I takq, ze p(07) = 0 oraz ¢} < 1. Wtedy przestrzeri C(ME) posiada wlasnosé
Dunforda—Pettisa.

Niestety nie znalezliémy odpowiedzi na pytanie, czy CM, dla I = [0,00) posiada
wlasnos¢ Dunforda—Pettisa. Trudnos¢ wynika stad, ze przejscie do postaci blokowej w
Twierdzeniu 4.7.6 wykorzystuje przestrzen dualna, ktéra w przypadku odcinka jest bar-
dziej skomplikowana.

Z tego samego powodu nastepujaca reprezentacja przestrzeni Cesaro—Lorentza nie wy-
nika natychmiast z reprezentacji przestrzeni dualnej jak miato to miejsce w przypadku
I =0, 00).

Twierdzenie 4.7.9. [A6, Thm. 4.7] Niech I = [0,1] i niech ¢ bedzie rosngcg funkcjg
wklestq na [0,1] takg, ze 0 < pg, < qg < 1. Wtedy

1—t
. ¥'(s)
A, = Li(w), gdzie w(t) = [ d
o =Li(w), gdzie w(t) = | = ——-ds

Odnotujmy, ze doktadnie takie samo twierdzenie udowodnili niezaleznie’ Curbera i
Ricker w [29]. Podobnie jak punkt drugi w twierdzeniu ponizej. Ich podejscie rézni sie
jednak znaczaco od naszego, a ich metoda, oparta na miarach wektorowych, dziata tylko
w przypadku odcinka [0, 1].

Twierdzenie 4.7.10. [A6, Thm. 4.9] Niech X bedzie refleksywnq i symetryczng funkcyjng
kratq Banacha na I takq, Ze operator C jest ograniczony na X.
(i) Jesli I = [0,00), to przestrzenie CX oraz X' nie majg wtasnosci Dunforda—Pettisa.
(ii) Jesli I = [0,1], natomiast X ma wlasnos¢ Fatou oraz C* jest ograniczony na X,
to przestrzenie C'X oraz X' nie majg wiasnosci Dunforda—Pettisa.

W przypadku przestrzeni ciagowych zachodzg twierdzenia analogiczne do wymienio-
nych powyzej, wiec ich sformutowania pominiemy. Warto jednak zwroci¢ uwage na naste-
pujacy fakt.

Twierdzenie 4.7.11. [AG, Thm. 3.1] Przestrzen l~1 posiada wltasnosé Schura.

W dowodzie wykorzystalismy dualno$é pomiedzy I, a ces. oraz twierdzenie Baire’a.
Ponadto, z powyzszego natychmiast wnosimy, ze takze przestrzen (cess ), posiada wla-
sno$¢ Dunforda—Pettisa. Wiadomo, ze istnieje niewiele nieskonczenie wymiarowych prze-
strzeni Banacha z whasnoscig Schura. W $wietle reprezentacji [, = (B2, 1), okazuje
sic jednak, ze [; wcale nie jest nowa przestrzenig z wlasnoscia Schura, a dow6d Twierdze-
nia 4.7.11 jest tylko alternatywa dla wyniku Bourgaina [17], ktéry udowodnit, ze [;-sumy

skonczenie wymiarowych przestrzeni [7, posiadaja wtasnosé Schura.

9Preprinty pracy [29] i [A6] pojawily sie na arxiv.org dziefi po dniu.
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4.8 Faktoryzacja i przestrzenie mnoznikéw punktowych

Gléwnym tematem pracy [A7] jest faktoryzacja przestrzeni funkcyjnych i ciagowych. Pra-
ca ta stanowi poniekad kontynuacje [R4], a jej celem bylo zademonstrowanie dzialania i
przydatnosci tzw. arytmetyki przestrzeni funkcyjnych. W wiekszosci wynikéw kluczowa
role odgrywa operator Cesaro C, przede wszystkim jako narzedzie dowodowe, ale uzyska-
lismy tez wyniki opisujace faktoryzacje przestrzeni Cesaro.

Zdefinujmy na poczatek dwie nowe konstrukcje, ktore w usystematyzowany sposob
pozwola nam méwié o faktoryzacji. Dla pary krat (quasi-) Banacha X 1Y (nad ta sama
przestrzenia miary) definiujemy:

o przestrzen mnoznikow punktowych z X do'Y
M(X,Y)={feL’: fgeY dlakazdego g € X},
z (quasi-) norma dang wzorem

HfHM(X,Y): sup HfQH)m

llgllx=1
e iloczyn punktowy przestrzeni X 1Y
XoY={gh:ge X,heY},
z quasi-norma!® dang wzorem

Ifllxoy = mf{llgllx([2lly: f = gh}.

Podstawowe informacje o obu konstrukcjach mozna znalezé w pracach [R3, R4, 63, 81].
Idea faktoryzacji krat funkcyjnych pochodzi od Lozanowskiego [59, 60], ktéry wykazat,
ze przestrzen L; mozna faktoryzowaé przez dowolng funkcyjna krate Banacha, tj.

Li=X0oX.

Ten z pozoru oczywisty wzér znajduje szereg nietrywialnych zastosowan (zob. np. [44,
20]). Nic dziwnego, ze niemalze natychmiast powstalo pytanie o mozliwo$é uogélnienia
twierdzenia t.ozanowskiego na inne przestrzenie niz L; i w ten sposob dochodzimy do
problemu faktoryzacji. Powiemy, ze przestrzen X faktoryzuje przestrzen Y, gdy zachodzi
roOwnos¢
XoOMX,)Y)=Y.
Zaréwno w przypadku ogélnym, jak i dla konkretnych klas przestrzeni (nie tylko krat)
funkcyjnych lub ciagowych, problem ten byt dyskutowany przez wielu autoréw (zob. [11,
14, 15, 20, 36, 68, 79, 81]). Praca [A7] stanowi kontynuacje pracy [R4]. Pewne idee zostaty
uogdlnione, a inne wyeksponowane, aby wyabstrahowa¢ metody, ktére mozna nazwac
arytmetyka przestrzeni funkcyjnych.
Arytmetyka ta bazuje na dwoch gltéwnych zasadach:

0Jesli X i Y sa Banacha, to M(X,Y) tez jest przestrzenia Banacha, ale X ® Y bez dodatkowych
zalozen jest tylko przestrzenig quasi-Banacha, np. L' ® L' = L1/2.

18



e (zasada jednoznacznosci) Jesli XY, Z sa kratami quasi-Banacha z wlasnoscia Fatou
takimi, ze XP YP, ZP sg normowalne dla pewnego p > 0, to

X ®Z =Y ® Z implikuje, ze X =Y.

e (prawo skracania) Jesli X, Y, Z sa kratami quasi-Banacha z wtasnoscia Fatou takimi,
ze XP,YP ZP sa normowalne dla pewngo p > 0, to

M(X0ZYo®Z) =MX,Y).

Oba z tych praw zostaly udowodnione w [R4] dla krat Banacha. Przy czym prawo skra-
cania mozna tatwo uogélni¢ na kraty quasi-Banacha, korzystajac z [R4, Twierdzenie 1],
natomiast powyzsza ogdlna postaé zasady jednoznacznosci to [A7, Lemat 4].

Wykorzystujac wyniki prac [A2] i [A5], twierdzenie faktoryzacyjne Lozanowskiego oraz
arytmetyke przestrzeni funkcyjnych, oparta na powyzszych zasadach, wykazano nastepu-
jace twierdzenie faktoryzacyjne dla przestrzeni Cesaro.

Twierdzenie 4.8.1. [A7, Thm. 6, Cor. 4] Niech X i Y bedq symetrycznymi funkcyjnymi
(lub ciggowymi) kratami Banacha nad I = [0,00), z wlasnoscig Fatou oraz takimi, Ze
operator C jest ograniczony na X 1 Y. Jesli X faktoryzuje Y, tj. X © M(X,Y) =Y, to
takze CX faktoryzuje C'Y, tzn.

CX & M(CX,CY) = CY.

Ponadto,

—_—

M(CX,CY) = M(X,Y).

W szcezegdlnym przypadku, gdy 1 < ¢ < p < oo oraz % = é — %, dostajemy

M(Ces,, Ces,) = L,

oraz

Ces, ® M(Ces,, Ces,) = Ces,,

co stanowi funkcyjny odpowiednik twierdzenia Bennetta opisujacego faktoryzacje prze-
strzeni ciagowych [11].

PrzejdZzmy do oméwienia innych wynikéw pracy [A7]. Co prawda ich sformutowania
nie maja bezposredniego zwiazku z przestrzeniami Cesaro, jednak metody dowodowe sa w
duzej mierze oparte wlasnie o wtasnosci operatora Hardy’ego (Cesaro) C oraz operatora
Copsona C*. Nawet bez omawiania dowodu staje si¢ to widoczne, gdy spojrzymy na
zalozenia tych twierdzen (zob. np. Twierdzenia 1, 2 1 3 z [AT7]).

W centrum zainteresowania tym razem postawimy konstrukcje symetryzacji i, po-
dobnie jak w przypadku konstrukcji przestrzeni Cesaro, omoéwimy jej zwiagzki z innymi
klasycznymi konstrukcjami (np. przestrzeniami mnoznikéw i iloczynéw punktowych).

Dla funkcyjnej (lub ciagowej) kraty unormowanej X nad I, jej symetryzacje X
definiujemy jako

X® ={felLl’(I): [ e X},
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wyposazona w funkcjonat
1f1lxe = 1L ]xs

ktory przy pewnych dodatkowych zatozeniach na X staje sie norma lub quasi-norma.
Kaminska i Raynaud wykazali, ze gdy X jest krata quasi—-Banacha oraz dla pewnej
statej A > 1
loofllx < Allf*|lx dla wszystkich f* € X, (4.3)

to tez X z quasi-norma || - ||x jest krata quasi-Banacha [47, Lemat 1.4].

Z drugiej strony, naturalnym pytaniem (tez rozwazanym przez Kaminska i Raynaud)
jest, pytanie o to, kiedy w ogble E*) jest przestrzenig liniowa? Ponizszy lemat daje pel-
na odpowiedz, weczesniej jednak wprowadzmy dodatkowe oznaczenie. Symbol X! bedzie
oznaczal stozek nieujemnych i nierosnacych elementéw z X, tj. zbiér tych f € X, ze

f=r

Lemat 4.8.2. [A7, Cor. 1] Niech X bedzie quasi-unormowang kratg nad I. Nastepujgce
warunki g rownowazne:

(i) X jest przestrzeniq liniowq.

(ii) Dla kazdego f € X' zachodzi oof € X'

(ii7) Istnieje stata A > 1 taka, ze ||oaf||x < A||fllx dla wszystkich f e X!,

(iv) (X |- |lxw) jest quasi-unormowana.

Posiadajac podstawowa wiedz¢ o operacji symetryzacji zbadaliSmy jej relacje z innymi
rozwazanymi wezesniej konstrukcjami. Pomijajac dos¢ dtugie i techniczne sformutowania
poszczegblnych twierdzen z [A7], powiedzmy tylko, ze udato nam sie znalezé do$é ogdlne
warunki dostateczne na to aby zachodzily nastepujace relacje:

o p(X,Y)®) = p(X®) Y™ [A7 Thm. 1],

e (XOY)W=XWeY® [A7, Cor. 2],

o M(X® Y™y = M(X,Y)®, [A7, Thm. 3].

W potaczeniu ze znacznie prostszymi i czesciowo znanymi wezesniej rownosciami:
o p(X(w),Y(w)) = p(X,Y)(w),

o M(X(w),Y(w)) = M(X,Y)(w),

wypisane wyzej zaleznosci mozna postrzegaé jako pewne uzupetnienie wspomnianej aryt-
metyki przestrzeni funkcyjnych, a konkretniej przestrzeni symetrycznych. W istocie, po-
myst zapisania przestrzeni Marcinkiewicza M, lub Lorentza Ay4 jako symetryzacji wagowej
przestrzeni Lebesgue’a (tj. My = [Loo(¢)]™), Ay = [L1(¢")]*)) wykorzystalismy juz w do-
wodzie gtéwnego twierdzenia faktoryzacyjnego z [R4] (tj. Twierdzenia A). Tymczasem, z
powyzszych faktow wynika natychmiast, ze jesli

XoMX,Y)=Y,

to tez
X o MX® y®)=y®,
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oczywiscie gdy przestrzenie XY speliaja szereg zalozen (zob. [A7, Wniosek 2 i 3 oraz
Twierdzenie 3]).

Opisane pomysty z powodzeniem zastosowaliémy do scharakteryzowania mnoznikéw
punktowych pomiedzy klasycznymi przestrzeniami Lorentza Ly, ,.

Twierdzenie 4.8.3. [A7, Thm. 4] Niech 0 < pi,ps < 00, 0 < ¢1,q2 < 00 oraz niech
I'=10,1] lub I =10, 00).

(1) Jeslipy < pg lub (p1 = p2 oraz ¢1 > qa), to M(Ly, 4., Lp, q,) = {0}.
(ii) Jesli py > py lub (p1 = p2 oraz 1 < q2), to
M(Lm,qu Lpz,qz) = Lp37Q37

gdzie

—_— = — — — oraz — = q2 q1

1 1 1 1 {1—1 gdy g1 > qo,
pP3s P2 D1 q3 0 gdy q1 < @o.

4.9 Dualnos$¢ w przestrzeniach Orlicza-Lorentza i funkcje pozio-
mu

Praca [A1] rozwiazuje problem izometrycznego opisu przestrzeni dualnej (w sensie Kéthe-
go) do przestrzeni Orlicza-Lorentza A, ,. Oméwimy najpierw sam wynik, a nastepnie
wyjasnimy zwiazki z przestrzeniami Cesaro. Ponadto, skupimy si¢ tylko na przypadku
funkcyjnym, choé¢ gtéwne twierdzenia pozostaja w mocy takze dla przestrzeni ciagowych
(zob. np. Twierdzenie 5.2 z [A1]). Zacznijmy jednak od komentarza historycznego.

Znane sg roézne izomorficzne opisy przestrzeni dualnych do Ay, (zob. [35, 41, 46, 48]),
jednak badania geometrii kuli przestrzeni Orlicza—Lorentza wymagaja czesto znajomosci
doktadnej normy dualnej przestrzeni Af, . Motywowani ta potrzeba Chen, Cui, Hudzik i
Wang postawili problem izometrycznego opisu A;,w [22, Problem XIV]. W szczegdlnych
przypadkach, tj. dla przestrzeni A, ,,, definiowanych norma

1Flla,.. = ([ (£ @)Pwian,

opis taki znany jest od dawna. W zasadzie istnieja dwie jego wersje. Jedna, zapropono-
wana przez Lorentza w [55] i druga opisana przez Halperina w [38] (zob. tez [37]). Obie
reprezentacje opierajg sie na tzw. funkcjach poziomu, ale czym innym sg one dla Lorent-
za, a czym innym dla Halperina. W pracy [A1] zaprezentowaliSmy nowe konstruktywne
podejscie, ktore finalnie doprowadzito nas do reprezentacji A:MJ przy pomocy funkcji po-
ziomu Halperina. Jednak podczas dalszych badan tematu, a konkretniej podczas pracy
nad artykutem [R5], odkryli$my zupelnie nieznana!! prace Nakamury, ktory juz w roku
1970 podat opis A}, uogélniajac idee Lorentza.

Wypukta i rosnaca funkcje ¢ : [0, 00) — [0, 00) nazywamy funkcjg Orlicza, gdy ¢(0) =
0 oraz ¢(t) > 0 dla ¢t > 0. Funkcja Orlicza ¢ jest N-funkcjg, gdy lim;_oy ¢(t)/t = 0 oraz
lim; o, p(t)/t = oco. Ponadto, przez ¢, bedziemy oznaczali funkcje sprzezona do ¢ w

MW roku 2015 praca Nakamury nie miala zadnego cytowania w bazie MathSciNet.
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sensie Younga (inaczej: transformate Legendre’a funkcji o), tj. 0.(s) = sup,o{st — (1)},
s > 0. W tym rozdziale mierzalng, nieujemna, nierosnaca i lokalnie catkowalng funkcje w
na [ bedziemy nazywali waga.
Dla danej funkcji Orlicza ¢ oraz wagi w, przestrzen Orlicza-Lorentza A, ,, definiujemy
jako
Apw={f €L Is0 Luw(\f) < 00},

gdzie modular I, ,, dany jest wzorem

Lw(f) = /ISO(f*(t))w(t)dt.

Na przestrzeni A, ,, rozwaza sie dwie standardowe normy: norme Luxemburga (zwang tez
normg Luxemburga—Nakano)

[fllap. = inf{e >0 Lo (f/e) <1}

lub norme Orlicza w postaci Amemiyi

1
0 _ -
118, = jof 2 (1 + Louw(kf)).

Konsekwentnie, A, ,, bedzie dalej oznaczato przestrzen Orlicza-Lorentza z normag Luxem-
burga, natomiast A?MJ to ta sama przestrzen, ale z norma Amemiyi.

Zdefiniujmy tez nowy typ przestrzeni (pewne uogdlnienie przestrzeni Marcinkiewicza)
M i MY, ktére definiujemy analogicznie jak A, 1 A2, ale zastepujac modular I,

modularerrf . o
P,w(f)= inf{/}gp(é*(%)|>|g(t)]dt tg < w} = inf{Hcp(f;)g ) tg < w}.

Modular ten zostal wprowadzony i zbadany przez Kaminska i Raynaud w [48]. Wy-
kazali oni mi¢dzy innymi ze w definicji P, ,, wystarczy rozwazac¢ nierosngce funkcje g.
Okazuje sig, ze przestrzenie M., ,, sa dualne do przestrzeni Orlicza-Lorentza.

Twierdzenie 4.9.1. [A1, Thm. 2.2] Niech ¢ bedzie N -funkcjq, natomiast w wagq. Wtedy
przestrzenie dualne (w sensie Kothego) do przestrzeni Orlicza—Lorentza Ny, i Ag’w to

(Aw,w)/ = M,

P, W

!
o\ —
oraz (A%w) = Mo, w-

Reprezentacja powyzsza jest konsekwencjg twierdzenia fozanowskiego o dualnosci
przestrzeni Calderéna—t.ozanowskiego [80]. Zwr6émy jednak uwage, ze trudno uznaé, iz
wynik powyzszy rozwiazuje problem dualnosci przestrzeni Orlicza—Lorentza, dopoki nie
znamy sposobu na obliczanie wartoéci modularu P, ,,. W zwigzku z tym dalsze rozwaza-
nia po$wiecimy wtasnie problemowi znajdowania funkcji g (zaleznej od f), ktora realizuje
infimum w definicji P, ., (f).

Kluczowym narzedziem okazuje si¢ by¢ nastepujacy lemat méwiacy, ze dla funkeji pro-
stej f, szukana funkcja g tez jest funkcja prostg zdefiniowang na tych samych zbiorach. W
szerszym kontekscie wynik ten mozna postrzegaé jako szczegdlny przypadek ogolniejszego
problemu regularyzacji faktoryzacji (zob. [R9, Twierdzenie 3.1]).
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Lemat 4.9.2. [A1, Lem. 3.1] Jesli f = X' ja;xa,, gdzie ap > -+ > a, > 0 oraz A; =
[ti,hti), dla 0=ty <t1 <..<t,< 00, to

: le(Dglls = 9 < w,
P = inf g .
o (f) = in { oraz g = X1 1bixa, dlaby >by > ...2b, >0

Aby wskaza¢ konkretng funkcje ¢ realizujaca P, (f) wprowadzimy nowe oznacze-
nia. Przyjmiemy konwencje, ze wielka litera oznaczamy catke z danej funkcji (lokalnie
calkowalnej) oznaczonej mala litera, tj. W (t) = [ w(s)ds i podobnie rozumiemy G, F.
Nastepujacy algorytm opisuje konstrukcje funkcji g, ktora realizuje P,,, (f) dla funkcji
prostej f.

Algorytm A. Niech f = X" ja;x4, dla pewnych a; > --- > a, > 0oraz A; = [t;_1,t;),
gdzie 0 =ty < t; < --- < t, < o0. Zdefiniujmy

. (W ()
g1=f, n=X= 1I£zlgnn{ F(t;)

}7 g0 =Yl = Xof, io=0.

Nastepnie, dla 7 > 0 rekurencyjnie definiujemy

| { ., Wi(t:) —Wi(ti, ,) }
1 . g =
i ax |1 > 151 1 Vj-1 G],_2(ti) — Gj_g(tij,l) 7

{ W(t;) — W(t;;) }
G (ti) — Gj—l(tij) 7
95 = 9j=1X[0t:;) T ViGi—1X[t:; tn)-

;= min
i ij<i<n

Procedure kontynuujemy dopoéki i,, = n dla pewnego m. Ostatecznie przyjmujemy
U)f = Jm—1-

Twierdzenie 4.9.3. [A1, Thm. 3.9] Niech ¢ bedzie N -funkcjq, natomiast w wagq. Niech
ponadto f = X ja;xa, dla pewnych a; takich, ze a; > -+ > a, > 0, gdzie A; = [t;_1,1;)
dla 0=ty <t, <--- <t, <oo. Wtedy funkcja w' z Algorytmu A minimalizuje modular
P, (f), tan.

1

ot = ()

Okazuje sig, ze na problem mozna spojrze¢ tez z innej strony. Zamiast szuka¢ funkeji
g realizujacej modular P, (f), mozemy zapyta¢ dla jakich funkcji f modular P,,, (f)
jest realizowany przez w? Dokladniej, jak zmodyfikowaé funkcje f do f°, aby zachodzita

o Pow(9)= [o(L ff;)w@)dt - [ ¢(%)wf<t>dt?

Analogiczny punkt widzenia przyjal Halperin w [38]. Dla lokalnie catkowalnej funkcji
f=f" definiujemy dla 0 < a < b < 00, a,b € I,

W (a,b) = /abw(t)dt, F(a,b) = /a” Ot Rab) - v];(((;:?)
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oraz
R(a,o0) = limsup R(a,t),

t—o0
gdy b = oo. Wtedy przedziat (a,b) C I nazywamy przedzialem poziomu (ang. level in-
terval) [zdegenerowanym przedziatem poziomu, odpowiednio] funkeji f wzgledem wagi w
gdy b < oo [gdy b = oo, odpowiednio] oraz dla kazdego t € (a,b),

R(a,t) < R(a,b) 10 < R(a,b).
Funkcjg poziomu f° funkcji f wzgledem wagi w nazywamy funkcje

0 R(ay,b,)w(t) dlate (ay,by),
fo= { f@) W DD,

gdzie (ay,by,) to ciag wszystkich przedziatéw poziomu funkcji f wzgledem wagi w (wia-
domo, ze sa one parami roztaczne [38]).

W efekcie uzyskujemy uogélnienie wyniku Halperina z [38], czyli alternatywny sposob
obliczania modularu P, ,, (f).

Twierdzenie 4.9.4. [A1, Thm. 4.7] Niech ¢ bedzie N-funkcjq, natomiast w wagq taka,
ze W(oo) =00, gdy I = [0,00). Wtedy dla f = f* € M., zachodzi réwnosé

o) ft)
P, :/( ) tdt:/ () F(t)dt.

W powyzszym sformutowaniu w/ to odpowiednik funkeji w/ z Algorytmu A, ale zdefi-
niowany dla dowolnej nierosnacej funkcji f (zob. [A1, Uwaga 4.4]). Funkcje w/ nazywamy
odwrotng funkcjg poziomu wagi w wzgledem funkcji f. Reasumujac, opis przestrzeni du-
alnej do przestrzeni Orlicza—Lorentza wyglada nastepujaco.

Twierdzenie 4.9.5. [A1, Thm. 4.8] Niech ¢ bedzie N -funkcjq, natomiast w wagq. Wtedy
przestrzen dualna w sensie Kothego do przestrzeni Orlicza—Lorentza A, ., lub Ag;,w to

(A%w)' = Mg*,w oraz (A27w>/ = Moy, w,
gdzie
1
_ 0 — 3 _
7 = 1t = B0 {5 (P () + 1)
1oy = 1fllmg,. = nE{A>0: Py (f/A) < 1,
natomiast

Pow (D =it { [ (50190 l9(0)ldt : g < w .
Jesli ponadto W(oo) = oo dla I =[0,00), t
Povar (£) = [ 00 /w@)wt)dt = [ ou(£0)/w” O (@t

gdzie (f*)° to funkcja poziomu funkcji f* wzgledem wagi w, natomiast w/™ to odwrotna
funkcja poziomu wagi w wzgledem funkcji f*.
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Na koniec rzué¢my nieco $wiatta na zwigzki pomiedzy oméwionymi w tym rozdziale
wynikami, a przestrzeniami Cesaro (w czesciowo przegladowej pracy [R5] ten temat omoé-
wiono doktadnie). Jak wspomnieliémy na poczatku tego rozdziatu, inny punkt widzenia
na funkcje poziomu zaproponowat Lorentz w swoim opisie przestrzeni dualnej do A, ,,. Je-
go idee w serii prac [82, 83, 84, 87] rozwinal Sinnamon definiujac tzw. przestrzenie dolne
DX i zwigzane z nimi funkcje poziomu.

Dla danej przestrzeni symetrycznej X, na I (przy czym symetrie rozumiemy tutaj nie-
co ogOlniej niz wezesniej, tzn. miare Lebesgue’a z definicji funkeji dystrybucji zastepujemy
miara w(t)dt), przestrzen dolna DX, zadana jest norma

I£lpx., = if{ | 1 Olg@w(@)dt : llgllx, < 1oraz0<g 1},

Z definicji tej oraz opisu przestrzeni dualnej do C' X wynika wprost, ze dla I = [0, 00) oraz
w = 1 zachodzi rownoé¢ C'X = DX, przy czym normy obu przestrzeni sg réwnowazne. W
mniejszej lub wigkszej ogdlnosci relacje takie funkcjonuja w literaturze pod hastem formuty
Sawyera [34, 46, 53]. Z drugiej strony, Sinnamon wykazal, ze doktadna norme na DX,
mozna wyrazi¢ w terminach funkcji poziomu (Sinnamona) f* funkcji f w nastepujacy
Sposob

1 llpx. = 1/l x.-
Samg funkcje f* definiuje sie nieco inaczej, niz funkcje poziomu Halperina f°. Sg one
jednak zwiazane formuta
S

fo - (*>sw7 <4'4)

w
(zob. [R5]).

Opisane wyzej relacje pozwalaja powigza¢ wyniki Sinnamona z problemem opisu prze-
strzeni dualnych do przestrzeni Orlicza—Lorentza. W efekcie w pracy [R5] przedstawiono
alternatywny dowdd Twierdzenia 4.9.5, oparty wlasnie o funkcje poziomu Sinnamona oraz
przestrzenie dolne. Co wiecej, podejscie to pozwolito usunaé zalozenie W (o0) = oo na wa-
ge w z Twierdzenia 4.9.5 oraz dopuszcza wszystkie funkcje Orlicza, nie tylko N-funkcje
(zob. [R5, Twierdzenie 5.2)).
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5.1

5.2

Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnosciag
naukowgq albo artystyczng realizowana w wiecej niz
jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji
kultury, w szczegbélnosci zagranicznej.

Projekty badawcze

gtowny wykonawca/kierownik projektu: Operatory Toeplitza i Hankela pomiedzy r6z-
nymi przestrzeniami Hardyego, projekt finansowany przez Narodowe Centrum Na-
uki (NCN) w ramach konkursu SONATA 13, okres trwania projektu: 2018-2021,
wykonawcy: dr Pawet Mleczko (UAM) i mgr Jakub Tomaszewski (PP)

Staze i wizyty naukowe

Uniwersytet Techniczny w Lulea:

— staz podoktorski finansowany przez Instytut Szwedzki (Swedish Institute) w
ramach programu Visby (Visby Program), 15.08.2013-15.05.2014, opiekun na-
ukowy: prof. L. Maligranda

— wizgyty naukowe: 6-20.10.2009, 30.01-8.02.2012, 24.09-16.10.2015, 8-22.02.2016,
22-30.10.2018, 2-11.12.2019, na zaproszenie prof. L. Maligrandy

Uniwersytet Piotra i Marii Curie w Paryzu (Université Pierre et Marie Curie (Paris
06)), 09-16.11.2014, na zaproszenie prof. Y. Raynaud

Uniwersytet Nowy w Lizbonie (Universidade Nova de Lisboa), 21.10-03.11.2016, na
zaproszenie prof. A. Yu. Karlovicha

Uniwersytet Karola w Pradze (Charles University) i Politechnika Czeska w Pra-
dze (Czech Technical University in Prague); 02-05.06.2019, na zaproszenie dr. F.
Soudsky’ego i dr. T. Roskoveca

Referaty wygloszone na konferencjach krajowych i miedzy-
narodowych

Selected properties of Calderon—Lozanovskii construction, Function Spaces, Differen-
tial Operators and Nonlinear Analysis, Helsinki, Finlandia, 25-29.09.2008
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(i)

(iii)

(vii)

(viii)

(ix)

(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

(xvi)

Selected properties of Calderon—Lozanovskii spaces, Function Spaces 1X, Krakow,
06-11.07.2009

Multipliers of Calderon—Lozanovskii spaces, The Jozef Marcinkiewicz Centenary
Conference, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, 28.06-02.07.2010

Multipliers of Calderon—Lozanovskit spaces and applications to factorization, Banach
Spaces Geometry, Instytut Eulera, St. Petersburg, 05-11.09.2010

A new isometric description of the Kothe dual of Orlicz—Lorentz spaces, Function
Spaces X, Poznan, 09-14.07.2012

Factorization of some Banach function spaces, Positivity VII, Leiden, Holandia,
22-26.07.2013

Pointwise products, pointwise multipliers and factorization, Aleksander Petczynski
Memorial Conference, Bedlewo, 13-19.07.2014

On abstract Cesaro spaces, DMV-PTM 2014, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu,17-20.09.2014 (wyktad na zaproszenie w sekcji Topologia w Analizie
Funkcjonalnej)

Interpolation of Cesaro and Tandori spaces, Function Spaces X1, Zielona Gora, 06—
10.07.2015

Interpolation of Cesaro and Tandori spaces, The Fifth International Symposium on
Banach and Function Spaces 2015, Kyushu Institute of Technology, Kitakyushu,
Japonia, 02-06.09.2015 (wyklad na zaproszenie)

Toeplitz and Hankel operators between distinct Hardy spaces, Geometria przestrze-
ni Banacha i tematy pokrewne, Uniwersytet Jagiellonski, Krakow, 08-10.06.2017
(wyktad na zaproszenie)

Toeplitz and Hankel operators between distinct Hardy spaces, Banach Spaces and
Operator Theory with Applications, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Pozna-
niu, 03-07.07.2017

Operatory Toeplitza © Hankela pomiedzy roznymi przestrzeniami Hardyego, 8. Fo-
rum Matematykéw Polskich, Lublin, 18-22.09.2017 (wyktad na zaproszenie w sekcji
Analizy Funkcjonalnej)

Basic properties of Toeplitz and Hankel operators in non—algebraic setting, Pawet
Domanski Memorial Conference, Bedlewo, 01-07.07.2018

Basic properties of Toeplitz and Hankel operators in non—algebraic setting, Function
Spaces XII, Uniwersytet Jagiellonski, Krakéw, 09-14.07.2018

Toeplitz and Hankel operators in non-algebraic setting, Harmonic Analysis and Ap-
proximations - VII, Tsaghkadzor, Armenia, 16-22.09.2018
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(xvii)

5.4
(1)

(vi)

(vii)

9.9

LIzomorficzna struktura przestrzeni Cesaro (wykltad na zaproszenie w sekcji Analizy
Funkcjonalnej) i Stabo zwarte zbiory i stabo zwarte mnozniki (wykltad na zaproszenie

w sekeji Teorii Operatoréw), Jubileuszowy Zjazd Matematykow Polskich w Stulecie
PTM, Krakow, 03-07.09.2019

Uczestnictwo w szkotach matematycznych

IIT Spring School in Analysis to the memory of Aleksander Pelczynski, Bedlewo,
19-23.04.2013

1V Spring School in Analysis to the memory of Aleksander Pelczynski, Bedlewo,
05-08.03.2015

Maximal functions and related topics, Bedlewo, 09-12.04.2015

Spring School in Analysis in Paseky, Function Spaces X, Paseky nad Jizerou, Czechy,
28.05-03.06.2017

VI Spring School in Analysis to the memory of Aleksander Pelczynski, Bedlewo,
05-08.03.2018

VII Spring School in Analysis to the memory of Aleksander Pelczynski, Bedlewo,
28-31.03.2019

Spring School in Analysis in Paseky, Function Spaces and Applications XI, Paseky
nad Jizerou, Czechy, 26.05-01.06.2019

Odczyty wygloszone na polskich i zagranicznych uczelniach

Uniwersytet Piotra i Marii Curie w Paryzu (Université Pierre et Marie Curie (Paris
06)), Monotone substochastic operators and a new Calderdn couple, 13.11.2014

Instytut Matematyczny PAN w Warszawie, Monotoniczne operatory substochastycz-
ne 1 nowa para Calderona, 20.01.2015; Operatory Toeplitza i Hankela pomiedzy
roznymi przestrzeniami Hardyego, 21.11.2017; Arytmetyka przestrzeni funkcyjnych,
27.11.2018

Uniwersytet Nowy w Lizbonie (Universidade Nova de Lisboa), Calculus of Function
Spaces, 26.10.2016

Uniwersytet Jagiellonski: Izomorficzne wlasnosci przestrzeni Cesaro, 01.06.2016

Instytut Matematyczny PAN we Wroctawiu: Monotoniczne operatory substocha-
styczne 1 nowa para Calderona, 09.11.2016

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu:

— Seminarium Zaktadu Teorii Interpolacji i Aproksymacji: Dualnosé przestrzeni
Cesaro, 28.03.2017; Izomorficzna struktura przestrzeni Cesaro, 17.11.2015; Mo-
notoniczne operatory substochastyczne oraz nowa para Calderéna, 021 09.06.2015
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5.6

6.1

— Seminarium Zakladu Analizy Funkcjonalnej i Zaktadu Teorii Funkcji Rzeczy-
wistych: Monotone substochastic operators and a new Calderon couple, 21 i
28.10.2014; Wtasnosci izomorficzne przestrzeni Cesaro, 26.04.2016; Operatory
Toeplitza 1 Hankela miedzy roznymi przestrzeniamsi Hardy’ego, 14.11.2017

— Seminarium z Geometrii Przestrzeni Banacha i Teorii Przestrzeni Funkcyjnych:
kilkanascie odczytow wygtoszonych w latach 2009-2016.

Uniwersytet Karola w Pradze (Charles University), Monotone substochastic opera-
tors and a new Calderon couple, 05.06.2019; Factorization of function spaces and
pointwise multipliers, 29.10.2020 (online)

Nagrody i wyrdznienia

praca doktorska wyrdézniona przez Rade Wydziatu Matematyki i Informatyki Uni-
wersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, 09.11.2012

nagroda Rektora Politechniki Poznanskiej za osiggniecia naukowe w roku akademic-
kim 2012/13

nagroda Rektora Politechniki Poznanskiej za osiagniecia naukowe w roku akademic-
kim 2014/15

nagroda Rektora Politechniki Poznanskiej za osiagniecia naukowe w roku akademic-
kim 2017/18

nagroda Rektora Politechniki Poznanskiej za osiggniecia naukowe w roku akademic-
kim 2018/19

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organi-
zacyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke.

Opieka naukowa

promotor pracy magisterskiej: Mariusz Zyluk, Calderén’s and Mityagin’s interpola-
tion theorems, (praca w j. angielskim), 2015, mgr M. Zyluk jest obecnie doktorantem
na Uniwersytecie w Memphis pod opieka prof. Anny Kaminskiej

promotor pracy magisterskiej: Dawid Potomka, Funkcja dzeta Riemanna i jej zwiqzki
z liczbami pierwszymi, 2017

promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim: Jakub Tomaszewski, Przestrzenie
mnoznikow punktowych 1 ich wlasnosci, otwarcie przewodu doktorskiego w marcu
2019 na Wydziale Matematyki i Informatyki UAM, promotor: prof. dr hab. Ryszard
Ptuciennik
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6.2

6.3

Tl

Dziatalnos$é organizacyjna

opieka nad Kolem Matematycznym Studentow Politechniki Poznanskiej, 2012-2013

organizator seminarium roboczego: Wstep do analizy harmonicznej, Instytut Mate-
matyki, Politechnika Poznanska, 2014-2017

wspélorganizator (wraz z dr. hab Krzysztofem Piszezkiem, prof. UAM i dr. Paw-
tem Mleczko) seminarium roboczego na Wydziale Matematyki 1 Informatyki UAM;
tematem seminarium w roku akademickim 2018/19 byly grupy topologiczne, nato-
miast w roku 2019/20 teoria koncentracji miary

Dziatano$é¢ dydaktyczna - wybrane zajecia prowadzone na
Politechnice Poznanskiej

Analiza Funkcjonalna (wyklady i éwiczenia)
Analiza Zespolona (wyklady i éwiczenia)
Topologia (wyklady i éwiczenia)

Analiza Matematyczna. IT (wyktady i éwiczenia)

Oprocz kwestii wymienionych w pkt. 1-6, wniosko-
dawca moze podaé¢ inne informacje, wazne z jego
punktu widzenia, dotyczace jego kariery zawodo-
wej.

Recenzje

recenzent Mathematical Reviews, od roku 2012 (22 recenzje w tym jedna ksigzki)

recenzent w szeregu czasopism matematycznych, m.in.: Czechoslovak Mathematical
Journal, Integral Equations and Operator Theory, Journal of Mathematical Ana-
lysis and Applications, Mathematical Inequalities and Applications, Mathematica
Scandinavica, Monatshefte fiir Mathematik, Positivity, Studia Mathematica

Karol Lesnik
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