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4 Omówienie osiągnięcia, o których mowa w art. 219

ust. 1 pkt. 2 Ustawy.

4.1 Tytuł cyklu prac stanowiących w.w. osiagnięcie:
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4.3 Wstęp

Motywem wiodącym omawianego osiągnięcia są przestrzenie Cesàro, ich własności oraz
związki z innymi klasycznymi tematami analizy. Przestrzeń Cesàro CX definiujemy jako
największą funkcyjną (lub ciągową) kratę Banacha taką, że dla danej kraty Banacha X
operator Hardy’ego (ze względu na kontekst zwany dalej operatorem Cesàro)

C : f Ô→
(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)

x>0

lub jego dyskretny odpowiednik1

C : (xn)
∞
n=1 Ô→

(
1
n

n∑

k=1

xk

)∞

n=1

,

1Z kontekstu będzie wynikało, z którą wersją operatora C mamy do czynienia, w związku z czym nie
wprowadzamy odrębnych oznaczeń.
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działa w sposób ciągły z CX do X. Definicja taka wpisuje się w klasyczny schemat,
według którego definiowane są na przykład przestrzenie Sobolewa, Morrey’a, Hardy’ego.
W istocie, one też są optymalnymi dziedzinami dla operatora różniczkowego, (wagowe-
go) operatora maksymalnego czy transformaty Hilberta, odpowiednio. W tym wypadku
mamy do czynienia z operatorem całkowym C (o nieujemnym jądrze), którego charakter
znajduje odzwierciedlenie we własnościach przestrzeni Cesàro. Zwróćmy przede wszystkim
uwagę, że w samej definicji założyliśmy, iż CX ma być kratą. Założenie to moglibyśmy
równoważnie zastąpić żądaniem, aby CX było największą przestrzenią, dla której opera-
tor f Ô→ C|f | działa z CX do X. Z tego punktu widzenia narzuca się definicja normy na
CX, tj.

‖f‖CX = ‖C|f |‖X .

Historia przestrzeni Cesàro sięga połowy poprzedniego wieku [1, 51]. Przez długi czas
rozważano przede wszystkim ciagową wersję przestrzeni Cesàro cesp := Clp [11, 42], ale
badano też własności chociażby przestrzeni Cesàro–Orlicza cesϕ := Clϕ (zob. np. biblio-
grafię w [33, 64]). Do najważniejszych prac z tego nurtu należy zaliczyć klasyczną już
monografię Bennetta [11], czy pracę Jagersa rozwiązującą problem postawiony przez Ho-
lenderskie Towarzystwo Matematyczne [42]. W okresie tym jednak mało uwagi poświęcono
ogólnemu czy abstrakcyjnemu, spojrzeniu na konstrukcję przestrzeni Cesàro.
W ostatnim dwudziestoleciu znacząco wzrosło zainteresowanie przestrzeniami Cesàro.

Przede wszystkim zaczęto badać także wersję funkcyjną oraz rozważać coraz ogólniejsze
przestrzenie definiujące X. Do tego nurtu badań zalicza się bez wątpienia seria prac Asta-
shkina i Maligrandy, którzy przeprowadzili systematyczne badania przestrzeni Cesp :=
CLp [4, 5, 6, 7, 8]. Należy jednak zwrócić uwagę, że przestrzenie CX w tym samym
czasie rozważało wielu autorów, ale używali oni innej nazwy. Mianowicie, przestrzenie
Cesàro badane były i nadal są pod nazwą optymalnej dziedziny dla operatora Hardy’ego
i oznaczane jako [H,X]. Tej terminologii w swych badaniach używają m.in. Curbera,
Pick, Ricker, Soria i Tradacete [32, 26, 29, 72, 73, 75, 88]. Przestrzenie Cesàro pojawia-
ją się też w innych formach i okolicznościach. Interesującą i nieco zawoalowaną wersją
przestrzeni Cesàro są tzw. przestrzenie dolne DX (ang. down spaces) wprowadzone i roz-
ważane głównie przez Sinnamona [82, 83, 84, 87, 66, 50]. Choć tym razem nie jest to
tylko kwestia innego nazewnictwa, ale przede wszystkim zupełnie innej definicji, niema-
jącej z pozoru nic wspólnego z przestrzeniami CX. Okazuje się jednak, że przynajmniej
w przypadku przestrzeni symetrycznych X na półprostej, pokrywają się one co do rów-
noważności norm z przestrzeniami Cesàro CX. Warto tu zwrócić uwagę, że Sinnamon
wykorzystywał przestrzenie dolne w klasycznych problemach analizy fourierowskiej [85].
Relacje przestrzeni Cesàro z analizą harmoniczną nie są niczym zaskakującym. Sam ope-
rator Hardy’ego (Cesàro) odgrywa przecież kluczową rolę, modelując zachowanie bardziej
skomplikowanych operatorów, na przykład operatora maksymalnego. Niemniej, natrafić
można też na mniej zbadane i zrozumiane powiązania. Najpierw powiedzmy jednak o
trzeciej wersji/formie przestrzeni Cesàro, tzn. o tak zwanej postaci blokowej. Okazuje się
bowiem, że cesp to nic innego jak szczególny przypadek wagowych przestrzeni Lebesgue’a
z mieszaną normą, tj.

‖x‖pcesp ≈
∞∑

n=0

2n(1−p)


2n+1−1∑

k=2n
|xk|



p

.
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Związkom takich konstrukcji z wagowymi przestrzeniami Cesàro i ich uwypukleniami całą
monografię [36] poświęcił Grosse-Erdmann. Ujęcie to przewija się już jednak w szeregu
prac dotyczących klasycznej analizy fourierowskiej. Okazuje się bowiem, że bliższe lub dal-
sze wariacje przestrzeni typu Cesàro pojawiają się przy próbach opisu mnożników Fouriera
z przestrzeni Hardy’ego do przestrzeni lp [49, 76, 77]. Na koniec należy też wspomnieć o
nieco innym, niekoniecznie kratowym podejściu do przestrzeni typu Cesàro zaprezento-
wanym w pracach Boneta, Curbery i Rickera [16, 25, 27, 28].
Prezentację zaczniemy od omówienia pracy [A2], która opisuje dualność pomiędzy

przestrzeniami Cesàro, a przestrzeniami Tandoriego. Kolejne prace dotyczą optymalnego
obrazu dla operatora C [A3], interpolacji przestrzeni Cesàro i Tandoriego [A5, A4], ich
struktury izomorficznej [A6] oraz faktoryzacji [A7]. Na koniec omówimy wyniki pracy
[A1], która co prawda dotyczy innego typu przestrzeni, tj. przestrzeni Orlicza–Lorentza,
ale jednocześnie (nie tylko chronologicznie) była punktem wyjścia do tematyki przestrzeni
Cesàro, przestrzeni dolnych Sinnamona i związanych z nimi funkcjami poziomu (ang. level
functions).
Na najistotniejszą część osiągnięcia naukowego składają się następujące rezultaty:

• opis przestrzeni dualnych do abstrakcyjnych przestrzeni Cesàro

(CX)′ = X̃ ′,

• pozytywna odpowiedź na pytanie Sinnamona, czy para (L̃1, L∞) jest parą Calderóna,

• opisanie izomorficznej struktury przestrzeni Cesàro, a w szczególności wykazanie, że
przestrzenie ces∞ i Ces∞ są izomorficzne, co stanowi odpowiedź na pytanie Asta-
shkina i Maligrandy,

• wykazanie twierdzenia faktoryzacyjnego dla przestrzeni Cesàro,

• znalezienie izometrycznej reprezentacji przestrzeni dualnych do przestrzeni Orlicza-
Lorentza Λϕ,w.

4.4 Preliminaria

Niech L0 = L0(I) oznacza przestrzeń (klas równoważności) rzeczywistych funkcji mierzal-
nych i p.w. skończonych nad przestrzenią miary I. Przestrzeń (quasi-) BanachaX ⊂ L0(I)
nazwiemy kratą (quasi-) Banacha, gdy:

• X posiada własnośc ideału, tj. dla f ∈ X, g ∈ L0 nierówność |g| þ |f | implikuje, że
g ∈ X oraz ‖g‖X þ ‖f‖X ,

• przestrzeń X zawiera słabą jedynkę, tj. istnieje f ∈ X taki, że f(t) > 0 dla p.w.
t ∈ I.

Ze względu na kontekst w dalszym ciągu ograniczymy się do trzech typów przestrzeni
miary. Mianowicie, I = [0, 1] lub I = [0,∞) z miarą Lebesguea lub I = N z miarą liczą-
cą. W pierwszych dwóch przypadkach przestrzeń X będziemy nazywali kratą funkcyjną,
natomiast w trzecim przypadku kratą ciągową.
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Przypomnijmy kilka pojęć związanych z kratami Banacha, które będą w częstym uży-
ciu w kolejnych rozdziałach. Powiemy, że krata Banacha X posiada własność Fatou, gdy
dla (fn) ⊂ X i f ∈ L0 takich, że 0 þ fn ↑ f p.w. i supn ‖fn‖X < ∞ zachodzi f ∈ X
oraz ‖f‖X = supn ‖fn‖X . Ponadto, element f ∈ X nazwiemy elementem porządkowej
ciągłości, gdy dla każdego (fn) ⊂ X takiego, że 0 þ fn þ |f | p.w. i fn ↓ 0 p.w. zachodzi
‖fn‖X → 0. Podprzestrzeń elementów porządkowo ciągłych przestrzeni X oznaczamy ja-
ko2 Xa, natomiast kratę X nazwiemy porządkowo ciągłą gdy X = Xa. Dla kraty Banacha
X jej przestrzeń dualną X ′ w sensie Köthego definiujemy jako

X ′ = {f ∈ L0 : fg ∈ L1 dla każdego g ∈ X}

z normą ‖f‖X′ = sup‖g‖Xþ1 ‖fg‖L1 .
Z twierdzenia o domkniętym wykresie wynika, że dla dwóch krat (quasi-) BanachaX, Y

(nad tą samą przestrzenią miary) inkluzja X ⊂ Y jest zawsze ciągła. W szczególności,
równość zbiorów X = Y pociąga za sobą równoważność odpowiednich (quasi-) norm.
Gdy będziemy chcieli podkreślić, że X = Y oraz normy są równe, to użyjemy oznaczenia
X ≡ Y .
Dla dowolnej kraty X nad I oraz funkcji mierzalnej w ÿ 0 określonej na I przestrzeń

wagową X(w) definiujemy jako

X(w) = {f ∈ L0 : wf ∈ X} z (quasi−) normą ‖f‖X(w) = ‖wf‖X .

Jedną z najważniejszych i najlepiej zbadanych klas funkcyjnych i ciągowych krat Ba-
nacha są przestrzenie symetryczne (inaczej: niezmiennicze ze względu na przestawienia).
Funkcję dystrybucji funkcji/ciągu f ∈ L0 definujemy jako df (λ) = |{t ∈ I : |f(t)| > λ}|
dla λ ÿ 0, natomiast nierosnące przestawienie f ∗ funkcji f to f ∗(t) = inf{λ > 0: df (λ) <
t} dla t ÿ 0. Kratę X nazwiemy symetryczną, gdy dla każdego f ∈ X oraz g ∈ L0, z
równomierzalności f i g (tzn. df ≡ dg) wynika, że g ∈ X oraz ‖f‖X = ‖g‖X .
Najważniejsze przykłady przestrzeni symetrycznych stanowią przestrzenie Orlicza, Lo-

rentza i Marcinkiewicza. Niech ϕ będzie funkcją wklęsłą i niemalejąca na I oraz ϕ(0) = 0.
Wtedy przestrzeń Lorentza Λϕ zadana jest normą

‖f‖Λϕ =
∫

I
f ∗(s)dϕ(s),

natomiast przestrzeń Marcinkiewicza Mϕ definiuje norma

‖f‖Mϕ = sup
t∈I

ϕ(t)
t

∫ t

0
f ∗(s)ds.

Więcej informacji o kratach funkcyjnych/ciągowych i przestrzeniach symetrycznych
można znaleźć np. w [12], [52], [54] lub [62].
Jak już wspomnieliśmy we wstępie, dla danej kraty funkcyjnej Banacha X nad I,

przestrzeń Cesàro CX definiujemy jako optymalną, tj. największą, kratę funkcyjną taką,
że operator Cesàro (ew. Hardy’ego) dany wzorem

Cf(x) =
1
x

∫ x

0
f(t) dt dla 0 < x ∈ I,

2Czasami jako Xa.
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odwzorowuje CX w X. Innymi słowy

CX = {f ∈ L0(I) : C|f | ∈ X} z normą ‖f‖CX = ‖C|f |‖X ,

z oczywistą modyfikacją w przypadku ciągowym. Przyjmiemy historyczną konwencję
oznaczeń i w przypadku przestrzeni X = Lp lub X = lp, zamiast pisać CLp lub Clp,
przestrzenie te będziemy oznaczali jako Cesp i cesp, odpowiednio.
W analogiczny sposób definiujemy przestrzenie Tandoriego. Dla kraty Banacha X

przestrzeń Tandoriego X̃ to

X̃ = {f ∈ L0(I) : f̃ ∈ X} z normą ‖f‖
X̃
= ‖f̃‖X ,

gdzie f̃ to nierosnąca majoranta funkcji/ciągu |f |, tj.

f̃(x) = ess sup
t∈I, tÿx

|f(t)|.

Elementarne własności konstrukcji CX i X̃ zebrane zostały w następującym twierdze-
niu (zob. [A2] i [A3]).

Twierdzenie 4.4.1. Niech X będzie funkcyjną kratą Banacha nad I. Wtedy CX oraz X̃
są również przestrzeniami Banacha z własnością ideału.

(a) Dla I = [0,∞), CX Ó= {0} wtedy i tylko wtedy, gdy 1
x
χ[a,∞)(x) ∈ X dla pewnego

a > 0.

(b) Dla I = [0, 1], CX Ó= {0} wtedy i tylko wtedy, gdy χ[a,1] ∈ X dla pewnego 0 < a < 1.

(c) X̃ Ó= {0} wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera niezerową i nierosnącą funkcję.

(d) Gdy X posiada własność Fatou, to CX oraz X̃ też posiadają własność Fatou.

(e) (X̃)a = {0}.

(f) Jeśli X jest porządkowo ciągła, to też CX jest porządkowo ciągła.

Analogiczne własności, poza punktem (e), można udowodnić w przypadku krat ciągo-
wych. Na koniec zwróćmy uwagę, że na przykład dla X = L1 nad I = [0,∞) przestrzeń
CX jest trywialna. Ogólniej, gdy C nie jest ograniczony na X, to CX nie musi zawierać
słabej jedynki. Z tego (i nie tylko) powodu będziemy rozważali przede wszystkim prze-
strzenie Cesàro CX dla takich krat X, że C jest ograniczony na X. Założenie to zapewnia,
że CX też jest kratą Banacha w sensie definicji przyjętej we wstępie oraz X ⊂ CX.
Na koniec przytoczmy definicje jeszcze dwóch operatorów, które będą się pojawiały w

sformułowaniach twierdzeń w dalszej części prezentacji. Operator Copsona C∗, formalnie
dualny do C, definiujemy wzorem

C∗f(x) =
∫

I∩(x,∞)

f(t)
t
dt dla 0 < x ∈ I.

Natomiast operator dylatacji στ (τ > 0) to

στf(x) = f(x/τ)χI(x/τ) = f(x/τ)χ[0,min(1, τ)](x), x ∈ I.
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4.5 Dualność i optymalność

Problem opisu przestrzeni dualnej do przestrzeni Cesàro posiada długą historię. W 1968
roku Holenderskie Towarzystwo Matematyczne postawiło problem opisania przestrzeni
dualnych do cesp i Cesp. Problem został rozwiązany przez Jagersa w 1974 roku [42].
Zidentyfikował on (cesp)′ co do izometrii, jednak dokładna postać normy w (cesp)′ okazała
się dość skomplikowana, przez co mało praktyczna.
Warto zwrócić uwagę, że przestrzenie (Ces∞)′ i (ces∞)′ opisano znacznie wcześniej.

W [61] Luxemburg i Zaanen pokazali, że (Ces∞)′ ≡ L̃1, natomiast z pracy Alexiewicza
[1] natychmiast wynika powyższa równość w wersji ciągowej.
W klasycznej monografii [11] Bennett znalazł znacznie prostszą niż Jagers, choć tylko

izomorficzną, postać (cesp)′ dla 1 < p < ∞. Jego metodę, opartą na faktoryzacji, zasto-
sowali Astashkin z Maligrandą [4], identyfikując Ces′p dla I = [0,∞) oraz I = [0, 1]. Z
kolei izometryczny opis dla przypadku funkcyjnego podali Kamińska i Kubiak [45] (zob.
też [90]) bazując na pomysłach Jagersa. Z drugiej strony, charakteryzacja (CX)′ wyko-
rzystująca tzw. dolne przestrzenie Sinnamona została podana w pracy [50], ale metoda
ta działa tylko dla przestrzeni symetrycznych na [0,∞), a poza tym wykorzystuje dość
skomplikowaną teorię funkcji poziomu (temat ten przybliżymy w dalszej części, omawiając
pracę [A1]).
Kontynuując wyżej opisane badania znaleźliśmy w [A2] nową metodę, która pozwala

opisać przestrzeń dualną do CX (co do równoważności norm) dla szerokiej klasy prze-
strzeni X, mimo iż jest dużo prostsza od znanych metod. Co więcej, metoda ta działa dla
każdej z trzech rozważanych przestrzeni miary. W przypadku I = [0,∞) sytuację opisuje
następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.1. [A2, Thm. 3] Niech X będzie funkcyjną kratą Banacha nad I =
[0,∞) taką, że operator Cesàro C oraz operator dylatacji στ , dla pewnego 0 < τ < 1, są
ograniczone na X. Wtedy

(CX)′ = X̃ ′.

Dla ciągowych przestrzeni Cesàro sytuacja jest analogiczna.

Twierdzenie 4.5.2. [A2, Thm. 6] Niech X będzie ciągową kratą Banacha taką, że ope-
rator Cesàro C jest ograniczony na X, natomiast operator dylatacji σ3 jest ograniczony
na X ′. Wtedy

(CX)′ = X̃ ′.

Przypadek przestrzeni Cesàro na odcinku I = [0, 1] jest nieco bardziej skomplikowany,
co można zauważyć już w pracy [4], porównując dowody dla odcinka I = [0, 1] i półprostej
I = [0,∞). W szczególności, dla I = [0, 1] przestrzeń (CX)′ przyjmuje nieco inną postać,
nie licząc przypadku X = L∞, w którym równość (Ces∞)′ ≡ L̃1 zachodzi zarówno dla
I = [0,∞), jak i dla I = [0, 1].

Twierdzenie 4.5.3. [A2, Thm. 5] Niech X będzie symetryczną kratą Banacha nad I =
[0, 1], z własnością Fatou i nietrywialnymi indeksami Boyda. Wtedy

(CX)′ = X̃ ′(1/v),

gdzie v(x) = 1− x dla 0 þ x < 1.
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Kluczową rolę w dowodach włożeń (CX)′ ⊂ X̃ ′ [odpowiednio, (CX)′ ⊂ X̃ ′(v)] odgry-
wają warianty następującej tożsamości udowodnionej przez Sinnamona

∫

I
f(t)g̃(t)dt = sup{

∫

I
h(t)g(t)dt :

∫ x

0
h(t)dt þ

∫ x

0
f(t)dt dla każdego x ∈ I},

(zob. np. [86]). Inkluzje odwrotne tymczasem opierają się na oszacowaniu

Cf(x/a) þ
a

ln a
CCf(x) dla x > 0 i a > 1,

w przypadku I = [0,∞) oraz nieco bardziej skomplikowanej nierówności
∫ t/d(t)

0
|f(x)|dx þ

∫ t

0

C|f |(x)
1− x

dt dla 0 < t < 1,

gdzie d(t) := t+ e− et, w przypadku odcinka I = [0, 1]. Ich odpowiednik ciągowy to [26,
Prop. 2]. Ponadto, założenie symetrii przestrzeni X w przypadku odcinka [0, 1] wynika z
konieczności użycia twierdzenia interpolacyjnego Calderóna–Mitjagina.
Co więcej, jednym z kluczowych elementów dowodu dualności dla odcinka [0, 1] okazała

się nierówność typu Hardy’ego, udowodniona w większej ogólności w [A3].

Twierdzenie 4.5.4. [A3, Thm. 2] Jeśli operator C jest ograniczony na funkcyjnej kracie
Banacha X nad I = [0, 1] oraz operator maksymalnyM jest ograniczony na X ′, to

C : X → X(1/v)

jest ograniczony, gdzie v(x) = 1− x.

Oczywiście X(1/v) ⊂ X, więc powyższe twierdzenie możemy traktować jako “auto-
ulepszenie” nierówności Hardy’ego. Istotnie, zakładając ograniczonośćM na X ′ wnosimy,
że nierówność Hardy’ego

‖Cf‖X . ‖f‖X

implikuje nierówność mocniejszą

‖
1
v
Cf‖X . ‖f‖X .

Wróćmy do samej definicji przestrzeni Cesàro CX. Pamiętamy, że jest to największa
krata Banacha, dla której

C : CX → X.

Oczywistym jest jednak, że obrazem CX poprzez C nie jest cała przestrzeń X. Innymi
słowy, optymalność dziedziny nie implikuje optymalności przeciwdziedziny. W [72, 73, 70]
Nekvinda, Pick, Mizuta i Shimomura rozważali pytanie, jaka jest optymalna (tj. najmniej-
sza) krata Banacha Y , spełniająca przy ustalonym X warunek

C : CX → Y ⊂ X?

Autorzy wyżej wymienionych prac skupili się jednak na konkretnej klasie przestrzeni funk-
cyjnych, tj. na przestrzeniach Nakano X = Lp(·) oraz uprościli problematyczny przypadek
odcinka [0, 1], rozważając CX ∩L1 w miejsce CX. Tymczasem, w pełnej ogólności dysku-
sję optymalności obrazu, jak i dziedziny (w różnych konfiguracjach) zamyka następujące
twierdzenie, będące głównym wynikiem pracy [A3].
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Twierdzenie 4.5.5. [A3, Thm. 1] Niech X będzie funkcyjną kratą Banacha nad I, na
której ograniczony jest operator maksymalnyM.

(i) Jeśli I = [0,∞), to C : CX → X̃ jest ograniczony. Ponadto, przestrzeń X̃ jest
optymalną przeciwdziedziną C dla CX (też dla X i X̃). Co więcej, CX = CX̃.

(ii) Jeśli I = [0, 1], to C : CX → X̃(v)(1/v) jest ograniczony. Ponadto, jeśli operator

maksymalnyM jest ograniczony także na X ′, to X̃(1/v)(v) jest optymalną przeciw-

dziedziną C dla CX, jak i dla X(1/v). W szczególności, CX = C[X̃(v)(1/v)].

(iii) Jeśli I = [0, 1] oraz operator dylatacji σ1/2 jest ograniczony na X, to C : CX̃ → X̃
jest ograniczony. Ponadto, przestrzeń X̃ jest optymalną przeciwdziedziną C dla CX̃,
X oraz X̃. W szczególności, CX̃ = CX ∩ L1.

4.6 Interpolacja

4.6.1 Klasyczne metody interpolacji w przestrzeniach Cesàro

Wyniki z prac [A4] i [A5] dotyczą klasycznych problemów teorii interpolacji postawio-
nych dla przestrzeni Cesàro i przestrzeni do nich dualnych, czyli przestrzeni Tandoriego.
Zacznijmy od omówienia wyników pracy [A5]. Jej celem było zrozumienie jak na przestrze-
niach Cesàro oraz przestrzeniach Tandoriego działają klasyczne funktory interpolacyjne3.
Zbadaliśmy trzy klasyczne metody interpolacji: metodę Calderóna–Łozanowskiego, meto-
dę zespoloną oraz K-metodę Lionsa–Peetre’go (jako szczególny przypadek funktora jed-
norodnego).
Oczywiście, temat interpolacji przestrzeni Cesàro był już podejmowany przez innych

autorów. W pracy [6] (zob. też [7]) Astashkin i Maligranda szczegółowo opisali metodę
rzeczywistą dla przestrzeni funkcyjnych Cesp oraz ciągowych cesp, a nawet dla ogólnych
przestrzeni CX, ale tylko w przypadku I = [0,∞). Ponadto, pamiętając, że dla przestrze-
ni symetrycznych X nad I = [0,∞), przestrzenie Cesàro CX są przestrzeniami dolnymi
(Sinnamona) DX, rzeczywista metoda interpolacji (a nawet ogólna K-metoda) dla ta-
kich przestrzeni Cesàro wynika wprost z prac Sinnamona i współautorów [50, 66, 82].
Okazuje się jednak, że ani metoda zespolona, ani metoda Calderóna–Łozanowskiego nie
zostały dotychczas zbadane, nawet dla szczególnego przypadku przestrzeni Cesp. Lukę
tę wypełnia praca [A5]. W zaprezentowanych poniżej wynikach kluczową rolę odegrała
dualność pomiędzy przestrzeniami Cesàro a przestrzeniami Tandoriego oraz twierdzenie
Łozanowskiego o dualności dla przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego.
Przypomnijmy definicję przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego. Niech U oznacza klasę

funkcji ρ : R+ × R+ → R+, które są dodatnio-jednorodne (tzn. ρ(λs, λt) = λρ(s, t) dla
wszystkich s, t, λ ÿ 0) oraz wklęsłe na R+ × R+.
Dla ρ ∈ U oraz pary funkcyjnych lub ciągowych krat Banacha (X0, X1) nad tą samą

przestrzenią miary, przestrzeń Calderóna–Łozanowskiego ρ(X0, X1) definiujemy jako zbiór

3Poniżej wykorzystujemy standardową notację teorii interpolacji pochodzącą na przykład z monografii
[12, 13, 19, 52], a większości terminów nie będziemy definiować.
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tych funkcji f ∈ L0, dla których istnieją f0 ∈ X0, f1 ∈ X1, spełniające warunek ‖f0‖X0 þ
1, ‖f1‖X1 þ 1, oraz λ > 0 takie, że

|f | þ λ ρ(|f0|, |f1|).

Normę ‖f‖ρ(X0,X1) na ρ(X0, X1) definiuje się jako infimum po takich λ > 0. Konstrukcja
Calderóna–Łozanowskiego jest metodą interpolacyjną dla liniowych operatorów dodat-
nich, a przy dodatkowych założeniach na kraty X0, X1, własność interpolacyjności obej-
muje wszystkie operatory liniowe.
Jeśli na konstrukcję przestrzeni Cesàro (lub Tandoriego) spojrzymy jak na operację,

która przestrzeniX przypisuje przestrzeń CX, to okazuje się, że komutuje ona z funktorem
Calderóna–Łozanowskiego dla szerokiej klasy krat Banacha, o czym mówią następujące
twierdzenia.

Twierdzenie 4.6.1. [A5, Thm. 3] Niech X0, X1 będą kratami Banacha z własnością Fa-
tou takimi, że operator Cesàro C jest na nich ograniczony. Jeśli zachodzi jeden z warunków:

(i) I = [0,∞) i operator dylatacji στ jest ograniczony na X0 oraz X1 dla pewnego
0 < τ < 1,

(ii) I = [0, 1], X0, X1 są symetryczne oraz operator Copsona C∗ jest na nich ograniczony,

(iii) I = N i operator dylatacji σ3 jest ograniczony na X
′
0 oraz X

′
1,

to
ρ(CX0, CX1) = C[ρ(X0, X1)],

dla dowolnej funkcji ρ ∈ U .

Twierdzenie 4.6.2. [A5, Thm. 4] Niech X0, X1 będą kratami Banacha z własnością
Fatou. Jeśli X0, X1 są symetryczne lub operatory C, C

∗ są ograniczone na X0 i X1, to

ρ(X̃0, X̃1) = ˜ρ(X0, X1),

dla dowolnej funkcji ρ ∈ U .

W teorii interpolacji zazwyczaj najważniejszą rolę odgrywają pary przestrzeni skraj-
nych w danej skali, np. (L1, L∞), (W n,1,W n,∞), itd. Wiemy jednak, że przestrzeń Ces1
jest trywialna (dla I = [0,∞) oraz I = N), więc rozważanie pary (Ces1, Ces∞) nie ma
sensu. Zamiast tego naturalnym substytutem Ces1 okazuje się być po prostu L1.

Twierdzenie 4.6.3. [A5, Cor. 4] (a) Niech I = [0,∞) i ρ ∈ U . Niech ponadto X
będzie przestrzenią symetryczną z własnością Fatou taką, że C jest ograniczony na X i na
ρ(L1, X). Wtedy

ρ(L1, CX) = C[ρ(L1, X)].

W szczególności,
(L1)

1−θ(Cesp)
θ = Cesq

dla 1 < p þ ∞, 1
q
= 1− θ + θ

p
oraz 0 < θ < 1.

(b) Dla I = [0, 1] i dowolnego ρ ∈ U zachodzi równość

ρ(L1, Ces∞) = C[ρ(L1, L∞)].
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Kolejną klasyczną metodą interpolacyjną jest metoda zespolona (definicję metody ze-
spolonej można znaleźć w monografiach [12, 52, 13]). W przypadku krat Banacha metoda
zespolona jest ściśle związana z omówioną wyżej konstrukcją Calderóna–Łozanowskiego.
W związku z tym, bazując na poprzednich wynikach oraz twierdzeniach o związkach meto-
dy zespolonej z metodą Calderóna–Łozanowskiego, wykazaliśmy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4.6.4. [A5, Thm. 5] Niech 0 < θ < 1 i niech X,X0, X1 będą kratami
Banacha nad I, z własnością Fatou, zawierającymi L1 ∩ L∞ oraz niech operator Cesàro
C będzie na nich ograniczony.

(a) Niech I = [0,∞). Jeśli operator dylatacji σa jest ograniczony na X0 i X1 dla pewnego
0 < a < 1 oraz przynajmniej jedna z przestrzeni X0, X1 jest porządkowo ciągła, to

[CX0, CX1]θ = C([X0, X1]θ).

(b) Niech I = [0, 1]. Jeśli przestrzenie X0, X1 są symetryczne i takie, że operator Copso-
na C∗ jest na nich ograniczony, a ponadto przynajmniej jedna z przestrzeni X0, X1
jest porządkowo ciągła, to

[CX0, CX1]θ = C([X0, X1]θ).

(c) Jeśli X0, X1 są ciągowymi kratami Banacha takimi, że operator dylatacji σ3 jest
ograniczony na X ′0, X

′
1, a ponadto przynajmniej jedna z przestrzeni X0, X1 jest po-

rządkowo ciągła, to
[CX0, CX1]θ = C([X0, X1]θ).

(d) Jeśli X jest symetryczna na I = [0,∞), to

[L1, CX]θ = C([L1, X]θ).

(e) Jeśli I = [0, 1], to
[L1, Ces∞]θ = C([L1, L∞]θ).

(f) Niech I = [0,∞) lub I = [0, 1]. Jeśli przynajmniej jedna z przestrzeni X0, X1 jest
porządkowo ciągła, a ponadto X0 i X1 są symetryczne lub C

∗ jest ograniczony na X0
i X1, to

[X̃0, X̃1]θ = ˜[X0, X1]θ.

Jak wspomnieliśmy wcześniej, K-metoda dla przypadku I = [0,∞) i przestrzeni sy-
metrycznych X została opisana w pracach [66] i [6] (definicję samej K-metody, jak i K-
funkcjonału można znaleźć we wspomnianych monografiach [12, 19]). Następujące twier-
dzenie uogólnia te wyniki zarówno ze względu na dopuszczoną klasę przestrzeni, jak i na
wyabstrahowanie ogólnej własności funktora interpolacyjnego, która zapewnia, że komu-
tuje on z konstrukcją przestrzeni Cesàro.
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Twierdzenie 4.6.5. [A5, Thm. 6] Niech X0, X1 będą funkcyjnymi kratami Banacha nad
I = [0,∞). Jeśli operatory C i C∗ są ograniczone na X0 i X1, natomiast F jest jednorod-
nym funktorem interpolacyjnym, tj. F(X0(w), X1(w)) = F(X0, X1)(w) dla dowolnej wagi
w na I, to

F(CX0, CX1) = CF(X0, X1).

W szczególności, K-metoda z parametrem G jest funktorem jednorodnym, więc

(CX0, CX1)
K
G = C[(X0, X1)

K
G ].

4.6.2 Pary Calderóna

Praca [A4] odpowiada na pytanie postawione przez Sinnamona w [87]; czy para (L̃1, L∞)
jest parą Calderóna? Zanim jednak zaprezentujemy ten wynik, wyjaśnijmy czym są pary
Calderóna i dlaczego są ważnym i interesującym obiektem badań.
Omówione w poprzednim podrozdziale metody interpolacyjne pozwalają budować

przestrzenie interpolacyjne dla danej pary Banacha. Powstaje naturalne pytanie, czy
któraś z tych metod jest uniwersalna? Uniwersalna w tym sensie, że opisuje wszystkie
przestrzenie interpolacyjne (dla danej pary Banacha). Okazuje się, że taką metodą bywa
K-metoda, ale tylko dla niektórych par Banacha. Pary takie nazywamy parami Calde-
róna (czasami parami Calderóna–Mitjagina, gdyż obaj niezależnie i mniej więcej w tym
samym czasie opisali przestrzenie interpolacyjne dla pary (L1, L∞), przy czym to jednak
spojrzenie Calderóna okazało się bardziej uniwersalne [21]). Dzięki pracom Lorentza i
Shimogakiego [57], Sparra [89], Cwikela i Arazyego [2, 30, 31] wiemy, że pary (Lp, Lq) są
parami Calderóna. Kalton scharakteryzował pary Calderóna spośród par postaci (E,L∞)
(i wielu innych par przestrzeni symetrycznych), gdzie E jest przestrzenią symetryczną
[43]. Niedawno natomiast Mastyło i Sinnamon [66] wykazali, że para dualna (w sensie
Köthego) do (L̃1, L∞), czyli (Ces∞, L1) jest parą Calderóna.
Następujące twierdzenie uzupełnia powyższą listę. Uściślijmy jeszcze, że wszystkie

funkcyjne przestrzenie w tym rozdziale rozważamy dla I = [0,∞).

Twierdzenie 4.6.6. [A4, Thm. 4.5] Para (L̃1, L∞) jest parą Calderóna.

Przedstawiona wcześniej definicja par Calderóna stanowi o znaczeniu takich par, ale
jest mało praktyczna, gdy chcemy sprawdzić czy dana para Banacha jest parą Calderóna.
Z pomocą przychodzi twierdzenie Brudnyi–Kruglyaka (zob. [19]), z którego korzystamy w
dowodzie. W konsekwencji musimy pokazać, że dla dowolnych f, g ∈ L̃1+L∞ spełniających
warunek4

K(·, f ; L̃1, L∞) þ K(·, g; L̃1, L∞), (4.1)

istnieje operator5 T : (L̃1, L∞)→ (L̃1, L∞) taki, że

Tg = f.

Konstrukcja szukanego operatora T =M ◦R ◦S składa się z trzech kroków, odpowia-
dającym poszczególnym operatorom S, R i M , zgodnie z poniższym diagramem.

4K-funkcjonał dla pary (X,Y ) dany jest wzorem K(t, f,X, Y ) = inf{‖g‖X + t‖h‖Y : f = g + h}, dla
f ∈ X + Y i t > 0.
5T : (X,Y ) → (X,Y ) oznacza, że T jest określony na X + Y oraz T |X i T |Y są ciągłe na X i Y ,

odpowiednio.
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g g̃ f̃ f,

(L̃1, L∞) (L̃1, L∞) (L̃1, L∞) (L̃1, L∞).

S R M

S R M

Za M wystarczy przyjąć operator mnożenia punktowego Mf/f̃ : h Ô→ hf/f̃ . Istnienie
operatora S wynika natomiast z poniższego twierdzenia.

Twierdzenie 4.6.7. [A4, Thm. 4.1] Niech f ∈ L̃0 = {f ∈ L0 : f̃ ∈ L0}. Wtedy dla
każdego ε > 0 istnieje operator liniowy S określony na L̃0 i taki, że Sf = f̃ oraz dla
dowolnej funkcyjnej kraty Banacha X zachodzi nierówność ‖S‖

X̃→X̃
þ 1 + ε.

Sama konstrukcja operatora S opiera się o pewnik wyboru (konkretniej; istnienie gra-
nic Banacha). Ponadto, stałą 1+ ε można zastąpić jedynką, stosując twierdzenie Hahna–
Banacha–Kantorowicza, co zauważyli Mastyło z Sinnamonem w późniejszej pracy [67].
Zauważmy, że do tej pory nie skorzystaliśmy z założenia (4.1). Zrobimy to teraz,

omawiając najistotniejszą i najciekawszą składową operatora T , czyli operator R o tej
własności, że Rg̃ = f̃ . Przede wszystkim nietrudno przetłumaczyć, że warunek (4.1) jest
równoważny z f̃ ≺ g̃, tj.

∫ t

0
f̃(s)ds þ

∫ t

0
g̃(s)ds dla każdego t > 0,

[A4, Proposition 4.2]. Wydawałoby się, iż wystarczy skorzystać z twierdzenia Calderóna z
[21], które mówi, że istnieje operator substochastyczny F taki, że F g̃ = f̃ , przy czym sub-
stochastyczność oznacza tutaj, że F : (L1, L∞) → (L1, L∞). Twierdzenie to jest ciągłym
odpowiednikiem klasycznego twierdzenia Hardy’ego–Littlewooda–Pólyi o submajoryzacji
[40, 69, 65]. W przyjętym schemacie potrzebujemy jednak, aby szukany operator działał
z L̃1 do L̃1, a konstrukcja Calderóna operatora F tego warunku nie spełnia.
Nasz pomysł polegał na tym, aby konstrukcję Calderóna zmodyfikować w taki sposób,

żeby szukany operator substochastyczny dodatkowo zachowywał monotoniczność, tj. aby
funkcje dodatnie i nierosnące przekształcał w funkcje dodatnie i nierosnące. Własność
ta wraz ze substochastycznością implikowałaby ograniczoność operatora także na L̃1 [A4,
Lemma 4.4]. W istocie, pomysł ten okazał się skuteczny i udowodniliśmy, że monotoniczne
wersje twierdzeń Hardy’ego–Littlewooda–Pólyi oraz Calderóna pozostają prawdziwe.

Twierdzenie 4.6.8. [A4, Thm. 3.1] Niech 0 þ a, b ∈ Rn będą nierosnące. Jeśli b ≺ a, to
istnieje substochastyczna i zachowująca monotoniczność macierz A taka, że Aa = b.

Twierdzenie 4.6.9. [A4, Thm. 3.2] Niech funkcje 0 þ f, g ∈ L1 +L∞ będą nierosnące i
niech g ≺ f . Wtedy istnieje operator substochastyczny i zachowujący monotoniczność R
taki, że Rf = g.

Dodajmy, że Twierdzenie 4.6.9 było już znane Bennettowi i Sharpleyowi [10], a w
dowodzie zastosowali technikę przesuwania masy pochodzącą od Lorentza i Shimogakie-
go [57]. Tymczasem w [A4] podaliśmy alternatywny dowód zastępując tzw. λ-macierze
z dowodu twierdzenia o submajoryzacji odpowiednimi macierzami substochastycznymi
zachowującymi monotoniczność.
Ponadto, w pracy [A4] wykazaliśmy też następujące uogólnienia Twierdzenia 4.6.6.
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Twierdzenie 4.6.10. [A4, Thm. 4.8] (L̃p, L∞) jest parą Calderóna dla 1 þ p <∞.

Twierdzenie 4.6.11. [A4, Cor. 4.7] Para (Λ̃ϕ, L∞) jest parą Calderóna6 względem pary
(L̃1, L∞).

Na koniec dodajmy, że wyniki powyższe zostały uogólnione przez Mastyłę i Sinnamona
w [67] do dużo szerszej klasy par przestrzeni Tandoriego.

4.7 Struktura izomorficzna

Izomorficzna struktura przestrzeni Cesàro cesp i Cesàro–Orlicza cesϕ była badana przez
licznych autorów, głównie przy okazji badań nad ich strukturą geometryczną (tutaj w
znaczeniu geometrii kuli jednostkowej, zob. np. [3, 23, 24, 45]). Początek systematycznych
badań struktury izomorficznej zaobserwować możemy w pracy Astashkina i Maligrandy
[4] (zob. też [3, 5, 8]), którzy rozważali zarówno przestrzenie ciągowe cesp, jak i funkcyjne
Cesp.
Z poprzednich rozdziałów wiemy, że ciągowe przestrzenie Cesàro zachowują się bar-

dzo podobnie do przestrzeni funkcyjnych na półprostej, podczas gdy przypadek odcinka
I = [0, 1] nastręcza więcej trudności. Przechodząc do geometrii sytuacja nieco się zmie-
nia. Okazuje się, że ciągowe przestrzenie Cesàro posiadają inną strukturę niż przestrzenie
funkcyjne. Na przykład, przestrzenie cesp i l̃p są refleksywne dla 1 < p <∞, podczas gdy
przestrzenie funkcyjne Cesp, czy ogólniej CX i X̃, refleksywne nie są nigdy [4]. Przedsta-
wione poniżej wyniki pochodzą z prac [A6].

4.7.1 Izomorfizm przestrzeni ces∞ i Ces∞

W pracach [4] i [7] Astashkin i Maligranda postawili następujący problem: czy przestrzenie
ces∞ i Ces∞ są izomorficzne7? Jednym z głównych wyników pracy [A6] jest pozytywna
odpowiedź na to pytanie. Spróbujmy jednak najpierw zrozumieć, gdzie leży problem i dla-
czego wynik ten jest nieco zaskakujący, choć w oczywisty sposób nawiązuje do klasycznej
pracy Pełczyńskiego [78].
Wiemy, że przestrzeń ces∞ jest przestrzenią dualną, a jej predualem jest l̃1. Gdyby

więc ces∞ i Ces∞ były izomorficzne, to też przestrzeń Ces∞ musiałaby być izomorficzna
z przestrzenią dualną. Jednak w przeciwieństwie do przypadku ciągowego nie ma natu-
ralnej przestrzeni, która mogłaby być kandydatem na przestrzeń predualną dla Ces∞. W
istocie, sprzężenie pomiędzy Ces∞ a L̃1 jest tylko sprzężeniem w sensie Köthego, nato-
miast przestrzeń (L̃1)∗ jest dużo większa niż Ces∞, gdyż L̃1 nie jest porządkowo ciągła
(więc jest nieośrodkowa), a co za tym idzie (L̃1)∗ jest izomorficzna z Ces∞ ⊕ S, gdzie S
to podprzestrzeń funkcjonałów singularnych (zob. np. [93]). Ogólnie, szukając przestrzeni
predualnej do funkcyjnej kraty Banacha X, nawet jeśli X ′ nie jest porządkowo ciągła,
to często (zazwyczaj) przestrzenią predualną do X jest podprzestrzeń elementów porząd-
kowo ciągłych (X ′)a. Wiemy jednak, że (L̃1)a = {0}, a co za tym nie ma naturalnego

6Pojęcie pary Calderóna względem innej pary można znaleźć w [A4, 19].
7Przestrzeń Ces∞ na półprostej jest izomorficzna z Ces∞ na odcinku [4], dlatego w tym podrozdziale

nie będziemy wyszczególniali, którą miarę mamy na myśli.
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kandydata na przestrzeń predualną dla Ces∞. Zwróćmy uwagę, że podobnie sytuacja wy-
gląda dla L1, tj. L′1 = L∞ oraz (L∞)a = {0}. Wiadomo natomiast, że L1 nie jest dualna
(nawet co do izomorfizmu). Sugerowałoby to więc przeczącą odpowiedź na pytanie Asta-
shkina i Maligrandy. Z tego punktu widzenia następujące twierdzenie można postrzegać
jako pewne zaskoczenie.

Twierdzenie 4.7.1. [A6, Thm. 5.1] Przestrzenie ces∞ i Ces∞ są izomorficzne.

Kluczowe w dowodzie jest przejście na blokową postać obu przestrzeni. Mianowicie,
przestrzeń ces∞ jest izomorficzna z przestrzenią (

⊕∞
n=0 l

2n

1 )l∞ , co wiedział już Grosse–
Erdmann [36]. Z tego i z pracy Haglera–Stegalla [39] wynika, że ces∞ zawiera dopełnialną
kopię L1 (w [A6, Thm. 3.7] zaprezentowaliśmy elementarny i bezpośredni dowód tego
faktu). Z drugiej strony udowodniliśmy, że w podobny sposób można wyreprezentować
przestrzeń Ces∞.

Twierdzenie 4.7.2. [A6, Thm. 4.1] Przestrzeń Ces∞ jest izomorficzna z przestrzenią
(
⊕∞
n=0 L1)l∞.

Łącząc oba fakty oraz korzystając z zasady dekompozycji Pełczyńskiego wnosimy,
że przestrzenie ces∞ i Ces∞ są izomorficzne. Warto zwrócić uwagę, że wynika stąd, iż
(
⊕∞
n=0 L1)l∞ jest izomorficzna z przestrzenią dualną, choć jej kula jednostkowa nie posia-

da punktów ekstremalnych. Przestrzeń Ces∞ można też postrzegać jako pewną analogię
przykładu Talagranda [91], który w odpowiedzi na twierdzenie Lotza [58], skonstruował
taką ośrodkową kratę Banacha E, która jest dualna, ale dla żadnego x∗ ∈ E∗ przedział
[0, x∗] nie jest słabo zwarty (co odpowiada temu, że x∗ nie jest elementem porządkowo
ciągłym).
Wykorzystując podobną argumentację jak wcześniej, można wykazać nawet więcej.

Mianowicie, że przestrzeń ces∞ jest izomorficzna z przestrzenią (
⊕∞
n=0M)l∞ , gdzie M

oznacza przestrzeń regularnych miar borelowskich na [0, 1] (zob. [A6, Thm. 5.5]).

4.7.2 Przestrzenie CX i własność Dunforda–Pettisa

Izomorficzną strukturę funkcyjnych przestrzeni CX determinuje następujące spostrzeżenie
(znane już Astashkinowi i Maligrandzie w przypadku przestrzeni Cesp [4]), które posiada
daleko idące konsekwencje.

Twierdzenie 4.7.3. [A6, Prop. 2.2] Jeśli operator C jest ograniczony na funkcyjnej kracie
Banacha X, to przestrzeń CX zawiera dopełnialną kopię L1.

Stąd oraz z pracy Haglera–Stegalla natychmiast wynika, że jeśli CX jest ośrodkowa,
to nie może być izomorficzna z przestrzenią dualną.

Wniosek 4.7.4. [A6, Prop. 5.3] Jeśli X jest porządkowo ciągłą funkcyjną kratą Banacha
taką, że C jest ograniczony na X, to CX nie jest izomorficzna z przestrzenią dualną.

Kolejny wniosek z Twierdzenia 4.7.3 nawiązuje do pytania o potencjalną symetrię
przestrzeni Cesàro. W [32] wykazano, że przestrzenie CX nie są symetryczne. Z drugiej
strony, można tak dobrać symetryczną przestrzeńX, aby przestrzeń CX była izomorficzna
z przestrzenią symetryczną (zob. np. Twierdzenie 4.7.9 poniżej). Jak mówi następujący
wniosek, jest to jednak sytuacja dość rzadka.
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Wniosek 4.7.5. [A6, Cor. 4.10] Jeśli X jest symetryczną kratą Banacha nad I = [0, 1]
taką, że operator C jest ograniczony na X, to CX nie jest izomorficzna z żadną przestrze-
nią symetryczną nad I = [0, 1].

Za projekcję, o której pośrednio mowa w tezie Twierdzenia 4.7.3, wystarczy przyjąć
P : f Ô→ fχ[a,b], gdzie 0 < a < b < 1 są dowolne (odpowiednio, 0 < a < b < ∞, dla I =
[0,∞)). Można więc powiedzieć, że przestrzenie CX, podobnie jak omówiona wcześniej
Ces∞, zbudowane są z dopełnialnych kopii przestrzeni L1. Sugeruje to, że przestrzenie
Cesàro mogą dziedziczyć pewne nietrywialne własności przestrzeni L1. I rzeczywiście, dla
niektórych X przestrzenie CX mają własność Dunforda–Pettisa.
Przypomnijmy, że przestrzeń Banacha X posiada własność Dunforda–Pettisa gdy dla

dowolnych dwóch słabo zbieżnych do zera ciągów (xn) ⊂ X i (x∗n) ⊂ X
∗ zachodzi x∗nxn →

0.
Jednym z wniosków z Twierdzenia 4.5.1, o którym nie wspomnieliśmy przy omawianiu

pracy [A2], jest następująca identyfikacja przestrzeni Cesàro–Lorentza CΛϕ. Twierdzenie
8 w [A2] mówi, że dla I = [0,∞) oraz w(t) = ϕ(t)/t, t ∈ I,

CΛϕ = L1(w),

gdy ϕ(0+) = 0 oraz pewnych stałych c1, c2 > 0

∫ t

0

ϕ(s)
s
ds þ c1ϕ(t),

∫ ∞

t

ϕ(s)
s2
ds þ c2

ϕ(t)
t
dla każdego t > 0. (4.2)

Zatem dla ϕ jak wyżej, przestrzenie CΛϕ posiadają własność Dunforda–Pettisa jako
wagowe przestrzenie L1. Podobnie przestrzeń Ces∞ posiada własność Dunforda–Pettisa,
co wynika z blokowej reprezentacji i twierdzenia Bourgaina [18]. Okazuje się, że nie są to
jedyne spośród przestrzeni Cesàro i Tandoriego z tą własnością.

Twierdzenie 4.7.6. [A6, Thm.4.1] Niech I = [0,∞) oraz niech ϕ będzie rosnącą funkcją
wklęsłą na [0,∞) taką, że ϕ(0+) = 0.
(i) Przestrzeń Λ̃ϕ jest izomorficzna z (

⊕
n∈N L∞)l1 oraz posiada własność Dunforda–

Pettisa.
(ii) Jeśli8 qϕ < 1, to przestrzeń CMϕ jest izomorficzna z (

⊕
n∈N L1)l∞ oraz posiada

własność Dunforda–Pettisa.

Oczywiście własność Dunforda–Pettisa w powyższym twierdzeniu wynika znów z twier-
dzenia Bourgaina [18]. W przypadku jednak gdy za X przyjmiemy Maϕ (tj. podprzestrzeń
elementów porządkowo ciągłych Mϕ) zamiast Mϕ, nie dysponujemy już reprezentacją
blokową, z której wynikałaby własność Dunforda–Pettisa. Mimo to prawdziwe jest nastę-
pujące twierdzenie.

Twierdzenie 4.7.7. [A6, Thm.4.6] Niech I = [0,∞) i niech ϕ będzie rosnącą funkcją
wklęsłą na [0,∞) taką, że ϕ(0+) = 0 oraz qϕ < 1. Wtedy przestrzeń C(Maϕ) posiada
własność Dunforda–Pettisa.

Podobnie dla odcinka I = [0, 1].

8qϕ i q
0

ϕ to górne indeks funkcji ϕ - zob. [A6, str. 6].
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Twierdzenie 4.7.8. [A6, Thm. 4.8] Niech I = [0, 1] i niech ϕ będzie rosnącą funkcją
wklęsłą na I taką, że ϕ(0+) = 0 oraz q0ϕ < 1. Wtedy przestrzeń C(M

a
ϕ) posiada własność

Dunforda–Pettisa.

Niestety nie znaleźliśmy odpowiedzi na pytanie, czy CMϕ dla I = [0,∞) posiada
własność Dunforda–Pettisa. Trudność wynika stąd, że przejście do postaci blokowej w
Twierdzeniu 4.7.6 wykorzystuje przestrzeń dualną, która w przypadku odcinka jest bar-
dziej skomplikowana.
Z tego samego powodu następująca reprezentacja przestrzeni Cesàro–Lorentza nie wy-

nika natychmiast z reprezentacji przestrzeni dualnej jak miało to miejsce w przypadku
I = [0,∞).

Twierdzenie 4.7.9. [A6, Thm. 4.7] Niech I = [0, 1] i niech ϕ będzie rosnącą funkcją
wklęsłą na [0, 1] taką, że 0 < p0ϕ þ q

0
ϕ < 1. Wtedy

CΛϕ = L1(w), gdzie w(t) =
∫ 1−t

0

ϕ′(s)
t+ s
ds.

Odnotujmy, że dokładnie takie samo twierdzenie udowodnili niezależnie9 Curbera i
Ricker w [29]. Podobnie jak punkt drugi w twierdzeniu poniżej. Ich podejście różni się
jednak znacząco od naszego, a ich metoda, oparta na miarach wektorowych, działa tylko
w przypadku odcinka [0, 1].

Twierdzenie 4.7.10. [A6, Thm. 4.9] Niech X będzie refleksywną i symetryczną funkcyjną
kratą Banacha na I taką, że operator C jest ograniczony na X.
(i) Jeśli I = [0,∞), to przestrzenie CX oraz X̃ ′ nie mają własności Dunforda–Pettisa.
(ii) Jeśli I = [0, 1], natomiast X ma własność Fatou oraz C∗ jest ograniczony na X,

to przestrzenie CX oraz X̃ ′ nie mają własności Dunforda–Pettisa.

W przypadku przestrzeni ciągowych zachodzą twierdzenia analogiczne do wymienio-
nych powyżej, więc ich sformułowania pominiemy. Warto jednak zwrócić uwagę na nastę-
pujący fakt.

Twierdzenie 4.7.11. [A6, Thm. 3.1] Przestrzeń l̃1 posiada własność Schura.

W dowodzie wykorzystaliśmy dualność pomiędzy l̃1 a ces∞ oraz twierdzenie Baire’a.
Ponadto, z powyższego natychmiast wnosimy, że także przestrzeń (ces∞)a posiada wła-
sność Dunforda–Pettisa. Wiadomo, że istnieje niewiele nieskończenie wymiarowych prze-
strzeni Banacha z własnością Schura. W świetle reprezentacji l̃1 = (

⊕∞
n=0 l

2n

∞ )l1 okazuje
się jednak, że l̃1 wcale nie jest nową przestrzenią z własnością Schura, a dowód Twierdze-
nia 4.7.11 jest tylko alternatywą dla wyniku Bourgaina [17], który udowodnił, że l1-sumy
skończenie wymiarowych przestrzeni ln∞ posiadają własność Schura.

9Preprinty pracy [29] i [A6] pojawiły się na arxiv.org dzień po dniu.
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4.8 Faktoryzacja i przestrzenie mnożników punktowych

Głównym tematem pracy [A7] jest faktoryzacja przestrzeni funkcyjnych i ciągowych. Pra-
ca ta stanowi poniekąd kontynuację [R4], a jej celem było zademonstrowanie działania i
przydatności tzw. arytmetyki przestrzeni funkcyjnych. W większosci wyników kluczową
rolę odgrywa operator Cesàro C, przede wszystkim jako narzędzie dowodowe, ale uzyska-
liśmy też wyniki opisujące faktoryzację przestrzeni Cesàro.
Zdefinujmy na początek dwie nowe konstrukcje, które w usystematyzowany sposób

pozwolą nam mówić o faktoryzacji. Dla pary krat (quasi-) Banacha X i Y (nad tą samą
przestrzenią miary) definiujemy:

• przestrzeń mnożników punktowych z X do Y

M(X, Y ) = {f ∈ L0 : fg ∈ Y dla każdego g ∈ X},

z (quasi-) normą daną wzorem

‖f‖M(X,Y ) = sup
‖g‖X=1

‖fg‖Y ,

• iloczyn punktowy przestrzeni X i Y

X ⊙ Y = {gh : g ∈ X, h ∈ Y },

z quasi-normą10 daną wzorem

‖f‖X⊙Y = inf{‖g‖X‖h‖Y : f = gh}.

Podstawowe informacje o obu konstrukcjach można znaleźć w pracach [R3, R4, 63, 81].
Idea faktoryzacji krat funkcyjnych pochodzi od Łozanowskiego [59, 60], który wykazał,

że przestrzeń L1 można faktoryzować przez dowolną funkcyjną kratę Banacha, tj.

L1 = X ⊙X
′.

Ten z pozoru oczywisty wzór znajduje szereg nietrywialnych zastosowań (zob. np. [44,
20]). Nic dziwnego, że niemalże natychmiast powstało pytanie o możliwość uogólnienia
twierdzenia Łozanowskiego na inne przestrzenie niż L1 i w ten sposób dochodzimy do
problemu faktoryzacji. Powiemy, że przestrzeń X faktoryzuje przestrzeń Y , gdy zachodzi
równość

X ⊙M(X, Y ) = Y.

Zarówno w przypadku ogólnym, jak i dla konkretnych klas przestrzeni (nie tylko krat)
funkcyjnych lub ciągowych, problem ten był dyskutowany przez wielu autorów (zob. [11,
14, 15, 20, 36, 68, 79, 81]). Praca [A7] stanowi kontynuację pracy [R4]. Pewne idee zostały
uogólnione, a inne wyeksponowane, aby wyabstrahować metody, które można nazwać
arytmetyką przestrzeni funkcyjnych.
Arytmetyka ta bazuje na dwóch głównych zasadach:

10Jeśli X i Y są Banacha, to M(X,Y ) też jest przestrzenią Banacha, ale X ⊙ Y bez dodatkowych
założeń jest tylko przestrzenią quasi-Banacha, np. L1 ⊙ L1 = L1/2.
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• (zasada jednoznaczności) Jeśli X, Y, Z są kratami quasi-Banacha z własnością Fatou
takimi, że Xp, Y p, Zp są normowalne dla pewnego p > 0, to

X ⊙ Z = Y ⊙ Z implikuje, że X = Y.

• (prawo skracania) JeśliX, Y, Z są kratami quasi-Banacha z własnością Fatou takimi,
że Xp, Y p, Zp są normowalne dla pewngo p > 0, to

M(X ⊙ Z, Y ⊙ Z) =M(X, Y ).

Oba z tych praw zostały udowodnione w [R4] dla krat Banacha. Przy czym prawo skra-
cania można łatwo uogólnić na kraty quasi-Banacha, korzystając z [R4, Twierdzenie 1],
natomiast powyższa ogólna postać zasady jednoznaczności to [A7, Lemat 4].
Wykorzystując wyniki prac [A2] i [A5], twierdzenie faktoryzacyjne Łozanowskiego oraz

arytmetykę przestrzeni funkcyjnych, opartą na powyższych zasadach, wykazano następu-
jące twierdzenie faktoryzacyjne dla przestrzeni Cesàro.

Twierdzenie 4.8.1. [A7, Thm. 6, Cor. 4] Niech X i Y będą symetrycznymi funkcyjnymi
(lub ciągowymi) kratami Banacha nad I = [0,∞), z własnością Fatou oraz takimi, że
operator C jest ograniczony na X i Y . Jeśli X faktoryzuje Y , tj. X ⊙M(X, Y ) = Y , to
także CX faktoryzuje CY , tzn.

CX ⊙M(CX,CY ) = CY.

Ponadto,

M(CX,CY ) = M̃(X, Y ).

W szczególnym przypadku, gdy 1 < q þ p þ ∞ oraz 1
r
= 1
q
− 1
p
, dostajemy

M(Cesp, Cesq) = L̃r

oraz
Cesp ⊙M(Cesp, Cesq) = Cesq,

co stanowi funkcyjny odpowiednik twierdzenia Bennetta opisującego faktoryzację prze-
strzeni ciągowych [11].
Przejdźmy do omówienia innych wyników pracy [A7]. Co prawda ich sformułowania

nie mają bezpośredniego związku z przestrzeniami Cesàro, jednak metody dowodowe są w
dużej mierze oparte właśnie o własności operatora Hardy’ego (Cesàro) C oraz operatora
Copsona C∗. Nawet bez omawiania dowodu staje się to widoczne, gdy spojrzymy na
założenia tych twierdzeń (zob. np. Twierdzenia 1, 2 i 3 z [A7]).
W centrum zainteresowania tym razem postawimy konstrukcję symetryzacji i, po-

dobnie jak w przypadku konstrukcji przestrzeni Cesàro, omówimy jej związki z innymi
klasycznymi konstrukcjami (np. przestrzeniami mnożników i iloczynów punktowych).
Dla funkcyjnej (lub ciągowej) kraty unormowanej X nad I, jej symetryzację X(∗)

definiujemy jako
X(∗) = {f ∈ L0(I) : f ∗ ∈ X},
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wyposażoną w funkcjonał
‖f‖X(∗) = ‖f

∗‖X ,

który przy pewnych dodatkowych założeniach na X staje się normą lub quasi–normą.
Kamińska i Raynaud wykazali, że gdy X jest kratą quasi–Banacha oraz dla pewnej

stałej A > 1
‖σ2f

∗‖X þ A ‖f
∗‖X dla wszystkich f ∗ ∈ X, (4.3)

to też X(∗) z quasi-normą ‖ · ‖X(∗) jest kratą quasi–Banacha [47, Lemat 1.4].
Z drugiej strony, naturalnym pytaniem (też rozważanym przez Kamińską i Raynaud)

jest, pytanie o to, kiedy w ogóle E(∗) jest przestrzenią liniową? Poniższy lemat daje peł-
ną odpowiedź, wcześniej jednak wprowadźmy dodatkowe oznaczenie. Symbol X↓ będzie
oznaczał stożek nieujemnych i nierosnących elementów z X, tj. zbiór tych f ∈ X, że
f = f ∗.

Lemat 4.8.2. [A7, Cor. 1] Niech X będzie quasi-unormowaną kratą nad I. Następujące
warunki są równoważne:
(i) X(∗) jest przestrzenią liniową.
(ii) Dla każdego f ∈ X↓ zachodzi σ2f ∈ X↓.
(iii) Istnieje stała A ÿ 1 taka, że ‖σ2f‖X þ A ‖f‖X dla wszystkich f ∈ X↓.
(iv) (X(∗), ‖ · ‖X(∗)) jest quasi-unormowana.

Posiadając podstawową wiedzę o operacji symetryzacji zbadaliśmy jej relacje z innymi
rozważanymi wcześniej konstrukcjami. Pomijając dość długie i techniczne sformułowania
poszczególnych twierdzeń z [A7], powiedzmy tylko, że udało nam się znaleźć dość ogólne
warunki dostateczne na to aby zachodziły następujące relacje:

• ρ(X, Y )(∗) = ρ(X(∗), Y (∗)), [A7, Thm. 1],

• (X ⊙ Y )(∗) = X(∗) ⊙ Y (∗), [A7, Cor. 2],

• M(X(∗), Y (∗)) =M(X, Y )(∗), [A7, Thm. 3].

W połączeniu ze znacznie prostszymi i częściowo znanymi wcześniej równościami:

• ρ(X(w), Y (w)) = ρ(X, Y )(w),

• M(X(w), Y (w)) =M(X, Y )(w),

wypisane wyżej zależności można postrzegać jako pewne uzupełnienie wspomnianej aryt-
metyki przestrzeni funkcyjnych, a konkretniej przestrzeni symetrycznych. W istocie, po-
mysł zapisania przestrzeni MarcinkiewiczaMφ lub Lorentza Λφ jako symetryzacji wagowej
przestrzeni Lebesgue’a (tj. Mφ = [L∞(φ)](∗), Λφ = [L1(φ′)](∗)) wykorzystaliśmy już w do-
wodzie głównego twierdzenia faktoryzacyjnego z [R4] (tj. Twierdzenia A). Tymczasem, z
powyższych faktów wynika natychmiast, że jeśli

X ⊙M(X, Y ) = Y,

to też
X(∗) ⊙M(X(∗), Y (∗)) = Y (∗),
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oczywiście gdy przestrzenie X, Y spełniają szereg założeń (zob. [A7, Wniosek 2 i 3 oraz
Twierdzenie 3]).
Opisane pomysły z powodzeniem zastosowaliśmy do scharakteryzowania mnożników

punktowych pomiędzy klasycznymi przestrzeniami Lorentza Lp,q.

Twierdzenie 4.8.3. [A7, Thm. 4] Niech 0 < p1, p2 < ∞, 0 < q1, q2 þ ∞ oraz niech
I = [0, 1] lub I = [0,∞).

(i) Jeśli p1 < p2 lub (p1 = p2 oraz q1 > q2), to M(Lp1,q1 , Lp2,q2) = {0}.

(ii) Jeśli p1 > p2 lub (p1 = p2 oraz q1 þ q2), to

M(Lp1,q1 , Lp2,q2) = Lp3,q3 ,

gdzie
1
p3
=
1
p2
−
1
p1
oraz

1
q3
=

{
1
q2
− 1
q1
gdy q1 > q2,

0 gdy q1 þ q2.

4.9 Dualność w przestrzeniach Orlicza-Lorentza i funkcje pozio-

mu

Praca [A1] rozwiązuje problem izometrycznego opisu przestrzeni dualnej (w sensie Köthe-
go) do przestrzeni Orlicza–Lorentza Λϕ,w. Omówimy najpierw sam wynik, a następnie
wyjaśnimy związki z przestrzeniami Cesàro. Ponadto, skupimy się tylko na przypadku
funkcyjnym, choć główne twierdzenia pozostają w mocy także dla przestrzeni ciagowych
(zob. np. Twierdzenie 5.2 z [A1]). Zacznijmy jednak od komentarza historycznego.
Znane są różne izomorficzne opisy przestrzeni dualnych do Λϕ,w (zob. [35, 41, 46, 48]),

jednak badania geometrii kuli przestrzeni Orlicza–Lorentza wymagają często znajomości
dokładnej normy dualnej przestrzeni Λ′ϕ,w. Motywowani tą potrzebą Chen, Cui, Hudzik i
Wang postawili problem izometrycznego opisu Λ′ϕ,w [22, Problem XIV]. W szczególnych
przypadkach, tj. dla przestrzeni Λp,w, definiowanych normą

‖f‖Λp,w = (
∫

I
(f ∗(t))pw(t)dt)1/p,

opis taki znany jest od dawna. W zasadzie istnieją dwie jego wersje. Jedna, zapropono-
wana przez Lorentza w [55] i druga opisana przez Halperina w [38] (zob. też [37]). Obie
reprezentacje opierają się na tzw. funkcjach poziomu, ale czym innym są one dla Lorent-
za, a czym innym dla Halperina. W pracy [A1] zaprezentowaliśmy nowe konstruktywne
podejście, które finalnie doprowadziło nas do reprezentacji Λ′ϕ,w przy pomocy funkcji po-
ziomu Halperina. Jednak podczas dalszych badań tematu, a konkretniej podczas pracy
nad artykułem [R5], odkryliśmy zupełnie nieznaną11 pracę Nakamury, który już w roku
1970 podał opis Λ′ϕ,w uogólniając idee Lorentza.
Wypukłą i rosnącą funkcję ϕ : [0,∞)→ [0,∞) nazywamy funkcją Orlicza, gdy ϕ(0) =

0 oraz ϕ(t) > 0 dla t > 0. Funkcja Orlicza ϕ jest N-funkcją, gdy limt→0+ ϕ(t)/t = 0 oraz
limt→∞ ϕ(t)/t = ∞. Ponadto, przez ϕ∗ będziemy oznaczali funkcję sprzężoną do ϕ w

11W roku 2015 praca Nakamury nie miała żadnego cytowania w bazie MathSciNet.

21



sensie Younga (inaczej: transformatę Legendre’a funkcji ϕ), tj. ϕ∗(s) = suptÿ0{st−ϕ(t)},
s ÿ 0. W tym rozdziale mierzalną, nieujemną, nierosnącą i lokalnie całkowalną funkcję w
na I będziemy nazywali wagą.
Dla danej funkcji Orlicza ϕ oraz wagi w, przestrzeń Orlicza–Lorentza Λϕ,w definiujemy

jako
Λϕ,w = {f ∈ L

0 : ∃λ>0 Iϕ,w(λf) <∞},

gdzie modular Iϕ,w dany jest wzorem

Iϕ,w(f) =
∫

I
ϕ(f ∗(t))w(t)dt.

Na przestrzeni Λϕ,w rozważa się dwie standardowe normy: normę Luxemburga (zwaną też
normą Luxemburga–Nakano)

‖f‖Λϕ,w = inf{ε > 0 : Iϕ,w(f/ε) þ 1}

lub normę Orlicza w postaci Amemiyi

‖f‖0Λϕ,w = infk>0
1
k
(1 + Iϕ,w(kf)).

Konsekwentnie, Λϕ,w będzie dalej oznaczało przestrzeń Orlicza–Lorentza z normą Luxem-
burga, natomiast Λ0ϕ,w to ta sama przestrzeń, ale z normą Amemiyi.
Zdefiniujmy też nowy typ przestrzeni (pewne uogólnienie przestrzeni Marcinkiewicza)

Mϕ,w iM0ϕ,w, które definiujemy analogicznie jak Λϕ,w i Λ
0
ϕ,w, ale zastępując modular Iϕ,w

modularem

Pϕ,w (f) = inf
{ ∫

I
ϕ
(
f ∗(t)
|g(t)|

)
|g(t)|dt : g ≺ w

}
= inf

{∥∥∥∥ϕ
(
f ∗

|g|

)
g
∥∥∥∥
1
: g ≺ w

}
.

Modular ten został wprowadzony i zbadany przez Kamińską i Raynaud w [48]. Wy-
kazali oni między innymi że w definicji Pϕ,w wystarczy rozważać nierosnące funkcje g.
Okazuje się, że przestrzenieMϕ,w są dualne do przestrzeni Orlicza–Lorentza.

Twierdzenie 4.9.1. [A1, Thm. 2.2] Niech ϕ będzie N-funkcją, natomiast w wagą. Wtedy
przestrzenie dualne (w sensie Köthego) do przestrzeni Orlicza–Lorentza Λϕ,w i Λ0ϕ,w to

(Λϕ,w)
′ ≡M0ϕ∗,w oraz

(
Λ0ϕ,w

)′
≡Mϕ∗,w.

Reprezentacja powyższa jest konsekwencją twierdzenia Łozanowskiego o dualności
przestrzeni Calderóna–Łozanowskiego [80]. Zwróćmy jednak uwagę, że trudno uznać, iż
wynik powyższy rozwiązuje problem dualności przestrzeni Orlicza–Lorentza, dopóki nie
znamy sposobu na obliczanie wartości modularu Pϕ,w. W związku z tym dalsze rozważa-
nia poświęcimy właśnie problemowi znajdowania funkcji g (zależnej od f), która realizuje
infimum w definicji Pϕ,w (f).
Kluczowym narzędziem okazuje się być następujący lemat mówiący, że dla funkcji pro-

stej f , szukana funkcja g też jest funkcją prostą zdefiniowaną na tych samych zbiorach. W
szerszym kontekście wynik ten można postrzegać jako szczególny przypadek ogólniejszego
problemu regularyzacji faktoryzacji (zob. [R9, Twierdzenie 3.1]).
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Lemat 4.9.2. [A1, Lem. 3.1] Jeśli f = Σni=1aiχAi, gdzie a1 > · · · > an > 0 oraz Ai =
[ti−1, ti), dla 0 = t0 < t1 < ... < tn <∞, to

Pϕ,w (f) = inf

{
‖ϕ(f

g
)g‖1 : g ≺ w,

oraz g = Σni=1biχAi dla b1 ÿ b2 ÿ ... ÿ bn > 0

}
.

Aby wskazać konkretną funkcję g realizujacą Pϕ,w (f) wprowadzimy nowe oznacze-
nia. Przyjmiemy konwencję, że wielką literą oznaczamy całkę z danej funkcji (lokalnie
całkowalnej) oznaczonej małą literą, tj. W (t) =

∫ t
0 w(s)ds i podobnie rozumiemy Gi, F .

Następujący algorytm opisuje konstrukcję funkcji g, która realizuje Pϕ,w (f) dla funkcji
prostej f .
Algorytm A. Niech f = Σni=1aiχAi dla pewnych a1 > · · · > an > 0 oraz Ai = [ti−1, ti),

gdzie 0 = t0 < t1 < · · · < tn <∞. Zdefiniujmy

g−1 = f, γ0 = λ0 = min
1þiþn

{
W (ti)
F (ti)

}
, g0 = γ0f = λ0f, i0 = 0.

Następnie, dla j > 0 rekurencyjnie definiujemy

ij = max
{
i > ij−1 : γj−1 =

W (ti)−W (tij−1)

Gj−2(ti)−Gj−2(tij−1)

}
,

γj = min
ij<iþn

{
W (ti)−W (tij)

Gj−1(ti)−Gj−1(tij)

}
,

gj = gj−1χ[0,tij ) + γjgj−1χ[tij ,tn).

Procedurę kontynuujemy dopóki im = n dla pewnego m. Ostatecznie przyjmujemy

wf = gm−1.

Twierdzenie 4.9.3. [A1, Thm. 3.9] Niech ϕ będzie N-funkcją, natomiast w wagą. Niech
ponadto f = Σni=1aiχAi dla pewnych ai takich, że a1 > · · · > an > 0, gdzie Ai = [ti−1, ti)
dla 0 = t0 < t1 < · · · < tn <∞. Wtedy funkcja wf z Algorytmu A minimalizuje modular
Pϕ,w (f), tzn.

Pϕ,w(f) =
∥∥∥∥ϕ
(
f

wf

)
wf
∥∥∥∥
1
.

Okazuje się, że na problem można spojrzeć też z innej strony. Zamiast szukać funkcji
g realizującej modular Pϕ,w (f), możemy zapytać dla jakich funkcji f modular Pϕ,w (f)
jest realizowany przez w? Dokładniej, jak zmodyfikować funkcję f do f 0, aby zachodziła
równość

Pϕ,w (f) =
∫

I
ϕ
(
f 0(t)
w(t)

)
w(t)dt =

∫

I
ϕ
(
f(t)
wf (t)

)
wf (t)dt?

Analogiczny punkt widzenia przyjął Halperin w [38]. Dla lokalnie całkowalnej funkcji
f = f ∗ definiujemy dla 0 þ a < b <∞, a, b ∈ I,

W (a, b) =
∫ b

a
w(t)dt, F (a, b) =

∫ b

a
f(t)dt, R(a, b) =

F (a, b)
W (a, b)
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oraz
R(a,∞) = lim sup

t→∞
R(a, t),

gdy b = ∞. Wtedy przedział (a, b) ⊂ I nazywamy przedziałem poziomu (ang. level in-
terval) [zdegenerowanym przedziałem poziomu, odpowiednio] funkcji f względem wagi w
gdy b <∞ [gdy b =∞, odpowiednio] oraz dla każdego t ∈ (a, b),

R(a, t) þ R(a, b) i 0 < R(a, b).

Funkcją poziomu f 0 funkcji f względem wagi w nazywamy funkcję

f 0 (t) =

{
R (an, bn)w (t) dla t ∈ (an, bn),
f (t) w p.p.,

gdzie (an, bn) to ciąg wszystkich przedziałów poziomu funkcji f względem wagi w (wia-
domo, że są one parami rozłączne [38]).
W efekcie uzyskujemy uogólnienie wyniku Halperina z [38], czyli alternatywny sposób

obliczania modularu Pϕ,w (f).

Twierdzenie 4.9.4. [A1, Thm. 4.7] Niech ϕ będzie N-funkcją, natomiast w wagą taką,
że W (∞) =∞, gdy I = [0,∞). Wtedy dla f = f ∗ ∈Mϕ,w zachodzi równość

Pϕ,w (f) =
∫

I
ϕ
(
f 0(t)
w(t)

)
w(t)dt =

∫

I
ϕ
(
f(t)
wf (t)

)
wf (t)dt.

W powyższym sformułowaniu wf to odpowiednik funkcji wf z Algorytmu A, ale zdefi-
niowany dla dowolnej nierosnącej funkcji f (zob. [A1, Uwaga 4.4]). Funkcję wf nazywamy
odwrotną funkcją poziomu wagi w względem funkcji f . Reasumując, opis przestrzeni du-
alnej do przestrzeni Orlicza–Lorentza wygląda następująco.

Twierdzenie 4.9.5. [A1, Thm. 4.8] Niech ϕ będzie N-funkcją, natomiast w wagą. Wtedy
przestrzeń dualna w sensie Köthego do przestrzeni Orlicza–Lorentza Λϕ,w lub Λ0ϕ,w to

(Λϕ,w)
′ ≡M0ϕ∗,w oraz

(
Λ0ϕ,w

)′
≡Mϕ∗,w,

gdzie

‖f‖(Λϕ,w)′ = ‖f‖
0
Mϕ∗,w

= inf
k>0

{1
k
(Pϕ∗,w (kf) + 1)

}
,

‖f‖(Λ0ϕ,w)′ = ‖f‖Mϕ∗,w = inf{λ > 0 : Pϕ∗,w (f/λ) þ 1},

natomiast

Pϕ∗,w (f) = inf
{ ∫

I
ϕ∗ (f

∗(t)/|g(t)|) |g(t)|dt : g ≺ w
}
.

Jeśli ponadto W (∞) =∞ dla I = [0,∞), to

Pϕ∗,w (f) =
∫

I
ϕ∗((f

∗)0(t)/w(t))w(t)dt =
∫

I
ϕ∗(f

∗(t)/wf
∗

(t))wf
∗

(t)dt,

gdzie (f ∗)0 to funkcja poziomu funkcji f ∗ względem wagi w, natomiast wf
∗

to odwrotna
funkcja poziomu wagi w względem funkcji f ∗.
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Na koniec rzućmy nieco światła na związki pomiędzy omówionymi w tym rozdziale
wynikami, a przestrzeniami Cesàro (w częściowo przeglądowej pracy [R5] ten temat omó-
wiono dokładnie). Jak wspomnieliśmy na początku tego rozdziału, inny punkt widzenia
na funkcje poziomu zaproponował Lorentz w swoim opisie przestrzeni dualnej do Λp,w. Je-
go idee w serii prac [82, 83, 84, 87] rozwinął Sinnamon definiując tzw. przestrzenie dolne
DX i związane z nimi funkcje poziomu.
Dla danej przestrzeni symetrycznej Xw na I (przy czym symetrię rozumiemy tutaj nie-

co ogólniej niż wczęśniej, tzn. miarę Lebesgue’a z definicji funkcji dystrybucji zastępujemy
miarą w(t)dt), przestrzeń dolna DXw zadana jest normą

‖f‖DXw = inf{
∫

I
|f(t)|g(t)w(t)dt : ‖g‖X′w þ 1 oraz 0 þ g ↓}.

Z definicji tej oraz opisu przestrzeni dualnej do CX wynika wprost, że dla I = [0,∞) oraz
w ≡ 1 zachodzi równość CX = DX, przy czym normy obu przestrzeni są równoważne. W
mniejszej lub większej ogólności relacje takie funkcjonują w literaturze pod hasłem formuły
Sawyera [34, 46, 53]. Z drugiej strony, Sinnamon wykazał, że dokładną normę na DXw
można wyrazić w terminach funkcji poziomu (Sinnamona) f s funkcji f w następujący
sposób

‖f‖DXw = ‖f
s‖Xw .

Samą funkcję f s definiuje się nieco inaczej, niż funkcję poziomu Halperina f 0. Są one
jednak związane formułą

f o = (
f

w
)sw, (4.4)

(zob. [R5]).
Opisane wyżej relacje pozwalają powiązać wyniki Sinnamona z problemem opisu prze-

strzeni dualnych do przestrzeni Orlicza–Lorentza. W efekcie w pracy [R5] przedstawiono
alternatywny dowód Twierdzenia 4.9.5, oparty właśnie o funkcje poziomu Sinnamona oraz
przestrzenie dolne. Co więcej, podejście to pozwoliło usunąć założenieW (∞) =∞ na wa-
gę w z Twierdzenia 4.9.5 oraz dopuszcza wszystkie funkcje Orlicza, nie tylko N -funkcje
(zob. [R5, Twierdzenie 5.2]).
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47 (2001), no. 4, 2695–2702.

[24] Y. Cui, C. Meng and R. Płuciennik, Banach-Saks property and property (β) in Cesàro
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space H2(D), J. Math. Anal. Appl. 407 (2013), no. 2, 387–397.

[28] G. P. Curbera and W. J. Ricker, Solid extensions of the Cesàro operator on lp and
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of Operators acting in Function Spaces, Birkhäuser-Verlag, Basel-Berlin-Boston 2008.
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06)), 09–16.11.2014, na zaproszenie prof. Y. Raynaud

• Uniwersytet Nowy w Lizbonie (Universidade Nova de Lisboa), 21.10–03.11.2016, na
zaproszenie prof. A. Yu. Karlovicha

• Uniwersytet Karola w Pradze (Charles University) i Politechnika Czeska w Pra-
dze (Czech Technical University in Prague); 02–05.06.2019, na zaproszenie dr. F.
Soudsky’ego i dr. T. Roskoveca

5.3 Referaty wygłoszone na konferencjach krajowych i między-

narodowych

(i) Selected properties of Calderón–Lozanovskĭı construction, Function Spaces, Differen-
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tion theorems, (praca w j. angielskim), 2015, mgr M. Żyluk jest obecnie doktorantem
na Uniwersytecie w Memphis pod opieką prof. Anny Kamińskiej

• promotor pracy magisterskiej: Dawid Połomka, Funkcja dzeta Riemanna i jej związki
z liczbami pierwszymi, 2017

• promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim: Jakub Tomaszewski, Przestrzenie
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