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Streszczenie

Celem rozprawy doktorskiej jest zaproponowanie testow dotyczacych struktur kowa-
riancyjnych w modelach podwodjnie wielowymiarowych. Ze wzgledu na hierarchiczny
charakter rozwazanych eksperymentéow odpowiednimi strukturami sa macierze blo-
kowe. W pracy rozwaza sie struktury blokowe nalezace do podprzestrzeni kwadrato-
wych. Proponowane testy obejmuja test ilorazu wiarogodnosci, test wynikowy Rao
oraz test Walda. Wymienione testy poréwnywane sa ze soba ze wzgledu na szybkos¢
zbieznosci do granicznego rozktadu chi-kwadrat oraz moc. Do poréwnania uzyto me-
tod symulacyjnych. Ponadto, poniewaz w kazdym rozwazanym tescie istotng role
odgrywaja estymatory najwiekszej wiarogodnosci nieznanych parametrow, w pracy
pokazano, ze estymatory te mozna uzyskaé¢ przez rzutowanie na odpowiednig pod-
przestrzen kwadratows. Przedstawione wyniki zilustrowano na przyktadzie danych

rzeczywistych.

Abstract

The aim of the Ph. D. dissertation is to propose tests for covariance structures in
doubly multivariate models. Due to the hierarchical nature of the considered experi-
ments, block matrices are appropriate structures. The work considers block structures
belonging to the quadratic subspaces. The proposed tests include the likelihood ratio
test, the Rao score test and the Wald test. The mentioned tests are compared with
each other in terms of the speed of convergence to the limiting chi-square distribution
and the power. For the comparison simulation methods were used. Moreover, since
the maximum likelihood estimators of unknown parameters have an important role
in each considered test, the work shows that these estimators can be obtained by
projecting onto an appropriate quadratic subspace. Presented results are illustrated

using real data example.






Wykaz wazniejszych skrotéw i oznaczen

vec(e)  — operator wektoryzowania macierzy
® — iloczyn Kroneckera
BTr(e) — operator sladu blokowego
BSum(e) — operaotr sumy blokowej
PTr(e) — operator sladu czesciowego
(o, 0) — iloczyn skalarny
Py — operator rzutu ortogonalnego na przestrzen kolumn macierzy A;
Py=A(A'A) A’
Q4 — operator rzutu ortogonalnego na dopekienie ortogonalne

przestrzeni kolumn macierzy A; Q,=1—Py

3 Q2 — macierze kowariancji
n — wektor srednich
K. — macierz komutacji stopnia mn
D,, — macierz duplikacji wymiaru m x m(m + 1)/2
I, BI — struktura proporcjonalna do macierzy jednostkowej

i jej blokowy odpowiednik

D,BD — struktura diagonalna i blokowo diagonalna
CS,BCS — struktura kompletnej symetrii i blokowej kompletnej symetrii
CT,BCT — struktura kotowej macierzy Toeplitza i blokowej kotowe;j
macierzy Toeplitza
LRT — test ilorazu wiarogodnosci
RST — test wynikowy Rao
WT — test Walda
FT — F-test
RLRT — test Roya
S — wektor wynikowy
F — macierz informacji Fishera
fE — entropijna funkcja straty
i — skorygowana rozbieznosé






Wstep

W obecnych czasach, w wielu dziedzinach nauki, gromadzone sa ogromne zesta-
wy danych. Podczas eksperymentéw w fizyce, ekonomii, biologii, genetyce, infor-
matyce itd. na kazdej jednostce eksperymentalnej mierzonych jest wiele cech, przy
czym pomiary te moga by¢ powtarzane w réznych lokalizacjach, punktach czaso-
wych, na réznych wysokosciach, czy tez glebokosciach. Wtasciwym modelem eks-
perymentéw, w ktorym mierzonych jest wiele cech, jest model wielowymiarowy.
W przypadku, gdy pomiary sa powtarzane, do analizy eksperymentu wykorzystuje si¢
model podwdjnie wielowymiarowy. W obu przypadkach zaleznosci miedzy cechami
i/lub powtérzeniami wyrazi¢ mozna za pomoca szczegdlnej struktury kowariancyjne;.

W wielu eksperymentach liczba jednostek eksperymentalnych jest mniejsza od
liczby badanych cech, czego konsekwencja jest nieefektywna/bledna analiza staty-
styczna. Mowi sie wéwcezas, ze wystapil problem wysokiej-wymiarowosci danych (ang.
high-dimensionality). W takich przypadkach klasyczne metody wnioskowania zazwy-
czaj zawodza. Jednym ze sposobéw rozwigzania problemu wysoko-wymiarowosci jest
natozenie pewnych ograniczen na rozwazany model statystyczny, skutkujacy zmniej-
szeniem liczby nieznanych parametréw. W literaturze zazwyczaj ograniczenia te do-
tycza wartosci oczekiwanej lub macierzy kowariancji. W niniejszej pracy rozwazony
jest ten drugi przypadek. Istotne jest tutaj zweryfikowanie, jaka struktura kowa-
riancyjna najlepiej odzwierciedla zaleznosci pomiedzy zmiennymi i w jaki sposéb ja
wyestymowac. Do identyfikacji struktury kowariancyjnej mozna wykorzystaé¢ metody
graficzne, algebraiczne lub statystyczne, czyli testowanie hipotez.

Gl6éwnymi celami niniejszej rozprawy jest zaproponowanie metod estymacji struk-
tur kowariancyjnych nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych oraz testow staty-
stycznych pozwalajacych na odpowiedni dobér struktury kowariancyjnej. Omowione
testy zostaly poréwnane miedzy soba oraz z testami statystycznymi rozwazanymi w
literaturze ze wzgledu na szybko$¢ zbieznosci, odpornosé na zaburzenie normalnosci

rozktadu obserwacji oraz moc.
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Rozprawa sktada sie z czterech rozdziatéow i podsumowania. Pierwszy rozdzial
zawiera wprowadzenie do rozwazanych zagadnien. Zaprezentowano w nim najwaz-
niejsze definicje, ktore maja istotne znaczenie w dalszej czesci pracy, zaczynajac
od zdefiniowania modelu i przedstawienia struktur kowariancyjnych nalezacych do
podprzestrzeni kwadratowych, obejmujacych miedzy innymi blokowa strukture dia-
gonalng, blokowa strukture kompletnej symetrii, czy tez blokows strukture kotowej
macierzy Toeplitza. Przedstawiono réwniez postaé statystyk testowych takich jak
statystyka ilorazu wiarogodnodci, statystyka wynikowa Rao oraz statystyka Walda.
Zdefiniowano takze wykorzystywane w rozprawie wybrane przeksztalcenia macierzy
takie jak operatory sladu blokowego, sumy blokowej, czy $ladu cze$ciowego, jak row-
niez zasady rézniczkowania macierzy. Na koniec opisano rzeczywisty eksperyment,

ktory postuzy do zilustrowania gtéwnych wynikéw rozprawy.

Kolejne rozdziaty rozprawy zawieraja gtéwne wyniki pracy. W Rozdziale 2 dla
modelu z nieznanymi wartosciag oczekiwang i macierzg kowariancji podano warun-
ki konieczne i dostateczne na to, aby estymator najwiekszej wiarogodnosci liniowej
struktury kowariancyjnej nalezacej do podprzestrzeni kwadratowej miat jawng postac
oraz udowodniono, ze estymator ten moze by¢ reprezentowany przez rzut estymato-
ra najwiekszej wiarogodnosci macierzy kowariancji bez struktury na przestrzen ma-
cierzy o rozwazanej strukturze. Przedstawione twierdzenia zilustrowano przyktada-
mi estymacji struktur kowariancyjnych w standardowym modelu wielowymiarowym,

modelu podwojnie wielowymiarowym oraz modelu krzywych wzrostu.

W Rozdziale 3 rozwazono standardowy model podwdjnie wielowymiarowy, dla
ktorego macierz kowariancji o strukturze blokowej nalezy do podprzestrzeni kwa-
dratowej. Zaproponowano testy statystyczne weryfikujace nalezacag do komutatyw-
nej podprzestrzeni kwadratowej strukture zaleznosci miedzy- i wewnatrzklasowych.
Wyprowadzono postaé¢ statystyki ilorazu wiarogodnosci wraz z jej doktadnym roz-
ktadem prawdopodobienstwa, a takze wyznaczono postac statystyki wynikowej Rao.
Przy wykorzystaniu badan symulacyjnych poréwnano szybko$¢ zbieznosci powyz-

szych statystyk testowych do rozktadu granicznego oraz moce obu testow. Na koniec
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przedstawione testy zilustrowano przyktadem rzeczywistym.

Rozdziatl 4 dotyczy standardowego modelu podwdjnie wielowymiarowego z blo-
kowa struktura kompletnej symetrii macierzy kowariancji. Dla testu hipotezy o nie-
zaleznosci miedzyklasowej wyprowadzono statystyke ilorazu wiarogodnosci wraz z
jej doktadnym rozktadem, wyznaczono statystyke testu wynikowego Rao oraz testu
Walda. W badaniach symulacyjnych poréwnano wspomniane statystyki testowe ze
statystykami istniejacymi w literaturze pod katem szybkosci zbieznosci do rozktadu
granicznego, odpornosci na zaburzenie normalnosci rozktadu obserwacji oraz moc.
Przedstawione testy zilustrowano danymi rzeczywistymi.

Ostatnia czes¢ rozprawy to podsumowanie i analiza najwazniejszych wnioskoéw z

pracy.
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1 Wprowadzenie

1.1 Model

W pracy zostaly rozwazone eksperymenty, w ktérych na n jednostkach doswiadczal-
nych mierzonych jest m cech, ktére moga by¢ powtdérzone g—krotnie w czasie, na
roznych glebokosciach, wysokosciach, czy lokalizacjach. Odpowiednimi modelami ta-
kich eksperymentéw moze by¢ standardowy model wielowymiarowy (gdy m = 1 lub
q = 1) badz model podwdjnie wielowymiarowy (m,q > 2).

Niech y; = (¥i1, Y2, - - - Yim) bedzie m-wymiarowym wektorem obserwacji cech
na i-tej jednostce do$wiadczalnej, gdzie ¢ = 1,...,n. Dla standardowego modelu

wielowymiarowego (z ¢ = 1) macierz obserwacji przedstawi¢ mozna w postaci

Y
/
v — Yo

/

Yn

nxm

W przypadku modeli podwdjnie wielowymiarowych macierz obserwacji jest natural-
nym rozszerzeniem przypadku wielowymiarowego, gdzie zamiast jednej obserwacji
kazdej cechy (na kazdym obiekcie) pomiary powtarzane sa g—krotnie, np. w roz-
nych lokalizacjach. Wowczas obserwacje moga by¢ wyrazone poprzez trojindeksowa

macierz ) (tensor 3-go rzedu) wymiaru n X m X ¢, jak na Rysunku 1.

Y11k  ---  Yigk
Ynlk aue Yngk /k; — 1 m
goeey

Rysunek 1: Wizualizacja tensora Y € R,,xqxm-
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Tensor ) mozna réwniez przedstawié¢ jak na Rysunku 2: Y przedstawia n ma-
cierzy Y, wymiaru m x ¢, ustawionych jedna pod druga, Y® przedstawia ¢ macierzy
Y; wymiaru n x m ustawionych jedna obok drugiej; natomiast VO przedstawia m
macierzy Y, o wymiarach n x ¢ utozonych jedna za druga. Wizualizacje te pozwalaja
w prosty sposéb sprowadzi¢ tensor ) do postaci macierzowej, to znaczy wektoryzujac
macierze Y;, Y, oraz Y, z powyzszych wizualizacji oraz transponujac odpowiednie
wektory, macierz trojindeksowa ) moze zosta¢ przeksztatcona do macierzy o wymia-

rach odpowiednio: n X mgq, q X nm, m X nq. Istotnie,

vec' Y,
) vec' Yo .
Y\ ) € Ruxmg: Yi €ERpygot=1,...,n,

vecd' Y,

vec' Y,

@ ved' Yo ]
Y . . eRanma Yj ERTLXm).] = 17"'7Q7

vec' Y,

vec' Y,

@) vec' Yo
Y _ €ERyxng, Yr€R,yg,k=1,...,m,

vec' Y,
gdzie ,vec” jest operatorem wektoryzowania macierzy, czyli ustawienia jej kolumn
jedna pod druga.

W dalszej czesci rozprawy wykorzystywana bedzie transformacja przeksztalca-
jaca w macierz tensor Y. Dla ulatwienia zapisu oznaczana ona bedzie przez Y,
a rozroznienie miedzy modelem wielowymiarowym a podwdjnie wielowymiarowym

wynika¢ bedzie z kontekstu rozwazanego zagadnienia.
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3 4

n

n|

Y, m

ym Yy )
Rysunek 2: Wizualizacja danych trojwymiarowych z wykorzystaniem macierzy.

Zatozmy, ze kazdy z n niezaleznych wektoréw losowych y, =vecY,;, i =1,...,n,
ma rozktad normalny z wartoscia oczekiwana E(y,) = vec M, gdzie M jest dowolna
macierza wymiaru m X ¢, i z macierza kowariancji (wariancji-kowariancji, dyspersji)
D(y,) = Q, gdzie Q € R, xgm. Przyjmujac oznaczenie vec M = p mozemy zapisac,

ze macierz obserwacji Y = (y1,ys, .-, ¥,) ma macierzowy rozklad normalny postaci
Y ~ Npmg(Lnpt, 1, ), (1.1)

gdzie 1, jest n-wymiarowym wektorem o sktadowych réwnych 1, a I,, jest macie-
rzg jednostkowsq stopnia n. Zgodnie z definicjg macierzowego rozktadu normalnego
DY) = D(vecY) = Q@ ® I, gdzie ® oznacza iloczyn Kroneckera; por. Kollo, von
Rosen (2005). Ponadto, dla ¢ = 1 (lub m = 1) model (1.1) redukuje sie do standar-

dowego modelu wielowymiarowego, ktory bez straty ogdélnosci zapiszemy w postaci
Y ~ Nn,m<1nu’/7 In7 Q)a (12)

gdzie p jest wektorem m-wymiarowym, a {2 macierzg stopnia m.
Gléwnym celem rozprawy jest estymacja i testowanie struktury macierzy kowa-

riancji Q. W modelu (1.1), w ktérym €2 jest dowolng macierza symetryczna, okreslong
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dodatnio, jednymi z najczesciej wykorzystywanych estymatoréw macierzy kowarian-
¢ji jest macierz kowariancji z proby, S; = ﬁY’QnY, oraz estymator najwiekszej
wiarogodnosci (ang. mazimum likelihood estimator - MLE) macierzy kowariancji €2,
postaci S = %Y’QHY, gdzie Q, = Q;, z Q4 bedacym operatorem rzutu ortogonal-
nego na dopetienie ortogonalne przestrzeni kolumn macierzy A wymiaru ny; X no,
tojest Q, =1,, — A(A’A)"'A"

Zauwazmy, ze jesli mq > n, macierz S jest osobliwa, natomiast dla n bliskie-
go mgq jest macierzg zle uwarunkowang numerycznie, co moze prowadzi¢ do blednej
analizy statystycznej, por. Ledoit, Wolf (2004). Jednym z rozwiazan tego problemu
jest zatozenie, ze macierz kowariancji posiada pewna, Scisle okreslong, strukture. Za-
bieg ten pozwala zredukowac liczbe nieznanych parametréw macierzy kowariancji,
mq(mq + 1)/2, nawet do liczby niezaleznej od liczby cech i powtérzen. Jesli dys-
ponujemy informacjami a priori dotyczacymi struktury kowariancyjnej, zwigzanymi
przyktadowo ze sposobem przeprowadzania doswiadczenia, czy tez wiedza eksperc-
ka, to bez problemu mozemy dopasowa¢ odpowiednig strukture. Jesli jednak takiej
wiedzy nie posiadamy, nalezy zaproponowaé¢ metody identyfikacji takiej struktury;
por. Filipiak i in. (2021). Szczegd6lne struktury kowariancyjne, rozwazane w niniejszej

rozprawie, zostaty przedstawione w Rozdziale 1.2.

W literaturze rozwaza si¢ rowniez rozne struktury wartosci oczekiwanej, na przy-

ktad:

e model o stalym wektorze wartosci oczekiwanych, u, dla kazdego powtorzenia
Y ~ Nn,mq(lnu’(lg ® 1), 1, €2),
gdzie p jest wektorem m-wymiarowym, por. Liang i in. (2021);
e model krzywych wzrostu, ktory bez straty ogolnosci mozemy zapisac jako
Y ~ N,..(XBZ,1,,Q), (1.3)

gdzie B jest macierza nieznanych parametréw wymiaru p; X po, przy p; < n,
natomiast X i Z sg znanymi macierzami ukltadu, wymiaru n X p; i ps X m,

odpowiednio, por. Kollo, von Rosen (2005).
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1.2 Struktury kowariancyjne

W niniejszej rozprawie uwzglednione zostang struktury kowariancyjne, ktére nale-
za do kwadratowej podprzestrzeni V. Przypomnijmy, ze przestrzen liniowa V' jest
podprzestrzenia kwadratowa, jeéli Q € V implikuje, ze Q* € V; Seely (1971). Nale-
zy rowniez wspomnie¢, ze podprzestrzen kwadratowa jest komutatywna, jezeli dwie
dowolne macierze nalezace do V komutuja.

Jedna z najszerszych podprzestrzeni kwadratowych tworza macierze symetrycz-
ne, jednak ze wzgledu na mozliwg duza liczbe nieznanych parametréw, przedmio-
tem zainteresowania w niniejszej rozprawie beda pewne szczegdlne, znane z lite-
ratury, struktury kowariancyjne (nalezace do podprzestrzeni przestrzeni macierzy
symetrycznych), miedzy innymi macierz proporcjonalna do macierzy jednostkowej,
macierz diagonalna, macierz kompletnej symetrii czy kotowa macierz Toeplitza, zdefi-
niowane ponizej. Macierze kowariancji o zadanej strukturze oznaczane beda w pracy
przez ¥ i indeksowane beda odpowiednim skrotem odnoszacym sie do rozwazanej
struktury. Dla uproszczenia, definiujac kolejne struktury kowariancyjne przyjmijmy,

ze m=1.

Najprostsza struktura kowariancyjna jest macierz proporcjonalna do macierzy

jednostkowej (ang. spherical structure, sphericity) postaci

Y= COIqu

gdzie ¢g € RT. Jednym z jej uogdlnien jest macierz o strukturze diagonalnej (D)

postaci

3p = Diag(cy, ¢z, ..., ¢q),

gdzie c; e RT dlai=1,2,...,q.
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Strukture 3; mozna réwniez uogoélni¢ na przypadek, gdzie poza gtéwna przekat-
ng nie mamy wartosci zerowych, a pewng statg warto$é¢. Taka strukture, nazywana

struktura kompletnej symetrii (ang. compound symmetry - CS), mozna zapisaé jako
p P
1

ECS = 0'2

1
p
p =o” [(1 = p)I, + pL,1)), (1.4)

p ... p p 1

gdzie 02 € RT oraz, w celu zapewnienia dodatniej okredlono$ci macierzy o struktu-
rze CS, p € (—=1/(¢ — 1),1). Poniewaz kowariancja nie zalezy od odlegtosci miedzy
kolejnymi pomiarami (punktami czasowymi, lokalizacjami itp.), strukture CS nazy-
wa sie rOwniez przemienng (ang. exchangeable); por. m.in. Koziot i in. (2017), Roy
i in. (2018), Zezula i in. (2018). Macierz o strukturze CS mozna takze przedstawié
wykorzystujac operatory P, = Py, gdzie P, = A(A’A)"*A’ jest operatorem rzutu

ortogonalnego na przestrzen kolumn macierzy A oraz Q, =1, — P, jako

Yos =P, +0Q,, (1.5)

gdzie 7,8 > 0 oraz, na podstawie parametryzacji (1.4), v = o?[1 + (¢ — 1)p],
§=oc%(1-p).

Kolejna interesujaca nas struktura jest struktura kotowej macierzy Toeplitza (ang.

circular Toeplitz - CT), postaci

L p1 p2 ps ... p2 M
proLoprop2 e ps 2
p2pr 1 p1 o ps ops
Yor = o ps p2 pr L T ps o pa
p2 ps pa - 1o p
pr p2 ps - eopr 1
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B { o? [Iq + Rl i+ C’i)] dla ¢ nieparzystego (1.6)

B o? [Iq 4yt pi(C'+C") + pq/gCQ/Q} dla ¢ parzystego,

gdzie p; € R, i =1,...,]q/2] lub i =1,...,q/2 — 1, sa dobrane tak, aby zapew-
ni¢ dodatnig okreslonosé macierzy Yo, symbol |-| oznacza czesé catkowita z liczby,
natomiast C jest macierzg permutacyjng generujaca macierze kotowe, to znaczy ma-
cierza o elementach rownych zero za wyjatkiem pierwszej przekatnej pod przekatna
gtéwna i prawego gérnego naroznika, gdzie elementy sa rowne 1; por. Olkin, Press
(1969). Notacja C" oznacza i-tq potege macierzy C. Rozwazana struktura moze by¢
stosowana do opisu zjawisk, dla ktorych zaleznos¢ pomiedzy rownoodlegtymi od sie-
bie punktami czasowymi/lokalizacjami jest taka sama.

Na podstawie pracy Seely (1971, Lemat 6) wiadomo, ze warunkiem koniecznym i
wystarczajacym, aby przestrzen V byta komutatywna podprzestrzenia kwadratows,
jest istnienie bazy ortogonalnej {V1, Vy, ..., V,}, gdzie kazda macierz V; jest idem-
potentna, tzn. V? = V,, oraz V;V; = 0 dla kazdego ¢ # j, 1,5 = 1...,v. Z uwagi
na to, ze wszystkie wspomniane struktury kowariancyjne rozwazane w pracy naleza
do komutatywnej podprzestrzeni kwadratowej, moga by¢ zapisane jako kombinacje

liniowe macierzy bazowych, tzn.

v

== AV (1.7)

i=1

Jeden z mozliwych sposobéw konstrukeji macierzy V;, ¢+ = 1,...,v, bazuje na roz-
ktadzie spektralnym. Jezeli przez G oznaczymy macierz, ktorej kolumny stanowia
ortonormalne wektory wlasne (€, k = 1,...,q) rozwazanej struktury kowariancyjne;
oraz przez G;, 1 = 1,...,v, v < ¢, oznaczymy podmacierze macierzy G sktadajace
si¢ z wektoréw wlasnych odpowiadajacych tej samej wartodci wiasnej, to V; = G;G..

Dla wymienionych struktur rozktady spektralne prezentuja sie nastepujaco:
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- X G=I,v=1 astad V; =1

- Yp: G = (er,es,...,6) =1, v=gq,astad V,=e;e,, i =1,...,v, gdzie
e; jest wektorem o i-tej sktadowej réwnej 1 i pozostatych sktadowych rownych
0;

- Yes: G = (ﬁlq : Ggo1), v = 2, astad V; = %lqlg, Vy = GG,

gdzie G,_; sklada si¢ z ¢ — 1 wektoréw wtasnych, ortogonalnych do 1,; por.
Olkin, Press (1969). Warto zauwazy¢, ze U; = P, oraz Uy = Q

@

- Yo G= (%1(1,22, .oy 4y), v =[141], astad otrzymujemy V, = %lqlf],
V,=(¢: £q7i+2)(£i : eq7i+2)/7 1=2,...,v—1,

) 88, ) (8, £,41)" dla g nieparzystego
£,L, dla ¢ parzystego,

v

gdzie j-ta sktadowa wektora £; jest postaci

4= {cos |Z(i = 1)(j — 1)] +sin [2(i — 1)(j — D]} ; (1.8)
por. Basilevsky (1983), Olkin, Press (1969).

Warto nadmieni¢, ze w przypadku macierzy €2 nieposiadajacej struktury, zazwy-
czaj jako baze ortonormalng przyjmuje sie zbiér macierzy generujgcych macierze
symetryczne. Wowczas macierze A; = E; dlai=1,...,q oraz A;; = %(EU + E;j)
dlai < jorazi,j=1,...q, gdzie E;; jest macierzg zerowg z wyjatkiem jednego ele-
mentu, rownego 1, znajdujacego sie w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, stanowia baze
ortonormalng macierzy symetrycznej. Poniewaz przestrzen macierzy symetrycznych
nie jest komutatywna, macierze A;j, 4,7 = 1,...,¢, nie s ortogonalne w $cistym

sensie.
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Naturalnymi uogoélnieniami powyzszych struktur kowariancyjnych na modele po-
dwdjnie wielowymiarowe, gdzie m > 1, sg ich blokowe odpowiedniki, to znaczy struk-
tury, w ktorych elementy skalarne poszczegdlnych macierzy 3 zastapione zostaty

przez macierze stopnia m. Otrzymujemy wowczas odpowiednio:

- macierz blokowo diagonalng z takimi samymi blokami, ¥p; = I, ® A, gdzie A

jest macierza stopnia m okreslona dodatnio;
- macierz o blokowej strukturze diagonalnej (ang. block diagonal - BD):
3pp = BDiag(Ay, Ag, ..., Ay),
gdzie A;, @ =1,...,q, sg macierzami stopnia m okreslonymi dodatnio;

- macierz o blokowej strukturze kompletnej symetrii (ang. block compound sym-
metry - BCS):

EBCS = (]_q]_; - Iq) (059 ]_-‘1 + Iq X I‘O (19&)

= Q,®A; +P,® Ay, (1.9b)

gdzie macierz I'y, stopnia m, jest symetryczna i okreslona dodatnio, I'y, réwniez

stopnia m, jest symetryczna i dobrana tak, aby macierz Ypgcg byta okreslona

dodatnio, natomiast w zapisie wykorzystujacym rozktad spektralny macierze
Al = FO — Fl oraz Ag = F() + (q — 1)F1 (110)
sa symetrycznymi macierzami okreslonymi dodatnio;

- macierz o blokowej strukturze kotowej macierzy Toeplitza (ang. block circular
Toeplitz - BCT):
Ser — { I, T + Ziﬁ/fj (Ci‘—l— C'i? ® T dla ¢ nieparzystego
I, @0+ Z?ffl(Cz +CH I +C? e T',/2 dla ¢ parzystego,
gdzie symetryczna, okreslona dodatnio macierz I'y stopnia m oraz symetryczne
macierze I';, i = 1,2, ..., |¢/2] lub (¢/2 — 1) réwniez stopnia m sa dobrane tak,
aby Xpcr byta okredlona dodatnio.
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W ogélnosci rozwazane struktury blokowe mozna przedstawic¢ jako

by :ZV:Vi®Ai, (1.11)
i=1
gdzie V;, 1 =1, ..., v, sa macierzami bazowymi stopnia ¢ komutatywnej podprzestrze-
ni kwadratowej V, oraz A;, i = 1,...,r, sa symetrycznymi okreslonymi dodatnio
macierzami stopnia m. Zauwazmy, ze podprzestrzenie macierzy o strukturach roz-
wazanych w niniejszej rozprawie w przypadku modeli podwéjnie wielowymiarowych
naleza do podprzestrzeni kwadratowych, lecz nie komutatywnych.

Struktury reprezentowane przez macierze bazowe V,;, i = 1,... v, przedstawiaja
zaleznosci miedzy wektorami obserwacji zwiazanymi z powtorzeniami. W niniejszej
rozprawie bedziemy je nazywaé zaleznosciami miedzyklasowymi. W przypadku, gdy
na macierze reprezentowane przez A; natozymy jedna z rozwazanych struktur, be-
dziemy moéwic¢ o zaleznodciach wewnatrzklasowych. W celu sprecyzowania rozwaza-
nej struktury uzywaé bedziemy notacji z podwéjnym indeksem dolnym, na przyktad,
macierze o strukturze BCS, dla ktérych podbloki sa macierzami stopnia m o struk-
turze CS oznaczane beda przez Ypcs_cs, natomiast macierze o strukturze BCT, dla

ktérych podbloki sa macierzami stopnia m o strukturze CS oznaczane beda przez

YBCT_CS-

1.3 Testowanie hipotez

Testowaniem hipotez zwigzanych ze strukturg macierzy kowariancji w modelach wie-
lowymiarowych zajmowano si¢ juz w pierwszej potowie ubieglego wieku. Testy sta-
tystyczne dotyczace macierzy kowariancji o strukturze proporcjonalnej do macierzy
jednostkowej zaproponowane zostaly w pracy Mauchly (1940), Girshick (1941) oraz
Gleser (1966). W literaturze zajmowano sie réwniez pozostatymi strukturami kowa-
riancyjnymi rozwazanymi i przedstawionymi w niniejszej pracy. Macierz kowariancji o
strukturze CS byla testowana w pracy Wilks (1946). Podobne zagadnienie dotyczace

sredniej dla modelu wielowymiarowego i struktury CS rozwazal Geisser (1963), ktory
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zaproponowal statystyke testows sktadajaca sie z liniowej kombinacji dwoch nieza-
leznych rozktadéw F. Zaproponowanie statystyk testowych dla hipotez badajacych,
czy macierz kowariancji posiada konkretna strukture zostato rowniez przedstawione
w pracy Olkin, Press (1969). Testowali oni, czy macierz kowariancji ma strukture D
lub CS przeciwko strukturze CT, a takze czy posiada strukture CT przeciwko do-
wolnej macierzy bez zalozonej struktury. Natomiast w pracy Krishnaiah, Lee (1976)
rozwazono zagadnienie testowania hipotezy dla macierzy kowariancji posiadajacej
strukture liniowa. Co wiecej, przy zatozeniu, ze macierz kowariancji posiada strukture
CT, autorzy sformutowali statystyki testowe dla testow wartosci sredniej sprawdza-
jace, czy Srednie wynoszg zero, czy tez sa rowne sobie wobec hipotezy alternatywnej,
ze Srednie sa dowolne. Zaleznos¢ kotowa zostata rowniez rozwazona w pracach Eaton

(1983) oraz Nahtman, von Rosen (2008).

W literaturze rozwazano rowniez testowanie struktur kowariancyjnych dla modeli
podwojnie wielowymiarowych. Bardzo czesto interesujace zmienne mozna w natural-
ny sposob podzieli¢ na pewne grupy, z pewnymi wzorcami zaleznosci dla zmiennych
z réznych grup (zaleznosé miedzyklasowa) i/lub pewnymi wzorcami zaleznosci dla
zmiennych w obrebie kazdej grupy (zalezno$¢ wewnatrzklasowa). Przyktadowo, ko-
towa zalezno$¢ w blokach macierzy, ktéra prowadzi do struktury BCT, rozwazano
w pracy Olkin (1973). Co wiecej, zatozenie rownej zaleznosci miedzy dowolna para
zmiennych z réznych grup skutkuje struktura BCS, wprowadzona przez Rao (1945,
1953), gdzie badany byl problem dyskryminacji grup odmiennych genetycznie. Ba-
dania struktury kowariancji BCS rozwazane byly réwniez w pracach Arnold (1973,
1979). Zastosowanie struktury BCS w wielowymiarowych zagadnieniach danych prze-
dziatowych pokazano w Hao i in. (2015). W pracy Roy i in. (2015) podano procedure
testowa dla réwnosci wektoréw $rednich dla danych podwdjnie wielowymiarowych

majacych strukture BCS.

W literaturze mozemy znalez¢ wiele przyktadéw testowania struktur kowarian-
cyjnych statystykami uwzglednionymi réwniez w niniejszej pracy. Test ilorazu wia-

rogodnosci (LRT) i test wynikowy Rao (RST) do testowania struktury kowariancji
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BCS przedstawiono w pracach Roy, Leiva (2011), Roy i in. (2018) oraz Filipiak,
Klein (2021). Statystyki testowe dla testéw sprawdzajacych réwnos¢ wektoréw sred-
nich, przy zatozeniu modelu podwdjnie wielowymiarowego ze strukturg kowariancyj-
na BCS, zaproponowano w pracach Zezula i in. (2018) oraz Zmyélony i in. (2018).
Asymptotyczny rozktad normalny LRT przy zatozeniu wymiaru kazdego z blokéw i
wielkosci préby dazacej do nieskorniczonosci zostal zaprezentowany w Sun, Xie (2020).
Niedawno Liang i in. (2021) wyprowadzili test LRT do jednoczesnego testowania
rownosci wektoréw srednich i réwnosci podblokéw macierzy kowariancji o struktu-
rze BCS, posiadajacych strukture CS lub CT, w przeciwienstwie do podblokéw bez
zatozonej struktury.

W niniejszej rozprawie rozwazaé¢ bedziemy ogolna hipoteze dotyczaca struktury

macierzy kowariancji postaci
HO HDINS W[) VS H1 X E Wl\Wo, (112)

gdzie W, jest pewna komutatywna podprzestrzeniag kwadratowa, WV, jest podprze-
strzenia kwadratowa (niekoniecznie komutatywna), natomiast symbol \ w hipotezie
alternatywnej oznacza przestrzen W; z wykluczeniem przestrzeni Wy i stuzy do
zapewnienia roztacznosci hipotez. Dla uproszczenia zapisu, struktury rozwazane w
hipotezach zerowej i alternatywnej bedziemy oznacza¢ odpowiednio przez 3 i 2.

W niniejszej rozprawie rozwazymy m.in. test LRT, test RST oraz test Walda
(WT). Przy zatozeniu modelu (1.1) w kazdym przypadku istotna role odgrywa funk-
cja wiarogodnosci L(p, 2;x), ktorej logarytm naturalny ma postaé

nmq

1
In L(p, ) = ——= In(2r) - gln Q= ST [(Y - L) @7 (Y - 1)

lloraz wiarogodnosci, w przypadku, gdy testujemy strukture kowariancyjna, de-
finiuje sie jako R

B ‘ EO |n/2

| » ) |n/2’

gdzie ¥, oraz X; sg estymatorami najwigkszej wiarogodnosci macierzy kowarian-

(1.13)

cji odpowiednio przy prawdziwosci hipotezy zerowej i alternatywnej; por. Anderson
(2003).
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Na podstawie (1.13) zauwazmy, ze statystyka testowa LRT, ktéra jest zalezna od
estymatorow najwiekszej wiarogodnodci zarowno przy prawdziwosci hipotezy zerowej

jak i alternatywnej, przyjmuje postac
LRT = —2InA = —2(In |Zo| — In |Z4]).

Statystyka testu RST, jest postaci

RST = s'(0)F1(0,)s(8,), (1.14)
gdzie s(80) jest wektorem wynikowym, ktérego elementami sa pochodne czastkowe
pierwszego rzedu zlogarytmowanej funkeji wiarogodnosci ze wzgledu na wektor pa-
rametréw @ przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy alternatywnej, F(6) jest macierza
informacji Fishera o wektorze parametréow 0 zawartej w Y, natomiast 6, jest esty-
matorem najwiekszej wiarogodnosci wektora @ przy prawdziwosci hipotezy zerowej;
por. Rao (2005). W odrdznieniu od statystyki LRT, statystyka RST jest funkcja es-
tymatora najwickszej wiarogodnosci wektora parametréw 6 tylko przy prawdziwosci
hipotezy zerowej.

Zauwazmy, ze hipotezy dotyczace struktur kowariancyjnych sa hipotezami ztozo-
nymi, ktére w ogdlnosci wyrazi¢ mozna jako w(0) = c, gdzie w jest r-wymiarowa
funkcja wektorows wektora parametréw 6@, przy czym r jest nie wieksze niz wymiar
0. natomiast c jest r-wymiarowym wektorem statych. Wéwczas statystyka testowa
Walda dla hipotezy Hy : w(0) = ¢, H,; : w(0) # c, na podstawie Rao (2005), jest
postaci

WT = (w(0) —c) A~ (6)(w(8) — c), (1.15)

gdzie A(0) = W(0)F '(0)W'(0) wraz z macierza W () bedaca macierza pochod-
nych funkcji w(0) wzgledem sktadowych €, F (@) jest macierza informacji Fishera o
wektorze parametréow @ oraz 0 jest estymatorem najwiekszej wiarogodnosci wektora
0 przy prawdziwosci hipotezy alternatywne;j.

Przedstawione powyzej testy, okreslane mianem ”Swietej trojcy”, wraz ze wzro-

stem wielkosci proby daza do rozktadu chi-kwadrat z liczbg stopni swobody réwna
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roznicy liczby nieznanych parametréw przy zatozeniu hipotezy alternatywnej i liczby
nieznanych parametréow przy zalozeniu hipotezy zerowej; Rao (2005).

Omowione w pracy testy zostana poréwnane m.in. pod katem ich mocy, czy-
li prawdopodobienstwa uniknigcia bledu drugiego rodzaju. Empiryczna moc testu
statystycznego obliczana jest w niniejszej pracy z wykorzystaniem badan symula-
cyjnych jako stosunek liczby odrzucen hipotezy zerowej przy prawdziwosci hipotezy
alternatywnej do liczby wszystkich powtorzen.

W analizie mocy testu istotna role odgrywa rozbieznos¢ miedzy hipotezami. Po-
niewaz w pracy zakladamy normalno$¢ modelu, jako miara rozbieznosci wykorzy-
stana zostanie entropijna funkcja straty (rozbieznosé Kullbacka-Leiblera, por. Stein,
1956; Lin i in., 2014), reprezentujaca rozbieznos¢ miedzy dwoma rozktadami normal-

nymi réznigcymi si¢ macierzg kowariancji, postaci
fE(an 21) = Tr(Zflﬁo) —1In |E;120| — mq (]_]_6)

Przy zadanej macierzy 3, wielkos¢ rozbieznosci miedzy hipotezami wyznacza ma-

cierz X, dla ktorej

C(io) = E{)Iéi];\l/o fE(EO; 21)

Zauwazmy, ze entropijna funkcja straty nie jest ograniczona z gory, dlatego do po-

rownania mocy testow wykorzystamy skorygowang rozbiezno$é postaci

~ 1
77(20) =1- T@o)’

sprowadzajaca wartosci rozbieznosci do przedziatu [0, 1).

1.4 Wybrane przeksztalcenia macierzy i ich wtasnosci

W niniejszej pracy wykorzystywane sa liczne wlasnosci macierzy i wektorow, dlatego
podamy teraz niezbedne definicje i wtasnosci operatoréw macierzowych, bazujace

glownie na pracy Magnus, Neudecker (1986).
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Nalezy przypomnie¢, ze operator ,vec” stuzy do wektoryzowania macierzy po-
przez ustawienie jej kolumn jedna pod druga. Ponizej zostaly przedstawione jego

wlasnosci.

Wtasnosci 1.1. (operatora vec i iloczynu Kroneckera)
Niech a, b bedg dwoma wektorami oraz niech macierze A, B, C bedg wymiarow,

pozwalajgcych na wykonanie ponizszych dziatan. Wowczas
(i) vec(ab’) =b ® a;
(it) ved A -vecB = Tr(A'B);
(i11) vec(ABC) = (C' ® A) vec B;
(iw) Tr(A®@B)=TrA - TrB;

(v)  dla kwadratowych macierzy A, B stopnia odpowiednio m oraz q

|A @ B[ = [A]7[B|".

Definicja 1.1. Niech A bedzie dowolng macierzg wymiaru m X q. Macierz permu-

tacyng K, , wymiaru mq x mq takq, zZe
K,,,vec A = vec A,
nazywamy macierzq komutacying.

7 powyzszej definicji wynika bezposrednio, ze jesli A jest macierza symetryczna
stopnia m, to K, ,, = I,,2. Ponadto, dla macierzy A i B wymiaru odpowiednio m X ¢

oraz n X p, prawdziwa jest zaleznosé
K,.(A®B)=(B®AK,,, (1.17)
a w konsekwencji, poniewaz K|, , = K,

K,..(A®B)K,, =B®A. (1.18)
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Definicja 1.2. Niech A bedzie kwadratowg, symetryczng macierzg stopnia m. Wow-
czas vech A jest operatorem wektoryzowania dolnego trojkgta macierzy A, a zatem
wektorem m(m + 1)/2-wymiarowym, powstajecym przez zapisanie kolumn dolnego

trojkgta macierzy A jedna pod druggq.

Definicja 1.3. Niech A bedzie dowolng kwadratowq i symetryczng macierzq stopnia

m. Macierz Dy, wymiaru m* x $m(m + 1) takg, Ze
D,,vech A = vec A,
nazywamy macierzq duplikacyi.

W pracy bedziemy wykorzystywa¢ réwniez nastepujaca wlasno$¢ zaczerpniety z
pracy Filipiak i in. (2016, Lemat 1).

Lemat 1.1. Dla dowolnej symetrycznej macierzy A stopnia m prawdziwe jest

D, = (ved A®D! )1, @ Ky @ L) (vec A~ @ 1,,2)
= (ved A®@D, )L, @ Kpm @1,) L2 @ vec A™H).

Niech D bedzie odwrotnoscia Moore’a - Penrose’a macierzy duplikacji D,,.
Woéwcezas Dijn = N,,, gdzie N,,, = %(Imz + K,,.m). Ponadto, dla dowolnej sy-

metrycznej macierzy A stopnia m,
N,,vec A = vec A.

Co wiecej, z pracy Filipiak i in. (2016) wiadomo, ze dla dowolnej, nieosobliwej ma-

cierzy A stopnia m prawdziwa jest rownos¢

D, (A" ©A)D,] =D/ (A= A)D;. (1.19)

W niniejszej pracy wykorzystano réwniez operatory $ladu blokowego. Ponizsza
definicja oraz wtasnosci sladu blokowego zostaly przedstawione za pracg Filipiak i in.

(2018a), gdzie wspomniany operator jest zdefiniowany dla macierzy prostokatnych.
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Definicja 1.4. Dla dowolnej macierzy blokowej A wymiaru mq X nqg operatorem
Sladu blokowego, oznaczonym przez BTr,, , A, nazywamy macierz stopnia g powstatq

poprzez zsumowanie diagonalnych blokéow wymiaru m X n macierzy A, tj.
m
BTrmm A = Z A“
i=1
Jesli m = n, woéwczas dla uproszczenia zapisu zamiast BTr,, ,, A bedziemy stoso-

waé notacje BTr,, A.

Wtasnoéci 1.2. (operatora Sladu blokowego)

Niech A bedzie macierzg stopnia mq oraz niech macierze B, C bedg takiego stopnia,

aby ponizsze dziatania byly zdefiniowane. Wowczas

(i) vec{BTr,[(B®1,)A(C'®1,)]}=[vec’ (B'C)®1,2](I, ® K,m ®L,) vec A;
(ii) BTrm, (B®A)=TrB-A;

(i19) Tr(BTr, A)=Tr(BTr,A) =TrA;

(iv) BTr,[(I, ® B)A(I,® C)] =B -BTr,, (A) - C;

(v)  dla dowolnych macierzy A, B, wymiaru odpowiednio mq X nq, n X m

prawdziwa jest zaleznosé BTr, [A (B®1,)] = BTr, [(B®I,) A].

W pracy bedzie wykorzystywany rowniez operator sumy blokowej, przedstawiony

w pracy Roy iin. (2015) i zdefiniowany nastepujaco.

Definicja 1.5. Dla dowolnej macierzy blokowej A wymiaru mq X nq operatorem
sumy blokowej, oznaczonym przez BSum,, ,, A, nazywamy macierz stopnia q powstatq

poprzez zsumowanie wszystkich podblokow wymiaru m X n macierzy A, tj.

BSummm A = Z Z Az]

j=11i=1

Jesli m = n, woéwczas dla uproszczenia zapisu zamiast BSum,, , A bedziemy

stosowaé notacje BSum,, A.
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W niniejszej rozprawie wykorzystamy takze operator $ladu czesciowego, przed-

stawiony w pracy Filipiak i in. (2018a), ktérego definicja jest nastepujaca.

Definicja 1.6. Dla dowolnej macierzy blokowej A wymiaru mqxngq operatorem sladu
czesciowego, oznaczonym przez PTr, A, nazywamy macierz wymiaru m X n powstatq

poprzez zastgpienie poszczegolnych podblokow stopnia q macierzy A ich sladamsi, tj.
PTI'q A= (TI' Aij)i,jzl,...,m'

Wtasnosci 1.3. (operatora Sladu cze$ciowego)
Niech A, B, C bedg dowolnymi macierzami wymiaru odpowiednio mq X nq, q¢ X m

oraz ¢ X n. Wowczas,
(i) vec(PTr, A) = (I, @ ved' 1) (LK, ® I,) vec A;
(ii) PTr, (vecBved C) = B'C.

Operatorem odgrywajacym istotna role w niniejszej pracy jest réwniez opera-
tor rzutowania na przestrzen macierzy o zadanej strukturze. W tym celu potrzebny

bedzie nam iloczyn skalarny macierzy.

Definicja 1.7. Iloczynem skalarnym dla macierzy A 1 B wymiaru m X n, nazywamy
wyrazenie
(A,B) = Tr(AB’).
Oznaczmy przez B baze ortonormalng macierzy ze zbioru struktur S. Wowczas
rzutem macierzy A na r—wymiarowsg przestrzen generowang przez baze ‘B, nazywa-

my macierz postaci -

S (A,B)B;,

i=1
gdzie B; € B oraz (e e) jest ilocznym skalarnym macierzy. Rzut macierzy A na

przestrzen struktur kowariancyjnych mozna zdefiniowaé¢ réwnowaznie jako
argming s ||A — [

gdzie ||A]|r = /Tr(AA’) oznacza norme Frobeniusa macierzy A.
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Istotnym elementem niniejszej pracy jest réwniez rézniczkowanie macierzy. Po-

nizsze wzory przedstawione sa za praca Fackler (2005).

Lemat 1.2. Dla dowolnej macierzy X oraz Y = Y (X) pochodng Y wzgledem X
definiujemy jako

dY — dvecY

dX — dvec X'

Lemat 1.3. Niech macierze A, B bedqg odpowiednio wymiaru m X n oraz p X q, a
takze niech macierz X 1 wektor x bedq takiego wymiaru, aby przedstawione ponizej

iloczyny byly zdefiniowane. Dodatkowo niech a bedzie statg. Wowczas,

daA

W = vecC A,
dx' Ax R
dA N ’
dA’A ,
dA A’
A = Le+Knm) (ARL,);
dAXB
= B ®A:
dX © A
dA™! —1y/ -1
dA - [(A ) oA ] ’
dln |A| DA —1)
A = vec (A ) :
d'Tr (AX) B DAl
—x vec' A,
dA ® B
A = LK nw®L)[I,®veB)= (1, K,,) (I,®vecB®1,);
dA ® B
B = I,oK;n®1,)(vecA®1L,) = (K, ®L,,) I, ®vecA®1L,);
dA’ : - ‘
= AN @ AL
A > (A e

Jj=1

Dodatkowo, korzystajac z pracy Kollo, von Rosen (2005), ponizej w postaci le-

matu zostata przedstawiona nastepujaca wtasnosé.
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Lemat 1.4. Dla dowolnych macierzy X, L oraz Y (X) i macierzy duplikacji D wy-

miaru takiego, ze dziatanie D'YL jest zdefiniowane, prawdziwa jest wlasnosé

dD'YL L ,dY

Na koniec zauwazmy, ze reguta tancuchowa rézniczkowania funkcji ztozonych mo-
ze by¢ réwniez zastosowana w przypadku rozniczkowania ztozonych funkcji macie-

rzowych, z uwzglednieniem kolejnosci rozniczkowania, to znaczy
dZ(Y (X dZ dY
dz(¥(X)) _ dZ dY (1.20)
dX dY dX
Ponadto, regute tancuchowa wykorzysta¢ mozna do rézniczkowania macierzy syme-

trycznych, przez rézniczkowanie nie ze wzgledu na catg macierz symetryczng tylko

jej dolny trojkat. Zatem w przypadku, gdy X jest macierza symetryczng stopnia m,

dY(X) dvecY dvecX  dvecY _
dX — dved X dvech’ X dvecd X

por. Magnus, Neudecker (1986).

1.5 Przyklad rzeczywisty

Do zilustrowania procedur testowych przedstawionych w niniejszej pracy postugiwac
si¢ bedziemy danymi rzeczywistymi, pierwotnie przedstawionymi w pracy Liang i in.
(2015), w ktorej zaprezentowano hierarchiczny model ze struktura BCT (w szczeg6l-
nosci strukturag BCS). Zebrane dane dotycza dlugosci ptatkow kwiatow zyworddek.
Pomiaréw dokonano na 11 losowo wybranych roslinach z tej samej szklarni. 7 kaz-
dej rosliny wybrano losowo 3 z 4 kwiatostanow, a nastepnie zmierzono dtugosci ich
platkéw (kazdy kwiatostan sktada sie z 4 platkéw). Zatem w tym eksperymencie
dysponujemy n = 11 obiektami, dla ktorych zmierzono dtugo$¢ m = 4 platkéow na

kazdym z ¢ = 3 kwiatostanow.
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Zaktadajac, podobnie jak Liang i in. (2015), ze kowariancja miedzy kazdymi dwo-
ma kwiatostanami jest taka sama, rozsadne jest przyjecie struktury BCS dla macierzy
kowariancji. Ponadto, poniewaz w kazdym kwiecie uktad ptatkéow jest kotowy, Liang
iin. (2015) dodatkowo zatozyli strukture kowariancji CT miedzy platkami w kazdym
kwiecie.

Naszym celem jest przetestowanie hipotez zwigzanych z niektérymi z omawia-
nych struktur macierzy kowariancji dtugosci ptatkéw. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
poniewaz w niniejszej rozprawie nie uwzgledniono zadnej specjalnej struktury war-
tosci oczekiwanej, otrzymane wyniki réznig sie od tych przedstawionych przez Liang
i in. (2021), gdzie zaktadano, ze warto$¢ oczekiwana posiada strukture (13 ® p)17;

gdzie p € R4,
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2 Estymacja macierzy kowariancji o zadanej struk-

turze, nalezagcej do podprzestrzeni kwadratowej

Zdefiniujmy nastepujacy model mieszany:
v—1
y = ZoBy + Z Z,3; + e, (2.1)
i=1

gdzie y jest wektorem obserwacji, B, nieznanym wektorem efektéw statych, 3,
1 = 1,...,v, nieznanymi wektorami efektéow losowych, e jest nieznanym wektorem
btedoéw losowych, natomiast Zg, Z;, 7 = 1,...,v—1, sa macierzami uktadu odpowied-
nio dla efektéw statych i losowych. Przyjmujac, ze wszystkie sktadniki losowe modelu
maja zerowe warto$ci oczekiwane i cov(e) = o02Lg, cov(83;) = o?L;, cov(e,3;) = 0

dla i = 1,..,v — 1, gdzie 67 sa nieznanymi parametrami, natomiast L; sa znanym
symetrycznymi, okreslonymi dodatnio macierzami, macierz kowariancji modelu (2.1)
mozna wyrazi¢ jako B = H(o) = VX_:: o?L;.
i=
Rozwazmy teraz model (1.2), w ktéorym €2 = X ma strukture liniowa zalezna
od wektora nieznanych wspotczynnikow o, to znaczy 3 = g(:] 0?3;. Latwo wowcezas
zauwazyc¢, ze za pomocg wektoryzacji mozna przeksztakié:\lvspomniany model do

modelu analogicznego do (2.1) postaci
veeY ~ Nymg(Ing @ X)vec 8,2 @ L,).

Analogie mozna zauwazy¢ przyjmujac vecY =y, vecB = B, L, ® X = Z, oraz
3,1, = L;. Taka obserwacja pozwala nam zaadaptowac¢ metody estymacji w modelu
mieszanym na model wielowymiarowy z liniowa struktura macierzy kowariancji, co

zostanie przedstawione w kolejnych rozdziatach.

Wszystkie wyniki zaprezentowane w tym rozdziale znalez¢é mozna w artykule
Filipiak, John, Markiewicz (2020).
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2.1 Estymacja macierzy kowariancji z wykorzystaniem ope-

ratora rzutu

Szatrowski (1980) dostrzegajac podobienstwo miedzy modelem wielowymiarowym
z liniowa strukturg kowariancji, a jednowymiarowym modelem mieszanym pokazat,
przy zatozeniu znanej wartosci oczekiwanej, ze estymator najwigkszej wiarogodnosci
macierzy kowariancji ma jawng reprezentacje wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen
macierzy kowariancji jest podprzestrzenia kwadratowa. Pokazemy, ze warunek ten
mozna rozszerzy¢ na przypadek, gdy wartosé oczekiwana nie jest znana.

Rozwazmy model postaci (2.1). Wiadomo, ze jesli rzut na przestrzen wartosci
oczekiwanej, Py, komutuje z macierzg kowariancji, E, to réwnanie wiarogodnosci
dla wartosci oczekiwanej nie zalezy od macierzy kowariancji, a zatem jego rozwigza-
niem jest estymator najmniejszych kwadratéw (ang. ordinary least squares estimator,

OLSE). Rzeczywiscie, w modelu z macierza kowariancji 2 réwnanie wiarogodnosci

dla wartosci oczekiwanej ma postac
X'=2(y-X3)=0.
Mnozac rownanie z lewej strony przez X (X'X)_1 dostajemy rownowaznie
PxE 'y = PxE'X3. (2.2)

Zaktadajac, ze rzut P x komutuje z macierzg kowariancji, oczywistym jest takze fakt,

1

iz komutuje z jej odwrotnoécia, czyli PxE™! = E7'Py. Zatem réwnanie (2.2) moze

zostaé zapisane w postaci

[1

Pyy =E7'PX3.

Mnozac powyzsze rownanie obustronnie z lewej strony przez E i z uwagi, ze
PxX = X, otrzymujemy

X3 = Pyy. (2.3)

Podsumowujac, Twierdzenie 4 z pracy Szatrowski (1980) moze zosta¢ uogdlnione

na przypadek z nieznang wartos$ciag oczekiwang w nastepujacy sposob.
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Twierdzenie 2.1. Niech y bedzie wektorem obserwacyi o rozktadzie normalnym z
wartoscig oczekiwang E(y) = X8 1 macierzg kowariancji 2 = E(o), nalezgcq do
przestrzent lintowej V, o nieznanym wektorze wspotczynnikéow kombinacyi liniowej o .

Jesli Px B = EP x, to nastepujace warunki sqg rownowazne:

1. ustnieje estymator najwiekszej wiarogodnosci macierzy 2 w postaci jawnes;
2.V jest podprzestrzenig kwadratowq.

7 powyzszego twierdzenia wiadomo, ze jezeli tylko przestrzen macierzy o zadanej
strukturze jest podprzestrzenig kwadratows i komutuje z przestrzenia wartosci ocze-
kiwanej, to estymator najwickszej wiarogodnosci macierzy kowariancji ma postac
jawna, ktora jednak nie jest sprecyzowana. Biorgc pod uwage, ze estymatorem naj-
wiekszej wiarogodno$ci funkcji parametrycznej jest funkcja estymatora najwiekszej
wiarogodnosci parametru (por. Zehna, 1966) nalezy przypuszczaé, ze interesujacy
estymator jest pewng funkcjg estymatora najwickszej wiarogodnosci macierzy kowa-
riancji bez struktury. Jaka funkcje nalezy wybraé¢, przedstawia nastepujace twierdze-

nie.

Twierdzenie 2.2. Niech y bedzie wektorem obserwacyi o rozkladzie normalnym z
warto$cig oczekiwang E(y) = X8 oraz macierzq kowariancji 2 = E(o) nalezgcg
do przestrzeni liniowej V' z nieznanym wektorem wspétczynnikow kombinacyi lintowej
o. Zalozmy, ze PxE = EPx oraz V jest podprzestrzenig kwadratowqg. Wowczas
estymatorem najwiekszej wiarogodnosci macierzy kowariancyi E jest rzut macierzy
S* na przestrzen V, gdzie S* jest estymatorem najwickszej wiarogodno$ci macierzy

kowariancji bez struktury, to znaczy S* = Qxyy' Qx-

Dowdd. Ze wzgledu na komutatywno$¢ Px i 2 oraz fakt, iz V jest podprzestrzenia
kwadratows, z Twierdzenia 2.1 wiemy, ze estymator najwigkszej wiarogodnosci o
ma jawng postaé¢. Z definicji podprzestrzeni kwadratowej, jesli 2 € V, to 27! € V

-1

(por. Seely, 1971), wiec E~ moze by¢ zapisana jako kombinacja liniowa wektorow

bazowych przestrzeni V, to znaczy E ' (a) = Z a;L;, gdzie v = dim(V), a; > 0,

oraz L;, 2 =0,...,v — 1, sa elementami bazy ortonormalneJ przestrzeni V.
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Rozwazmy logarytm funkcji wiarogodnoéci

Zaz i y Xﬁ (Zaz z) y_XB)'

Roézniczkujac powyzsze ze wzgl(gdu na sktadowe wektora a, przy pomocy wzorow

InL(ax) = ) ln 2m) ln

na rézniczkowanie macierzy (zob. Lemat 1.3), otrzymujemy v réwnan wiarogodnosci

postaci

j=0,...,v—1. Korzystajadc z Whasnosci 1.1(4), (ii), ze wzoru (2.3), a takze wyko-

-1

vecL; — ; [(y ~-XB) @ (y - XB)/} vec L,

rzystujac definicje operatoréw P x oraz Q y, powyzsze wyrazenie mozna przeksztalcic

do postaci

dln L(c)

Oa; L;| — vec [(Y —XB)(y - X@)'} vec L;

AN
|

= Tr L;| —ved [(y — Pxy)(y — Pxy)] vecL;

= Tr L;j| — vec [Qyyy' Qx] vecL;

= Tr L;| - Tr(Qxyy'QxLj)

= Tr

(5ex)
(5ex)
- m (Viasz) L, — vec [(T - Py)yy/(1 - Pl vecL,
(5ex)
(5ex)
(

alLl> il = Tr(s'L;).

v —1
Pomiewas (Z aiLi) = Y oiL; oraz Te(L;L;) = 0 dla i # j, a takze Tt (Lg) 1
i=1 =1

przyréwnujac powyzsze do zera, otrzymujemy

v—1 -1
(ji: Oﬁ[@) Iﬁ
1=0

= Tr(SL;),
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a stad
8j = TI"(SL]'),

j=0,...v— 1. 7Z drugiej strony, rzutujac macierz S* na przestrzen V mamy

v—1 v—1 v—1
2= S S LI - 3 TS LL - T L,
=0 i=0 i=0
gdzie ; = Tr(SL;), i =0,...,v — 1. ]

W kolejnym rozdziale Twierdzenie 2.2 zostanie zastosowane do estymacji szcze-

gblnych struktur kowariancyjnych nalezacych do podprzestrzeni kwadratowych.

2.2 Estymacja szczegoélnych struktur macierzy kowariancji

W niniejszym rozdziale rozwazymy trzy modele rézniagce sie struktura wartosci ocze-
kiwanej z uwzglednieniem szczegolnych struktur kowariancyjnych nalezacych do pod-
przestrzeni kwadratowej. Przypomnijmy, ze przed zastosowaniem tezy Twierdze-
nia 2.2 nalezy sprawdzi¢ jego zalozenia, to znaczy komutatywnos¢ przestrzeni war-
tosci oczekiwanej i przestrzeni macierzy kowariancji.

2.2.1 Standardowy model wielowymiarowy

Niech m = 1. Dokonujac wektoryzacji modelu (1.1) otrzymujemy
vecY ~ Ny, (vee(1,u'), 2 1,).

Poniewaz vec(1,u’) = (I, ® 1,,) 0 oraz estymatorem najwiekszej wiarogodnosci ma-
cierzy Q jest S*=1Y'Q, Y =S, a takze

qu®1n = %(Iq ® 1n)<Iq ® 1%) = Iq ® P,

mamy, ze Pr g1, (2 ®1L,) = Q@ P, = (Q®I,)Pre1,, co dowodzi komutatyw-

nosci przestrzeni wartosci oczekiwanej i macierzy kowariancji. Zwro¢my uwage, ze
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powyzsza wtasnosé nie zalezy od potencjalnej struktury macierzy kowariancji, a wiec
zachodzi réwniez dla 3 = Y- \;V,; por. (1.7).
i=1

Niech v; = TrV,;. Wéwczas macierze v; Y V, tworza baze ortonormalna pod-
przestrzeni kwadratowej V i, korzystajac z Twierdzenia 2.2, estymator najwiekszej
wiarogodnosci macierzy ¥ o zadanej strukturze jest rzutem macierzy S na przestrzen

V, to znaczy
3= Z ’\F V Z Tr(SV,)V; (2.4)

Zastosujmy teraz (2.4) do szczegblnych struktur kowariancyjnych nalezacych do
podprzestrzeni kwadratowych odpowiedniego wymiaru, oméwionych w Rozdziale 1.2.
Niech ¥ = ¥g. Przyjmujac parametryzacje (1.5) tatwo zauwazy¢, ze przestrzen
struktury CS jest podprzestrzenia kwadratowa (co wynika z istnienia bazy ztozonej z
macierzy idempotentnych i ortogonalnych w Scistym sensie; por. Seely, 1971). Wow-
czas, przechodzac do bazy ortonormalnej sktadajacej si¢ z macierzy P, i \/%Qq,

bezposrednio z (2.4) otrzymujemy
Ses = Tr(SP,)P, + 15 Tr(SQ,)Q,,

astad ¥ = Tr(SP,) i 6= q_% Tr(SQ,). Zauwazmy, ze zaletq powyzszej parametryza-
cji jest jej liniowosé ze wzgledu na i d, oraz liniowos¢ estymatorow 7 i 6 ze wzgledu
na estymator macierzy kowariancji bez struktury, S.

Przyjmujac parametryzacje (1.4), nieliniovv@ ze wzgledu na o? i p, w ktoérej baze

. . i . / . . .
ortonormalng stanowiag macierze —=I, i \/m (1 1, Iq), estymator najwickszej

Va

wiarogodnosci przyjmuje postac
Ses = LTSI+ oty Tr S (1,1, - L)] (1,1, - 1,) (2.5)

a stad, 02 = %TrS oraz p =

(q 1 Tr[S(1,1, - Iq)]/(% TrS).

Zwr6éémy uwage, ze obie parametryzacje macierzy cs prowadzg ostatecznie
do takiej samej postaci estymatora najwickszej wiarogodnosci; z zaleznos$ci miedzy
parametryzacja (1.4) 1 (1.5) otrzymujemy 7 = 52[1 + (¢ — 1)p] = Tr(SP,) oraz
§=0%(1-p) = q_%Tr(SQq).
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PokazaliSmy w ten sposéb, ze mimo ze istnienie bazy ortogonalnej w Scistym
sensie, ktorej elementami sg macierze idempotentne, jest warunkiem koniecznym
zastosowania Twierdzenia 2.2, gdyz determinuje kwadratowos¢ podprzestrzeni, jej
wykorzystanie do estymacji najwiekszej wiarogodnosci nie jest juz konieczne — w
procesie rzutowania mozna postuzy¢ sie dowolna bazg ortonormalng.

Zatdézmy teraz, ze 3 = Xr. Podobnie jak w poprzednim przypadku baza ortonor-
malna moze by¢ zdefiniowana przez znormalizowane wektory £; (por. Rozdziat 1.2)
lub znormalizowane macierze I, oraz C’ + C": por. (1.6). Wowezas, bezposrednio z
(2.4) otrzymujemy
, Tr(S1,17)1,1;

+§j§11 Tr[S(&i : £giva)(li : €g—iy2)] (i €giva)(li : €g_is2)'

—i—% Tr[S(€y:lyi1) (B ui1)] (B €ui1)(£y:€yi1)  dla g nieparzystego
Yor =
; Tr(S1,17)
w—1
+3 L Tr[S(€: : £ymiva) (£ = £g-iva)'] (i + bg—i2) (i : Lgmiv2)'

+Tr (Se,L.) e,.L. dla g parzystego,

gdzie j-ta sktadowa ¢/, i=2,...,w,j=1,...,q, jest postaci (1.8).
Analogicznie, estymator najwiekszej wiarogodnosci macierzy Yot jest rzutem S

na przestrzen V generowana przez macierze z parametryzacji (1.6) w nastepujace]

formie
la/2] , , A ,
SIS I+ 4 {Tr {S(CZ + C”)} (C' + C”)} dla g nieparzystego
i=1
Sor = a/2 1 i i i i
cr TSI, + 4 Py {Tr[s(c’+ C")|(C'+ C") + Tr (SC¥?)C??}

dla ¢ parzystego.

2.2.2 Model podwdjnie wielowymiarowy

Rozpatrzmy teraz model podwdjnie wielowymiarowy, (1.1). Wektoryzacja tego mo-

delu sprowadza go do postaci

vecY ~ Nygn((Lng @ 1), 2 @ 1),
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przy czym estymatorem najwickszej wiarogodnosci €2 jest S = %Y’QnY. Podobnie

jak w przypadku modelu wielowymiarowego (dla m = 1)
PImq®1n = (Imq & 1n) [(Imq ® 1;)(Imq ® 1n)]71 (Imq & 1;) = Imq ® %1n1; - Imq QP,,

astad Pr,,01,(2®1L,)=Q® P, = (2 ® L,)P;,,e1,, co dowodzi komutatywnosci
przestrzeni wartosci oczekiwanej i macierzy kowariancji niezaleznie od wyboru po-
tencjalnej struktury kowariancyjnej, a wiec zachodzi rowniez dla 3 =377 | V, @ Ay;
por. (1.11).

Niech v; = Tr'V; oraz niech macierze A;; stanowig baze¢ przestrzeni macierzy
symetrycznych, taka, ze Aj; = e;e, Aj, = %(ejegjteke;-), gdzie e; jest wektorem o
j-tej sktadowej réwnej 1 i pozostatych sktadowych rownych zero. Wéwcezas macierze
vi_l/ZVi @Ajp,i=1,...,v,5,k=1,...,w, tworzg baz¢ ortonormalng podprzestrzeni
kwadratowej do ktérej nalezy macierz 3. Korzystajac z Twierdzenia 2.2 otrzymujemy

v w
~

J
X o= ) D> D8 = (VieA) = (Vio Ay
i=1 j=1k=1

= TS LTS (Vi ® A (Vi Ay (2:6)

i=1j=1k=1

gdzie S* = 1Y'Q,Y = S.

Przyjmijmy, ze ¥ = Xpg;. Wéwcezas bezposrednio z (2.6) otrzymujemy
j=1k=1

Poniewaz z powyzszego wzoru nietatwo dostrzec posta¢ estymatora A, wyznaczy-
my go korzystajac z réwnowaznego podejscia wykorzystujacego minimalizacje normy

Frobeniusa; por. Rozdziatl 1.4. Zauwazmy, ze
1S —Spl? = [S-L, @A} =Tr[$*-28(I,®A)+1,® A%

Roézniczkujac powyzsze rownanie wzgledem macierzy A i korzystajac z Lematu 1.3,

Wtasnoéci 1.1(i), definicji projektoréw Py, Q, i przyréwnujac otrzymang pochodna
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do zera, otrzymujemy
[—2(ved' I, @ L,2) (I, @ Ky @ Iy) vee S + (A ® 1, + I, ® A) vecL,,]'D,, = 0,
co, na mocy Wtasnosci 1.2(7) i ponownie Wtasnosci 1.1(4), jest rownowazne réwnaniu
(—vec{BTr,,[(I, ® L,)S|} + ¢gvecA)YD,, = 0

1 ostatecznie

A =1BTr,S. (2.7)

T a
Zatézmy teraz, ze X = Ypcs. Baze ortonormalng dla takiej struktury stanowia
macierze P, ® A, oraz \/%Qq @ Ajr, j =1,2,...m, k = 1,2, .., 5. Bezposrednio
ze wzoru (2.6) otrzymujemy estymator najwiekszej wiarogodnosci dla BCS jako rzut

ortogonalny S na przestrzen macierzy pcs postaci
Shes = > > {Tr[S (P, @ Aj) (P, ® Aj) + 1 Tr [S (Q, @ Ay)| (Q,® Aji)}
j=1k=1

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, poniewaz posta¢ estymatoréow najwickszej
wiarogodnosci macierzy A; i A, nie wynika bezposrednio z powyzszego wzoru, wyko-
rzystamy ponownie definicje rzutu ortogonalnego za pomoca minimum odpowiedniej

normy Frobeniusa. Uwzgledniajac te sama parametryzacje dostajemy

IS — Zpesl]? = [IS—Q, ® Ay =P, ® Ay|h
= Tr[8*-28(Q,® A1) —28(P,® Ay) + Q,® A} + P, @ A}

Roézniczkujac powyzsze odpowiednio ze wzgledu na A; i Ay oraz majac na uwadze
Lemat 1.3, Wiasnos¢ 1.1(i), definicje projektoréow Py, Q, i przyréwnujac otrzymane

pochodne do zera, otrzymujemy rownania

—2(vec X 1,2 X m ® 1,,)vec
2(ved' Q, ® Ly2) (I, ® Ky ® 1 S
+e¢-1DH(A®I,+1,®A)vecl,|D,, =0
—2(vec X 1,2 X m @ 1, ) vec
2(ved' P, @ 1,2) (I, @ K, @ 1 S
+ (AQ X Im + Im X AQ) vec Im]/Dm = 0,
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ktore, na mocy Wtasnosci 1.2(4) i ponownie Wthasnosci 1.1(7), sa réwnowazne

[—vec{BTr,[(Q, ® I,)S]} + (¢ — 1) vec A{]D,,, = 0

[— vec{BTr,,[(P, ® L,,)S]} + vecAy]'D,, = 0
1 ostatecznie .
1
Ar = LBT(Q, 81,8 .
Ay = BTrm[(Pq ® I,)S].

Warto zauwazy¢, ze otrzymane estymatory sa doktadnie takie same, jak te uzy-
skane przez rézniczkowanie logarytmu funkcji wiarogodnosci, przedstawione m.in. w
pracy Roy i in. (2018).

W przypadku parametryzacji za pomoca macierzy I'y i I'y, por. (1.9a), po pro-

stych przeksztatceniach estymatory najwigkszej wiarogodnosci przyjmuja postac

T, =
fl -

Z postaci (2.9) tatwo zauwazy¢, ze aby otrzymaé estymatory najwigkszej wiaro-

(g — 1)A; + Ay] = L BTr,(S)

o | (2.9)
(By — A)) = L5 [BSum,, (S) — BTr, (S)).

Q= Q=

godnosci blokéow macierzy kowariancji o strukturze BCS wystarczy usredni¢ wszyst-
kie bloki znajdujace sie na przekatnej gtownej macierzy S oraz wszystkie te, ktore
znajduja sie poza przekatna gtéwna macierzy S. Podobna teze mozna znalez¢ rowniez

w pracy Szatrowski (1980).

2.2.3 Model krzywych wzrostu

Na koniec, rozwazmy model (1.3), w ktérym E(Y) = XBZ i Cov(Y) = E, gdzie
X i Z sg znanymi macierzami uktadu, a B jest macierza nieznanych parametrow.

Wektoryzacja tego modelu sprowadza go do postaci
vecY ~ Ny ((Z' @ X) vec B, E).

Jesli zatozymy, ze macierz kowariancji nie posiada struktury, to estymatorem naj-

wickszej wiarogodnosci E jest

S>|< == Qzl®ny,Qzl®X, <210)
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gdzie y = vecY.

Zaldézmy teraz, ze macierz kowariancji posiada strukture 2®1,,, wynikajaca z nie-
zaleznosci obserwacji. Wowczas powyzszy model sprowadza si¢ do modelu krzywych
wzrostu postaci (1.3), w ktérym estymatorem najwigkszej wiarogodnosci macierzy

Q jest S™ postaci
S** — % (Y/QXY + QZ,;gilY/PXYQZ/;gfl) , (211)

gdzie S = Y'Q,Y oraz Qusi =1In— z’(zé‘lz’)—lzg‘l; por. Kollo, von Rosen
(2005), Ohlson, von Rosen (2010), Kopcové, Zezula (2020).

Aby zastosowaé¢ Twierdzenie 2.2, musi zachodzi¢ komutatywno$¢ przestrzeni war-
tosci oczekiwanej, Pz x, z przestrzeniag macierzy kowariancji. Zauwazmy, ze w roz-
wazanym przypadku Pzox (Q®1L,) =Pz Px # QP2 @Px = (2®1,)Prgx.
Zatézmy wiec dodatkowo, ze macierz kowariancji €2 posiada okreslong strukture, t;j.
Q = X¢g oraz 1, € C(Z'). Wowczas

Prox(Bes®1,) = Pz(MP,+XQ,,) @ Px =(MPzP, +2P2Q,,) ®Px
= (>\1PZI + O) QPx = ()\1PmPZ’ + A?QmPZ’) ®@Px

Poniewaz ¥¢g ® I, jest podprzestrzenig kwadratowa mozemy zastosowaé Twierdze-
nie 2.2.

Ze wzgledu na skomplikowang procedure, rzutowanie odbedzie sie¢ w dwdch kro-
kach. Na poczatku zrzutujmy estymator najwickszej wiarogodnosci macierzy kowa-
riancji bez struktury, S*, dany wzorem (2.10) na przestrzen macierzy o strukturze

iloczynu Kroneckera, 2 ® I,,. Ro6zniczkujac
IS* = Q@ L|2 = Tr(S*) — 2Tx[S*(Q ® L,)] + Tr(Q?) - Tr L,
ze wzgledu na €2, korzystajac z Lematu 1.3, otrzymujemy

2L @ved L)1, @ Ky @ L,) vec S  + n(2® 1, + L, ® Q) vecL,,] D, = 0
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i na podstawie Wtasnosci 1.1(i)
nvecQ = (L2 @ vec'L,) (L, ® K, ., ® I,) vec S™.
Korzystajac z Wtasnosci 1.3(7), otrzymujemy
n) = PTr, S*.
Wstawiajac za S* postaé (2.10) oraz korzystajac z Wtasnosci 1.1(7i7), Whasnosci 1.3(i1),

PTr,S* = PTy, (QZ/®X vecY vec' YQZ,®X>
= PTr, (L, — Pz @Px)vecY vec' Y(I,,, — Pz @ Py)]
= PTr,{[vecY — vec(P,YPyz)|[vec' Y — ved' (P, YP )|}
= Y'Y -YPxYP; —PzY'PxY +PLYPxYP,
— Y'Q,Y +Q,YPxY —Q,YPxYP,

= YQxY+Q,YPxYQ,,
astad Q@ = L(Y'QxY + Q. Y'PxYQ,) = S
W drugim kroku zrzutujemy € na przestrzen Zcs ® IL,. Przyjmujac za baze
. . 1 . 1 r .
ortonormalng przestrzeni CS macierze ﬁlm i By v (1,1, —I,,,), na podstawie
Twierdzenia 2.2, estymator najwickszej wiarogodnosci macierzy ¥cg ma postac

Yes = LTrS™ I, + i Tr[S™ (L1, — L)) (11}, — L) .

Zauwazmy, ze powyzszy wzor jest analogiczny do (2.5) z ta rdéznica, ze role S
peli 8***. Ponadto, otrzymany wynik jest taki sam jak w Zezula (2006). Warto réw-
niez zwroci¢é uwage, ze estymatorem najwiekszej wiarogodnosci macierzy €2 jest S**
zdefiniowany w (2.11), natomiast S jest rzutem macierzy kowariancji bez zadnej

struktury na przestrzen 2 ® 1,,.

48



3 Testowanie hipotez dotyczacych struktur kowa-
riancji nalezgcych do podprzestrzeni kwadrato-

wych w modelu podwdjnie wielowymiarowym

Celem niniejszego rozdzialu jest zaproponowanie testéw statystycznych dla hipote-
zy (3.1) uwzgledniajacej zaleznosci wewnatrz- i miedzyklasowe nalezace do pewnych
podprzestrzeni kwadratowych. Wyprowadzimy statystyke LRT oraz jej rozktad praw-
dopodobienstwa, jak réwniez wyznaczymy statystyke RST. Dodatkowo, przy pomocy
badan symulacyjnych poréwnamy asymptotyczna zbieznos$¢ rozktadéw wyzej wymie-
nionych statystyk testowych do granicznego rozktadu chi-kwadrat z odpowiednig licz-
ba stopni swobody. Prezentowane testy zostana réwniez porownane miedzy sobg pod
katem ich mocy, przy czym do analizy rozbieznosci pomiedzy rozwazanymi hipote-
zami wykorzystamy entropijna funkcje straty; por. (1.16). Na koniec zaproponowane
testy statystyczne zastosujemy do danych rzeczywistych; por. Rozdziat 1.5.

W niniejszym rozdziale nie zostat uwzgledniony test Walda ze wzgledu na fakt, ze
niezbedne bytoby tu precyzyjne okreslenie hipotezy ztozonej (zdefiniowanie funkcji
w(0) we wzorze (1.15)), co w przypadku hipotez dotyczacych ogélnych struktur
kowariancyjnych, jest problematyczne.

Zaprezentowane w tym rozdziale wyniki znalez¢ mozna w zaakceptowanej do

publikacji pracy Filipiak, John, Liang (2024).

3.1 Model i hipoteza

Rozwazmy standardowy model podwéjnie wielowymiarowy (1.1) z symetryczna, okre-
slong dodatnio macierza kowariancji X, nalezaca do podprzestrzeni kwadratowej o
strukturze blokowej reprezentujacej zaleznosci miedzyklasowe.

Przedmiotem zainteresowania bedzie hipoteza (1.12), w ktorej zaleznos¢ wewnatrz-
klasowa posiada réwniez pewien wzorzec (strukture kowariancyjng) nalezacy do ko-

mutatywnej podprzestrzeni kwadratowej. Zatem na podstawie notacji wprowadzonej
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w Rozdziale 1.2 rozwaza¢ bedziemy hipoteze postaci

Hy - ZOZZi)\U (Vo Uj;) & H :3 =) V,0A4,, (3.1)
i=1j=1 i=1

gdzie {Uy, ..., U,} jest baza komutatywnej podprzestrzeni kwadratowej U macierzy

stopnia ¢, a {V1,...,V,} jest baza komutatywnej podprzestrzeni kwadratowej V
macierzy stopnia m.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze struktura miedzyklasowa jest tutaj taka sama zaréwno

w hipotezie zerowej jak i alternatywnej. Ze wzgledu na szczegdlny charakter zalez-

nosci wystepujacych w macierzy kowariancji, tj. zalezno$ci miedzyklasowych oraz

wewnatrzklasowych wyrazonych za pomoca iloczynéw Kroneckera, por. (3.1), prze-

strzenie liniowe W, oraz W, wystepujace w hipotezie (1.12) oznaczaé¢ bedziemy jako

W = VXU,
W = VX (AU),

gdzie V i U sg komutatywnymi podprzestrzeniami kwadratowymi macierzy stopnia
q i m odpowiednio, takimi, ze dim()) = v i dim(U) = w, natomiast A jest dowolna
podprzestrzenig m(m+1)/2-wymiarowej przestrzeni macierzy symetrycznych stopnia
m, gdzie U C A. Symbol K oznacza iloczyn przestrzeni liniowych w sensie iloczynu
Kroneckera, to znaczy VKU = XV: i Aij Vi ® Uj; por. (3.1). Zatem hipoteze (1.12)

i=1j=1
mozemy rowniez zapisac¢ jako

Hy: Y€ VXU vs H: X eVR(AU). (3.2)

Mozna zauwazy¢, ze VX (A\U) jest nadal kwadratows przestrzenia, ale niekoniecznie
komutatywna.
Zwroéémy uwage, ze do przestrzeni zdefiniowanej w hipotezie Hy nalezy wiele

réznych struktur kowariancyjnych, przyktadowo:

- macierze o strukturze BD z blokami posiadajacymi strukture D, CS lub CT

(oznaczone odpowiednio jako Xgp p, Xpp_cs, oraz Xgp_cr);
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- macierze o strukturze BCS z tymi samymi blokami na przekatnej gtéwnej oraz
tymi samymi blokami poza przekatna gtowna, posiadajacymi strukture D, CS

czy tez CT (oznaczone odpowiednio jako ¥pcs p, Xpcs_cs, Oraz Xpcs_cr);

- macierze o strukturze BCT z tymi samymi blokami na przekatnej gtéwnej oraz
z tymi samymi blokami na i-tych przekatnych blokowych, i =1,...,2 —1 dla
q parzystego ii = 1,...,[4] dla ¢ nieparzystego, posiadajacymi strukture D,

CS lub CT (oznaczone odpowiednio jako ¥Xpcr p, XBer._cs, Oraz Xpor_cr);

- iloczyn Kroneckera dowolnej kombinacji struktur D, CS, czy CT, przyktadowo
CT ® CS, CT ® CT.

Nalezy réwniez wspomnieé, ze hipoteza (3.2) nie obejmuje struktury rozdzielne;
(tzn. iloczynu Kroneckera dwoch dowolnych okreslonych dodatnio macierzy syme-
trycznych), powszechnie stosowanej do analizy modeli podwojnie wielowymiarowych,

jako ze nie jest to struktura liniowa.

3.2 Statystyki testowe

W tym rozdziale wyprowadzimy statystyke ilorazu wiarogodnosci i jej doktadny roz-
ktad, a nastepnie wyznaczymy postac statystyki wynikowej Rao. Rozwazania zwia-
zane z testowaniem struktury kowariancyjnej rozpoczniemy od estymacji wartosci
oczekiwanej, mimo ze nie nakladamy na nia zadnych restrykcji, oraz macierzy ko-
wariancji bez struktury, jako ze estymatory te beda niezbedne do wyprowadzenia
statystyk testowych.

Przypomnijmy, ze w modelu (1.1) przestrzen wartosci oczekiwanej komutuje z
macierza kowariancji, niezaleznie od struktury (por. Rozdzial 2.2.2). Zatem z réw-
nan normalnych otrzymujemy, ze estymatory najwiekszej wiarogodnosci g i €2 maja

postaé

p=1Y1,, Q=1YQ,Y=S5.

T n
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3.2.1 Test ilorazu wiarogodnosci

Niech H = (Hy,...,H,) oraz H;H, = V,; stanowia baze przestrzeni V, gdzie
H/H; = I, oraz H{H;; = 0,,,,, dla i # 7. Rozwazmy macierze (H;®1,,)S(H; ®I,,,)
stopnia v;m, ktére mozna wyrazi¢ jako macierze blokowe o blokach stopnia m. Na

potrzeby dalszych rozwazan zauwazmy, ze
S| =|H & 1L,)S(H®L,)].

Niech
S, = BTr,, [(H; ®IL,)SH; ®1,)]. (3.3)

Zauwazmy, ze macierze S; moga by¢ rownowaznie zaplsane jako
> (h;j®1m)8(hi]~ ®1L,), gdzie h;; jest j-ta kolumng macierzy H; lub Z W, Q,Wij,
j=1

gdzie W;; = Y (h;; ® I,,). Taka definicje macierzy S; mozna znalezc w pracy Liang

iin. (2021). Wéwcezas udowodni¢ mozemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Estymator najwiekszej wiarogodnosci macierzy 3 dla modelu

(1.1) przy prawdziwosci hipotezy zerowej i alternatywnej (3.1) przyjmugje postaé, od-

powiednio,
E = Z: X_: V X U gdzze )\ij = v--lu]- Tr (SZU]) s
~ v — - 1
21 = ZVZ X Ai; gdZZ@ Az = *Su
i=1 i
przy czymi=1,...,v, 3 =1,..., w.

Dowdd. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej logarytm funkcji wiarogodnosci mozna
zapisac¢ jako

L) = ="2n(27r) = 333 {vi-uInd; + A Tr[S(V; @ Uj)l},
=1

=1j=1

gdzie A = (N\;),i = 1,...,v,5 = 1,...,w. Na podstawie wlasnosci sladu, $ladu
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blokowego i definicji macierzy S;, powyzsza funkcje mozna przeksztatci¢ nastepujaco:

INL(\) = —"In(2r) — ZZ{UZ uIn g + A Te[S(V; @ Uj)l

=1 j=1
— (o)

—n Z{vz uyIn Xy + A Tr [S(H; © 1,)(T, @ Uy)(H, @ 1))}

=1 j=1
= —"In(2m)
23> {vi w4+ A Te BTy, [(H, ® 1,)S(H; ® 1,)] U1}
i=1j=1
= —ﬂ —% Z{vlujln)\w—l—)\;lTr(SzUj)}
=1 j=1
Roézniczkujac powyzszg funkcje wzgledem A;;, ¢ =1,...,v, j =1,...,w, otrzymamy
viuj%j = % Tr (S;U;), a stad

Vi-Uj

Zatézmy teraz, ze H; jest hipoteza prawdziwa. 7Z uwagi na to, ze macierz 3

mozna przedstawié¢ jak w hipotezie alternatywnej (3.1), mamy
H®IL,)X(H®L,) ZHVH ®RA; = ZHHH'H ®RA; = ZI%@’AM
=1

a w konsekwencji, korzystajac z Wthasnosci 1.1(v) i faktu, ze wyznacznik macierzy
blokowo-diagonalnej jest réwny iloczynowi wyznacznikow jej blokow diagonalnych

(por. Kollo, von Rosen, 2005), otrzymujemy
=) = [T 1A (3.5)

1/

Ponadto, poniewaz ¥;' = Y7, V; ® A7 ! to funkcje In L mozna sprowadzi¢ do
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postaci

InL(p Ao A) = =22 In(2m) = 23 (o In|A) - 23T [S(Vio A7)
i=1 i=1

(3.6)

Po zrézniczkowaniu (3.6) ze wzgledu na macierze A;, i = 1,...,v, otrzymamy v

réwnan postaci
v - vec Ay = (ved' V; @ 1,2)(I, @ Ky ® I,) vec S.

Wykorzystujac Wtasnosé 1.2(7) oraz posta¢ macierzy S; podana w (3.3), z powyz-
szego rOwnania otrzymujemy estymator najwiekszej wiarogodnosci blokéw macierzy

kowariancji postaci
A, = 1By, [(V,®L,)S] = 1S, (3.7)
O]

Wykorzystujac estymatory podane w Twierdzeniu 3.1, wyznaczymy postac sta-

tystyki testowej ilorazu wiarogodnosci oraz wyznaczymy jej rozktad.

Twierdzenie 3.2. Statystyka ilorazu wiarogodnosci A dla hipotezy (3.1) przyjmuge

v w viug Y 2
v; Uy
i=1 j=1 \tij

gdzie t;; = Tr(S;U;) oraz S; zdefiniowane jest w (3.3).

postac

Dowad. Niech prawdziwa bedzie hipoteza alternatywna. Wéowczas,

w33 ums (Vo) |

—nv; /2

1
v; SZ

SupL(l"’? A17 s 7AV) = (27T>_nmq/2 H
Hq =1

Korzystajac z wlasnosci wyznacznika |aA| = a|A]| dla dowolnej, kwadratowej ma-

cierzy A stopnia n, z dekompozycji macierzy V; = H/H,, z Wtasnosci 1.2(4ii), (iv)
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oraz z postaci macierzy S; podanej w (3.3), powyzsze supremum mozna przeksztatci¢
nastepujaco
“(1 o
sup L(I% A17 EIRI) AI/) = (27T)_nmq/2 H (m |Sl| 2/2>
H v

=1 %

exp {—Z Tr [(H] © 1,,) S (H; @ 1,) (T, ® S} 1”}

i=1

Y 1 .
— (27T)fnmq/2 H (m |Si‘—nvz/2>
V!

=1 [

exp <_gzy:viTr{BTrm (H9L,)S(HoL,) (1,8, }>

i=1

Y 1 .
— (27T)7nm(1/2 H (m |Si|_nvl/2>
v

=1 %

o (=4 30T BT (0 1,) (8, 0 1,)] 5.}

=1

14 1 ) 14
- (27r)_’””‘1/2 H (vm |Si|_"vz/2> - exp {—g Zvi Tr (Im)}
i=1

i=1 1
S 1 . nm
— (27T)—nmq/2 H (m |Sz| nvz/2> Cexp <_Q) .
1\ 2
Analogicznie, przy prawdziwosci hipotezy zerowej, poniewaz estymator najwiek-
szej wiarogodnosci wyraza sie wzorem (3.4),

vVoow . —nviu; /2 voow
sup L(p, \) = <2w>—"mq/2HH(t”> exp (—;‘ZZviuj)
Hy

ViUy

i=1j=1 i=1j=1
oy () (-
(2m) 1:1_[1]1;[1 (Uﬂ@') exp 5 )
Stad
_ supy, L(p, A)
supy, L(p, Ay, ..., A,)
daje teze twierdzenia. O

Niech W, (€2, df) oznacza rozklad Wisharta z okreslona dodatnio macierzg €2
stopnia p i liczba stopni swobody réwng df. Ponadto, niech symbol 2 oznacza, ze

zmienna losowa "ma taki sam rozktad, jak”.
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Do wyprowadzenia rozktadu statystyki ilorazu wiarogodnosci bedg pomocne po-

nizsze lematy zaczerpniete odpowiednio z prac Muirhead (1982) i Olkin, Press (1969).

Lemat 3.1. Jesli macierz A ma rozklad W,,(Q,n), gdzie n > m, to |A]/|Q] <
ﬁ XZ'; gdzze X’L ~ X%*i+17 1= 1, oo, Mm.
i=1

Lemat 3.2. Niech Wy, W1, ..., W,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadach W; ~ X%a]-: 7=0,1,...,m. Jesl

PR (0

(Wo + 3252, Wy)m™’

to L % 72 X, gdzie Xu, ..., Xy, sq niezaleznymi zmiennymi losowyms takimi, ze

a+j—1 U
Xj ~ B(aj;,b;), bj:T—aj, a=7y_aj
=0

Wykorzystamy réwniez nastepujacy lemat.

Lemat 3.3. Jesli macierz A ma rozklad Wy,q(21,n), gdzie 33 = Y7V, @ A; 2
{V1,..., V,} jako bazq komutatywnej podprzestrzeni kwadratowej ¥V macierzy stop-
nia m, to

BTr,,[(V: @ L,)A] ~ Wi (A, nv;).

Dowdd. Niech A ~W,,,(%;,n), gdzie 3, zdefiniowana jest w hipotezie alternatyw-
nej (3.1). Na podstawie Kollo, von Rosen (2005), oznaczajac H = (Hy, Hs, ..., H,),

mozna zapisac, ze
H@L,)AH®IL,) ~ W,,(BDiag(,, ® A,),n),

gdzie BDiag oznacza macierz blokowo diagonalng. Implikuje to, ze diagonalne bloki
macierzy (H' ®1I,,)A(H®1L,), czyli (H;®1I,,)A(H;®1L,) oraz (H; ®1,,)A(H; ®1,,),

1,j =1,...,v,1# 7, sa niezalezne oraz

(H.L)AH; ®1,) ~W,..(L. ® A;;n), i=1,...,v;
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por. Anderson (2003). Co wiecej, poniewaz kazda macierz H; sklada si¢ z kolumn
ortogonalnych, H; = (h;y, ..., h;, ), bloki diagonalne macierzy (H; ® L,,)A(H; ® L,,),

dlai=1,...,v, sa niezalezne oraz
(h;k@)Im)A(hzk@Im) ~ Wm(AZ,n), 1= ]_,...71/, k= 17~~;Uz'~

Dalej, na podstawie dekompozycji macierzy V; = H;H, oraz Wtasnosci 1.2(v) mozna
zapisac, ze
BTr,[(V:®1,)A] = BTr,[(H;®1,)H.®1,)A] =BT, [(H,®L,)AH;®1L,)]
= 3 ( ®L)A(hy @ L),
k=1
Poniewaz suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach Wisharta ma réwniez
rozktad Wisharta z odpowiednimi parametrami (por. Anderson, 2003), otrzymujemy

teze lematu. O

Sformutujemy teraz jeden z najwazniejszych wynikoéw niniejszego rozdziatu, mia-
nowicie twierdzenie o rozktadzie statystyki ilorazu wiarogodnosci A. Z uwagi na fakt,
ze w definicji A w Twierdzeniu 3.2 wystepuja wyznaczniki macierzy S; stopnia m, w
celu zapewnienia ich dodatniej okreslonosci zaktada¢ bedziemy, ze n > m. Ponadto

niech ((ay, ap) oznacza rozktad beta z parametrami skali ay 1 ap.

Twierdzenie 3.3. Jesli hipoteza zerowa w (3.1) jest prawdziwa i n > m, to

v o ow U v oo
2/n d 'Hl 'Hz kHI Bijlk jesh =1
1= = =
AT z Jw = Vj . 7.
I T T B jesli u > 2,
1=1)= =

gdzie

(n—1v;  sjp—1 k—1+sjk—1
2 T 2

_ Jj—1 _
oraz S =k + > g Ue, Uy = 0.

Dowdd. Przy prawdziwosci hipotezy Hy z (3.2) kazda macierz U; generujaca baze

podprzestrzeni kwadratowej U mozna przedstawi¢ w postaci GjG’;, j=1,...,w,
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gdzie G'G =1, i G’G 1= Ouyxu, - Z ortogonalnosci macierzy G = (Gy, ..., Gy)
wynika, ze |G'S;G| = [S;|, dla i = 1,...,v. Co wigcej, t;; = Tr(S;U;) w Twier-
dzeniu 3.2 sg niczym innym jak sumg odpowiednich elementéw znajdujacych sie na
przekatnej gtéwnej macierzy G'S;G. Zatem A%™ mozna zapisaé jako

A2/n — f[
=1 ﬁ |:
7=1

H - |G'S;G|
j T (3.8)
g (G’ iG) sy

gdzie s, = k + Zi;é ue 1 ug = 0. Na podstawie Lematu 3.3 mozna zauwazy¢, ze
Si ~ Wm(AZ, (Tl — 1)Ui),

dla ¢ = 1,...,v sa wzajemnie niezalezne, a zatem wszystkie czynniki w (3.8) sa
rowniez niezalezne. Ponadto, przy prawdziwosci hipotezy zerowej, oznaczajac na
potrzeby tego dowodu przez D; macierz blokowo-diagonalna z macierzami 0;;L,,

7 =1,...,w, na przekatnej gtéwnej, dla kazdego 1 =1,..., v
D, ?G'S,GD; " ~ W, (L., (n — 1)vy).

Wykorzystujac rozktad Choleskiego powyzszej macierzy, W, W', gdzie W; jest ma-
cierzg dolnotrojkatna z dodatnimi elementami na przekatnej gtéwnej mamy, ze wszyst-
kie elementy macierzy W, sa niezalezne, a niezerowe elementy znajdujace sie poza
przekatna gléwng majg rozktad normalny, tj. W ~ N(0,1), m > k > kK > 11
Wik ~ X{n_1)0;_ks1; Por. Kollo, von Rosen (2005). Zatem,

Si| = |G'S:G| = |D}*W,W/D;”?| = |D;] - H kk(Héé‘f)HWQ
j=1 k=1

Oznaczajac przez Zl(s )k zmienna losowa o rozkladzie X( Jvi—sjp+1 ALY, ze

m

H Zkk - H H zs]k (39)

k=1 J=1k=1
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Rozwazmy teraz mianownik (3.8). Korzystajac z powyzszej notacji mozemy za-

pisaé
k;l (G,SiG)Sjkvsjk - 5 kz (W Wl)sgkvsyk
0i; Wi dla u; =1
= 5ij Z W kk + Z Z W kk’] dla j = 1 oraz (751 > 2
1: = uj s] 1
57‘3 Z ’LS ksk + Z i ‘/I/,L'stk/‘| dla J == 2,...,(,(}
= ! k=1 k=1 7

Zauwazmy, ze kwadrat kazdego elementu znajdujacego sie na przekatnej gtéwnej

macierzy W, ma taki sam rozktad jak Zi(slj)k,

a kwadrat kazdego elementu poza prze-
katna gtéwna ma rozktad x? jako kwadrat zmiennej losowej o standardowym rozkta-
dzie normalnym. Ponadto, wszystkie elementy poza przekatna sg niezalezne. Zatem,

przyjmujac ze ZZ.(].Z) ~ ng’ gdzie

d; = (2550 + 7«2‘j - 1)%” (3.10)
otrzymujemy
y 5%” dla uy =1
k§1 (G8:G)yyny ™ Z (L k (2) dla j=1,...,woraz u; > 2.
(3.11)

Podstawiajac (3.9) i (3.11) do (3.8), otrzymamy

CH

Y
v (1)
14 « ujj : H zsjk
IS ey b dla uy =1
1=1j=2 (1) (2)
9 d E Zzs Ic+ iJ
AL = w
v a j H zsjk
H H r 15 dla Ui > 2.
=1 =1 (1) (2)
! J Z Zzs k+

Na podstawie Lematu 3.2 mozemy zapisa¢ teraz rozktad A%" jako

s qiﬂBkmu_1
A2/ L z]

HIIHB% dla u > 2,

i=1j=1k=1
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gdzie
;45 —+ k—1 1
z]k ~ ﬁ ( lsgk’ - - a’l(sj)'k> )

U

(1) (n — 1)1]- — Sjk -+ 1

Uj
_ i _ 3
aisjk - ) a‘ij - a’isjk +
2 k=1

Majac na uwadze (3.10) i definicje s;;, wyrazenie a;; mozna przeksztalci¢ do postaci

o (n—1)v;—s;j,+1 (2sj0+u;—1)u;
aij = Z 2 + ]
j
_ (n Ducrl 1 (2200 vetui—1)u;
= U = Z Sjk + 4
U J
“1Do+1 J 2 o Ue—uj—1)u;
:u.(” Jvit _12 Zuc+k _|_(ZC—OC J )J
J 2 2 4
k=1 \c=0
N .
= 0l wFangue  wlyrl) g (23 puemy Uy
J 2 4 4
_ u 1
= 2 [(n—l)vl+1—c¥uc——+ Zuc—§—§
_ (n—1ujv;

skad otrzymujemy drugi parametr rozktadu beta zgodny z teza twierdzenia. Istotnie,

ajj+k=1 a(l) _ (n=Dujvi/24k=1  (n=1)v;—s;+1
Uj 1S5k - Uj 2
_ (n 1)1}1 + k; 1 (n—l)vi—sjk—l-l
- uj 2
_ k—1 Sjk— 1
- uj + 2

]

Do zilustrowania Twierdzenia 3.3 pokazemy teraz rozklady statystyki A%" dla
trzech szczegdlnych hipotez.
Przyktad. Zat6zmy, ze w eksperymencie obserwowanych jest 7 cech w 5 punktach

czasowych, tzn. m = 7, ¢ = 5. Przyjmijmy, ze interesujg nas nastepujace hipotezy:

H(a) . 20 = EBCT,CT VS Hl(a) . 21 = ZBCT
HY: Sy=%pes cs vs HY: % =pcs (3.12)
HY: S =1,0Scr vs H9: % =1, Qun.
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Dla kolejnych struktur kowariancyjnych wymienionych hipotez zerowych mamy

odpowiednio:
- dla hipotezy (a): v = 3 4
- dla hipotezy (b): v =2, w = 2,
- dla hipotezy (c): v =1 4

Ponadto, dla kazdej hipotezy u; = 1, zatem parametry rozktadu statystyki ilorazu
wiarogodnosci przedstawione w Tabeli 1, zgodnie z Twierdzeniem 3.3, rozpoczynac

sie bedg od j = 2.

3.2.2 Test wynikowy Rao

W tej czesci pracy sformulujemy postaé statystyki testowej Rao. Podobnie jak w
przypadku statystyki ilorazu wiarogodnosci niezbedne jest uzycie estymatoréw naj-
wickszej wiarogodnosci macierzy kowariancji przy prawdziwosci hipotezy zerowej i
alternatywnej zdefiniowanej w (3.1). Jednakze ze wzgledu na mozliwo$¢ prostsze-
go wyprowadzenia statystyki testowej, postuzymy sie inng niz w Twierdzeniu 3.1

postacig odpowiednich estymatoréw, podang w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.4. FEstymator najwiekszej wiarogodnosci macierzy 3 dla modelu
(1.1) przy prawdziwosci hipotezy zerowej i alternatywnej w (3.1) przyjmugje odpo-

wiednio postac

~

=3 (Vi®@Uy), gdie j=Tr[S(V,®U,),

Vi Uj
i=1j=1
i=1
orazt=1,...,v,7=1,..., w.

Dowdd. Niech prawdziwa bedzie hipoteza Hy. Z uwagi na fakt, ze ¥V X U jest komu-

tatywna podprzestrzenig kwadratowa, macierz 3o moze by¢ zapisana jak w hipotezie
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Hipoteza (a): v; = 1,v3 = v3 = 2;
U1:1,UQ:U3:’LL4:2

Jlk|sip—1 parametry rozktadu beta
2011 1 [[(n—1v—1]/2 1/2
21 2 |[n—1)v—2/2 3/2
311 3 [(n—1)v; — 3]/2 3/2
20 4 | [(n—1)v;—4]/2 5/2
A1) 5 |[(n-1uv—5]/2 5/2
2! 6 |[(n—1)v;—6]/2 7/2
Hipoteza (b): vy = L,uo =4; w3 =1,us =6
kisjp—1 parametry rozktadu beta
1)1 |[(n—=1)w—1]/2 1/2
2 2 [(n—1)v; —2]/2 3/2
3] 3 |[n—1)v—3]/2 5/2
4 4 [(n—1)v; —4]/2 7/2
5 5 [(n—1)v; — 5]/2 9/2
6 6 [(n—1)v; — 6]/2 11/2
Hipoteza (¢): v1 = ¢q; w3 = 1,up = uz = uqy = 2
klsjp—1 parametry rozktadu beta
1| 1 |[(n-1)g—1/2 1/2
2! 2 |[n-1q-2]/2 3/2
311 3 [(n—1)qg—3]/2 3/2
2 4 [(n—1)qg—4]/2 5/2
401 5 | [n-1q-35]/2 5/2
2 6 [(n—1)q —6]/2 7/2

Tabela 1: Parametry rozktadu beta dla rozwazanych hipotez zerowych zdefiniowa-
nych w (3.12)
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zerowej (3.1). Wykorzystujac Twierdzenie 2.2, estymator najwigkszej wiarogodnosci
macierzy 3, mozna uzyskaé¢ poprzez rzut S na przestrzen V XU. Wowczas,

R 12 w 1 1 1 1 v w -

>0 = ZZUZI <S’ (FmVie \/@Uj)> (WVZ @ @Uj> = ZZIJZI Aij (Vi@ Uj),

gdziedlat=1,...,v,7=1,...,w

ViU

Zatézmy teraz, ze H, jest hipoteza prawdziwa. Na podstawie dowodu Twierdze-

nia 3.1, przeksztalcajac postaé¢ estymatora A; podanego w (3.7) mamy, ze

A; = 18 =1BTy, [H &L,)SH ®L,)] = LB, [(V,;®L,)S].

v; ’Ui (2
O]

Wyznaczona zostanie teraz statystyka testu wynikowego Rao dla hipotezy (3.1).
Majac na uwadze Definicje 1.3, wektor parametrow przy prawdziwosci hipotezy al-
ternatywnej z (3.1) ma posta¢ @ = (u',vech’ Ay, vech’' A,, ..., vech’ A,)’, podczas
gdy przy prawdziwoéci hipotezy zerowej g = (', A1, A2 -+ 5 Adas -+ -3 A2y - o o5 Avw) s
por. (3.4). Oznaczmy 6, =MLE(8,). Poniewaz w hipotezie (3.1) nie naktadamy zad-
nych restrykcji na u, dlatego tez pierwsza sktadowa wektora wynikowego, s(ao), jest
rowna (. Powyzsze spostrzezenie, bez utraty ogélnosci, pozwala zredukowa¢ wymiar
wektora s o mq. Co wiecej, z tego samego powodu elementy poza gtéwna przekatna w
pierwszym wierszu i kolumnie macierzy informacji Fishera rowniez zredukuja si¢ do
0. Z uwagi na ten fakt, @ oraz 0, sg rozwazane bez pierwszego sktadnika, a macierz

informacji Fishera jest stopnia vw zamiast vw + mgq.

Twierdzenie 3.5. Dia testu hipotezy (3.1) statystyka testowa Rao ma postaé
12
'%T:Zﬁ{hw—zﬁj}}

gdzie 3003, sq estymatorami najwieksze] wiarogodnosci macierzy kowariancyi przy
prawdziwosci, odpowiednio, Hy i Hy, ktorych postac przedstawiona zostata w Twier-
dzeniu 3.4.
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Dowadd. Przy prawdziwosci hipotezy H; logarytm funkcji wiarogodnosci jest postaci

14 1 14
InL(p, 51) = _¥ In(27) — gz(% In|Af) - S YT [ZZ(Vi0 AT, (3.13)
=1 i=1

gdzie Z=7Z(p) =Y — 1,4/ ~ N(0,1,,3).

Aby wyznaczy¢ wektor wynikowy, nalezy zrézniczkowaé (3.13) ze wzgledu na skta-
dowe wektora 6. Stosujac regute tancuchows opisana w Magnus, Neudecker (1986),
wzory na pochodne z Lematu 1.3, a takze Wlasnosé 1.2(i), dla kazdego i =1,...,v

mamy, ze

Oln L nvi o, o« 1
_ A-
DA, { g VOO S

1
+5 ved (Z'Z) 1, @ Ky ® 1) (vec V; @ L2 ) (AT @ A;l)} D,,
1
— g (-w vec' A; ! + vec! {BTrm[(VZ- ® Im)Z’Z]} (A7l A;l)) D,,.
n

Majac na uwadze, ze

27 = 1Z(WZ(E) = 1Y'Q,Y =S,

estymator najwickszej wia-

JE
P
N——

wstawiajac do wektora wynikowego s(6) = (

rogodnosci 6, otrzymujemy

gdzie

5= (vi vee A - (&- L 7‘51) vee{BTen[(V; @ Im)S]})'
oraz

.&iZZE:Sﬁ[%u
7j=1

Uwzgledniajac postac A; z Twierdzenia (3.4), kazda sktadowa wektora wynikowego,

S;, 1 = 1,...,v, mozna przedstawi¢ jako

!/

S = v; <(KZ1 ® Kzl> vec (jAXZ — ZJ) A . (3.14)
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Do wyznaczenia macierzy informacji Fishera skorzystamy ze wzoru

0?In L
Fij(0) = —E (aeaa)
iUV

OlnL
dlaz,7 =1,...,v. Ze wzgledu na fakt, ze dla ¢ # 5,7,7 = 1,..., v, pochodna 1

0A;
nie zalezy od A, bloki pozadiagonalne macierzy informacji Fishera sa réwne 2610.

Rézniczkujac dwukrotnie funkcje In L ze wzgledu na i-ta sktadowa wektora 6, dla

1=1,...,v, otrzymujemy

9?In L
7112 = D;n(”;'(Al_l & A:l)

(AT AT @ vee AZ. "rvecAT'@ A ® A;l)} )Dm.

Korzystajac z Twierdzenia 2. 2 9 (i) z Kollo, von Rosen (2005) wiadomo, ze
E(Z'Z) = Tr1, Z V.® A; =n Z V,; ® A;. Majac na uwadze ortogonalnos¢ oraz

idempotentnosé mamerzy Vi, 1= 1, 2, ..., v, otrzymujemy

o) - (70
— D, [UZ(A @A
—{ved[BTr,,,(V; ® A;)] @ L2} (I, @ Ky @ L)
(A7 AT @vec A +vec AT R AT ® Ail)]Dm-
= = [-D, (A7 @ A7)D,,

Y
+ (ved A; @D )1, @ Ky @ L) (A @ AT @ vec A7 D,
+ (ved A; @ D)) (1, ®Km7m®1m)(vecA;1®A;1®A;1)Dm}
= = [-D, (A7 @ A7)D,,
+ (ved A; @ D)) Iy @ Ky @ L) Lz ® vee AL
(AT @ ATD,
+ (ved' A; @ D! ) (L, @ Ky @ L) (vec AT @ 1,2)
'(A;1®Azl) m|
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poniewaz BTr,,(V;®A;) = v;A; (por. Filipiak i in., 2018a, Lemat 2.11, Lemat 2.13).
Dodatkowo, z Lematu 1.1, dla kazdego i = 1,2, ..., v,

Fi(0) = —%3D, (A7 @ A7)D,, + 5D (A7 @ A7')D,,

+2:D) (A7 @ ATHD,,
= %D;(Agl ® A;HD,,.

Podstawiajac za @ estymatory najwiekszej wiarogodnosci nieznanych parametrow

przy prawdziwosci hipotezy zerowej, 90, otrzymujemy
F(ao) = gBDiag (vlf‘u, vgf‘gg, ey vl,f‘w> ,
gdzie Fy; = D;n(f\;l ® K;I)Dm, i=1,2,...,v. Korzystajac z (1.19) otrzymujemy
F!(6,) = 2 BDiag (1}1}?“1‘11, . lﬁ‘1> :
gdzie EA‘: — D (A; ® A;)DZ | lub réwnowaznie
F~'(0) = (I, D) BDiag (L A1 ® Ay,..., LA, @A) (I, @ D)), (3.15)

Wstawiajac do wzoru (1.14) wyrazenia (3.14) oraz (3.15), mamy, ze

RST = 3s/(I, ® D,,D})BDiag (1A ® Ay,..., LA, ®A,) (I, ® D} D),)

(& ® fxi) DD
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Wykorzystujac Definicje 1.1 oraz 1.3, a takze rownania (1.17) i (1.18) otrzymujemy

RST — 2| uved(A, — A)A; @A, )N, (A @A) N (A @A)
:’1 . Vec(jAXi — Zz)}
= S vved (A — A)A @A) (Lo + Ko) (Ai®A)
i (L2 + Koo ) (A, @ A; ) vee(A; — KZ)}
= ¥ szvec Z)(IAX;1®1AX;1)(1AL®JAXZ (K;1®K;l)
_ Vec(./AX /A\Z)}
- szvec —A)A; @A) vec(A, —Zi)] .

Z Wtasnosci 1.1(ii) wynika dalej, ze

RST = % {Z V; Vec/(.&- — Zl) VGC[K;l(Kz’ - Az)]\z_l]}
i=1

=1
v —~ a1

- ngviTr(I —2AA; + AR A, .)].
=1
1

7 idempotentnodci i ortogonalnodci macierzy bazowych V;, ¢« = 1,...,v, réwnodci

~ ~—1 -~ ~—-1
v, TrAA, =Tr (Vi @ A\, >, otrzymujemy ostatecznie

RST = % {Z {TF<VZ. ®1L,) —2Tr(V;® Z1—7\;1) + (Vi@ AiA; AjA, )} }

= g{gllmq —Zi:Tl“ [Q(Vz@&)(lq@f\[l) +(V,@ A1, @A, )
(Vio A, @/A\;l)”
o [1 <ZV ®A) (iv,@f\;l)
v

o5 1@?A)(ZV§A ) (Svies) (Sves)
_ gTr{ {Imq_— 21251]2 } _

i=1
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3.3 Poréwnanie LRT i RST — badania symulacyjne

W celu poréwnania proponowanych testow przeprowadzimy badania symulacyjne.
Przedmiotem zainteresowania w ogélnosci jest hipoteza (3.1), jednakze w badaniach
symulacyjnych rozwazymy hipoteze (3.12)(a) jako dotyczaca jednej z najszerszych
klas zdefiniowanych struktur kowariancyjnych przedstawianych w niniejszej pracy.
Aby mozna byto przeprowadzi¢ test ilorazu wiarogodnosci, w symulacjach zaktadamy;,
zen > m.

Na poczatku poréownamy zbieznos¢ rozktadu doktadnego LRT oraz rozktadu
empirycznego RST przy prawdziwosci hipotezy zerowej do granicznego rozktadu
X%m(m +1)/2—w)y- Dalej, dokonamy analizy mocy wspomnianych testow, gdzie dane
generowane beda z rozktadu N, ,,4(0,1,, Xpcr).

Kolejne sekcje niniejszego rozdziatu rozprawy pokazuja, ze RST przewyzsza LRT
pod wzgledem szybkosci zbieznosci rozktadu przy prawdziwosci hipotezy zerowej do
granicznego rozktadu X?m(m +1)/2—w)w» POdczas gdy nie ma istotnej réznicy w zacho-

waniu mocy testéw: oba sa konkurencyjne.

3.3.1 Zbieznos¢ do rozkladu granicznego

W celu wyznaczenia rozktadu doktadnego statystyki LRT (w szczegdlnosci kwanty-
li) przy prawdziwosci hipotezy zerowej zostal wykorzystany pakiet R CharFunToolR
opracowany przez Gajdos (2018). W przypadku RST postuzyliémy sie rozktadem
empirycznym wyznaczonym jako rozktad 10 000 statystyk RST obliczonych na pod-
stawie danych wygenerowanych z rozktadu N, ,,,4(0,1,, Xpcr_c1), gdzie parametry
modelu zostaly wybrane jako (m,q) € {(3,5),(5,3),(5,5),(3,10),(10,3), (10,10)}
oraz n € {m + 1,25,50}.

Rozktady statystyk LRT i RST wraz z rozktadem granicznym dla wyzej podanych
kombinacji parametrow m i ¢ przedstawiono na Rysunkach 3, 4. Zgodnie z teorig

podang przez Rao mozna zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem n oba rozktady daza do
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rozktadu granicznego, jednak zbieznos¢ RST jest szybsza niz LRT we wszystkich
rozpatrywanych przypadkach. Co wiecej, dla relatywnie malych parametréow m i
q, empiryczny rozktad RST jest zblizony do rozktadu granicznego nawet dla matej
proby. Nalezy jednak zauwazyé, ze wzrost m i ¢ (zwlaszcza m) zmniejsza szybkosé

zbieznosci obu rozkladow.
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Rysunek 3: Rozktad doktadny LRT (zielony) oraz rozktad empiryczny RST (nie-
bieski) przy prawdziwoséci hipotezy zerowej wraz z rozkladem Y2 (czarny) dla
m = 3,q = 5,v = 12 (pilerwszy wiersz), m = 5,q = 3,v = 24 (drugi wiersz),

m =5,q=5,v =36 (trzeci wiersz).
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Rysunek 4: Rozklad dokladny LRT (zielony) oraz rozktad empiryczny RST (nie-
bieski) przy prawdziwosci hipotezy zerowej wraz z rozkladem x? (czarny) dla
m = 3,q = 10,v = 24 (pierwszy wiersz), m = 10,q = 3,v = 98 (drugi wiersz),
m = 10,q = 10, v = 294 (trzeci wiersz).

Z uwagi na to, iz dla matych wielkosci préoby kwantyle rozktadu LRT réznig sie
istotnie od kwantyli rozktadu granicznego, do testowania hipotez dotyczacych da-
nych rzeczywistych sugerowalibySmy wykorzystanie rozktadu doktadnego, poniewaz

rozktad przyblizony moze prowadzi¢ do podjecia btednej decyzji (zob. Rozdziat 3.4).
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3.3.2 Analiza mocy testow

Aby dokona¢ analizy mocy testow LRT i RST w zaleznosci od rozbieznos$ci pomiedzy

hipoteza zerowa a alternatywna, podanych w (3.1), jak réwniez pod wzgledem wiel-

kosci préby, wykorzystamy rozbieznosé Kullbacka-Leiblera zdefiniowana w (1.16).
Niech A = {\;; : i =1,...,v,j =1,. w} oraz D = {A; : i=1,...,v}.

Wowcezas funkcja rozbieznosci dla hlpotezy ) ma postaé

feE(\,D) = <§;V,-®A (;ZlAU (V2 Uy) )
(zv © A )(Z:f;lxj V.0 U,) |—mq.

Zatem dla zadanej hipotezy alternatywnej (zbiér D), aby wyznaczy¢ strukture 3 o

najmniejszej rozbieznosci (zblor /\) nalezy wyznaczy¢ nastepujace minimum
£(N) = min fp(\ | D),
17

gdziei =1,...,v,7 =1,...,w. Pamietajac, ze macierze V;, i = 1,..., v, sg idempo-

tentne i ortogonalne oraz uwzgledniajac (3.5), problem sprowadza sie do wyznaczenia

i=1

) = mm{z ZUZ)\leI'(Ai_lUj)‘{_ln

i | =1 j=1

=2 > vy In(A)—mg ¢ .
i=1j=1
Rozniczkujac powyzsze ze wzgledu na A;; oraz przyréownujac pochodng do zera mamy,
ze

A== =1y =1, 0.
e ARt

Poniewaz funkcja rozbieznosci Kullbacka-Leiblera nie jest ograniczona z gory, do ana-
lizy  mocy  testéw  zostata  wykorzystana  skorygowana  rozbieznosc¢
n(A) =1—1/(1 —£()\)); por. Rozdziat 1.3.

W pierwszym kroku sprawdzimy zachowanie mocy testow LRT i RST w zalezno$ci
od skorygowanej rozbieznosci n. Dla (m, q) € {(3,5), (5,3), (5,5)} oraz n = 25 wyge-

nerujemy 100 okreslonych dodatnio macierzy Xgcr, dla ktérych obliczymy wartosé
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rozbieznosci 7. Nastepnie dla kazdej z wyznaczonych 100 macierzy wygenerujemy
zostato 10 000 macierzy obserwacji z rozktadu N, ,,,(0,I,,, Xpcr), na podstawie kto-
rych obliczymy moc empiryczng jako stosunek liczby odrzuconych hipotez zerowych
do wszystkich 10 000 powtérzen. Do odrzucenia Hy wykorzystamy 95-ty kwantyl
rozktadu dokladnego (przy prawdziwosci Hy) statystyki LRT oraz rozktadu empi-
rycznego (przy prawdziwosci Hy) statystyki RST.

Moc testéow LRT i RST w zaleznosci od skorygowanej rozbieznosci przedstawiono
na Rysunku 5. Na wszystkich wykresach mozna zaobserwowaé wzrastajacy trend
mocy testow w zaleznosci od wielkosci rozbieznoéci przy nieco wiekszych odchyleniach
miedzy mocami dla RST w poréwnaniu do LRT. Podobne zjawiska zaobserwowano
w pracy Filipiak i in. (2024), gdzie badano wplyw réznych miar rozbieznosci na moc
testow LRT i RST w kontekscie testowania struktury rozdzielne;j.

Na koniec poréwnamy moc testéw LRT i RST w zaleznosci od wielkosci proby. W
tym celudlam = 3, ¢ = 5orazn € {4,15,25,35,50, 75,100} wybierzemy dwie macie-
rze Xpcr takie, ze n = 0.4 i dwie macierze Ygcr takie, ze n = 0.6. Kazdy wykres na
Rysunku 6 reprezentuje moc empiryczng LRT (zielona linia) i RST (niebieska linia)
w zaleznosci od wielkoSci préby dla 10 000 macierzy obserwacji wygenerowanych z
rozktadu N, ;e(pt, I, Eper), gdzie w kolumnach przedstawiono wyniki w zaleznosci
od wartosci skorygowanej rozbieznosci (pierwsza kolumna: n = 0.4, druga kolumna;
n = 0.6). Zgodnie z oczekiwaniami moc obu testow rosnie wraz ze wzrostem wielko-
Sci proby oraz, zgodnie z wynikami prezentowanymi na Rysunku 5, moc rosnie wraz
z wartoscig skorygowanej rozbieznosci. Mozna zauwazy¢, ze oba testy sa poréwny-
walne: zazwyczaj moce obu testéow nie réznia si¢ istotnie, przy czym w niektérych

przypadkach moc RST przewyzsza moc LRT, a w innych zaleznos¢ jest odwrotna.

3.4 Przyklad rzeczywisty

Rozwazmy rzeczywiste dane zaprezentowane w Rozdziale 1.5, dla ktérych n = 11,
q =3 oraz m = 4.

Jak zaobserwowano w pracy Liang i in. (2015), uktad ptatkéw na kazdym kwie-
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Rysunek 5: Moc empiryczna LRT (pierwszy wiersz) oraz RST (drugi wiersz) w za-
leznosci od wartosci skorygowanej rozbieznosci 7, dla r6znych kombinacji m, ¢, oraz
dla n = 25.

cie jest kotowy. Ponadto mozna przyjac¢, ze korelacja miedzy dlugoscig dowolnych
dwoéch ptatkow na jednym kwiecie zalezy od liczby ptatkéw pomiedzy nimi. Innymi
stowy, zaktadamy réwne korelacje pomiedzy obserwacjami z sasiednich ptatkow i row-
ne korelacje pomiedzy obserwacjami z przeciwlegtych ptatkéow. Dlatego rozsadnym
wydaje sie przeprowadzenie testu o strukturze kotowej macierzy Toeplitza zalezno-
sci wewnatrzklasowej miedzy ptatkami na pojedynczym kwiecie. Ponadto, poniewaz
kolejnos¢ kwiatow na pojedynczym kwiatostanie nie jest istotna, do opisu korelacji
miedzy kwiatostanami (zaleznosé miedzyklasowa) mozna zastosowaé réwniez struk-

ture kompletnej symetrii. Zauwazmy jednoczesnie, ze poniewaz wybrane sa tylko
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Rysunek 6: Moc doktadna LRT (linia zielona) oraz moc empiryczna RST (niebieska
linia) w zaleznosci od wielkosci proby dla m = 3, ¢ = 5 oraz dla dwoch hipotez alter-

natywnych, dla ktérych nn = 0.4 (pierwsza kolumna) oraz n = 0.6 (druga kolumna).

3 kwiatostany, struktura kompletnej symetrii jest rownowazna strukturze kolowej
macierzy Toeplitza.

W Tabeli 2 zostaly podane wymiary odpowiednich przestrzeni rozwazanych w hi-
potezie zerowej (3.12) wraz z macierzami bazowymi. Warto przypomnieé, ze z uwagi
na to, ze dla kazdej rozwazanej hipotezy struktury reprezentujace zalezno$¢ miedzy-
klasowa w hipotezie zerowej i alternatywnej sa doktadnie takie same, natomiast w
przypadku hipotezy alternatywnej nie zaktadamy zadnej zaleznosci wewnatrzklaso-
wej, nie ma potrzeby przedstawiania bazy dla hipotez alternatywnych.

Dla kazdej hipotezy, korzystajac z Twierdzen 3.2 oraz 3.5, zostaly obliczone staty-
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styki LRT 1 RST oraz wyznaczone p-wartosci za pomoca rozktadu doktadnego (przed-
stawionego w Twierdzeniu 3.3) dla statystyki LRT, rozktadu empirycznego dla staty-
styki RST oraz granicznego rozktadu chi-kwadrat. Doktadny rozktad LRT zostat wy-
znaczony przy uzyciu pakietu CharFunToolR; por. Gajdos (2018). Liczba stopni swo-
body granicznego rozkladu chi-kwadrat wynosi odpowiednio (m(m+1)/2—a)v = 14
dla hipotezy (a), m(m + 1) — 4 = 16 dla hipotezy (b) i m(m 4+ 1)/2 —w = 7 dla
hipotezy (c). Wyniki przedstawione zostalty w Tabeli 3.

zaleznos¢ miedzyklasowa | zaleznosé wewnatrzklasowa
Hipoteza | v | v; V; w | uj U;
(a) 2lv =1V, =Ps 3luy =10, =Py
vy =2|Vy=Q;, uy =2 | Uy = £ol, + £,
uz = 1| Us = £30;
(b) 2|lvy=1|V;=P; 2luy=1|U; =Py
v =2|Vy=Q, up =3 | Uy =Qy
(c) 1lv=3|Vi=1 3luy=1|U, =Py
uy =2 | Uy = Lok, + 4L
uz =1| Uz = £30;

Tabela 2: Wymiary przestrzeni i bazy struktur kowariancyjnych rozwazanych w hi-

potezie zerowej (3.12).

Zaktadajac poziom istotnosci v = 0,05, przy testowaniu hipotez (a) i (b) decyzje
podjete w oparciu o rozktad doktadny statystyki LRT oraz rozktad graniczny chi-
kwadrat sa rézne (stad odpowiednie p-wartosci rozktadu chi-kwadrat zostaty wyrdz-
nione w Tabeli 3 pogrubiona czcionka). Wynika to z faktu, ze dla matej préby rozktad
doktadny statystyki LRT rézni sie¢ istotnie od rozktadu granicznego chi-kwadrat; por.
Rysunek 7(a), (b). W przypadku hipotezy (c) ze wzgledu na specyfike rozwazane;
struktury, rozktady statystyk LRT i RST nie réznia sie istotnie i sg relatywnie bliskie

rozktadowi granicznemu nawet dla tak malej préby jak n = 11; por. Rysunek 7(c).
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Zauwazmy rowniez, ze ze wzgledu na szybka zbieznos¢ rozktadu RST do rozktadu

granicznego (por. Rozdzial 3.3.1 oraz Rysunek 7), decyzje podjete na podstawie obu

(a) (b) ()
LRT | RST | LRT | RST | LRT | RST
statystyki testowe 24.89 | 20.82 || 27.56 | 23.98 || 12.01 | 12.36

p-wartos¢ —
doktadny rozktad

p-wartosé —

rozktadow sg takie same.

0.165 | 0.137 || 0.163 | 0.118 || 0.182 | 0.122

0.036 | 0.106 | 0.036 | 0.090 || 0.100 | 0.089

graniczny rozktad x?2

Tabela 3: Statystyki testowe wraz z odpowiednimi p-wartosciami dla hipotez (3.12).
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Rysunek 7: Rozktad dokladny LRT (zielony) i rozktad empiryczny RST (niebieski)
wraz z rozktadem x? z odpowiednig liczba stopni swobody (czarny) dla m = 4,
q = 3,n = 11 dla hipotez (3.12).

Jak zaobserwowalismy, przy duzej liczebno$ci proby, zaréwno rozkltad doktadny
statystyki LRT jak i rozktad empiryczny statystyki RST sa bliskie rozktadowi gra-
nicznemu chi-kwadrat, stad nie ma istotnych réznic w podjetej decyzji. Dla matej
liczebnosci proby rozktad doktadny LRT rézni sie istotnie od rozktadu chi-kwadrat,
zatem wnioskowanie na podstawie wartosci statystyki LRT i rozktadu granicznego

moze prowadzi¢ do podjecia blednej decyzji.
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4 Testowanie niezaleznosci miedzyklasowej w mo-
delu z macierza kowariancji o blokowej struktu-

rze kompletnej symetrii

Jedng z powszechnych struktur dla modeli podwdjnie wielowymiarowych jest struk-
tura BCS, wprowadzona w Rao (1945, 1953), gdzie badano problem dyskryminacji
grup odmiennych genetycznie. Celem niniejszego rozdziatu rozprawy jest wyznacze-
nie testu RST oraz WT dla testowania niezalezno$ci miedzyklasowej w ramach mo-
delu normalnego ze strukturg kowariancyjng BCS oraz poréwnanie ich z istniejacy-
mi w literaturze testami: LRT, testem zaproponowanym przez Fonseca i in. (2018),
oznaczanym w tym rozdziale przez FT, oraz testem Roya (por. Mardia i in., 1979),
oznaczanym w tym rozdziale przez RLRT. Warto wspomnie¢, ze Tsukada (2018)
podal m.in. posta¢ statystyki WT, jednakze nie pokazal jej wyprowadzenia. W pra-
cy Filipiak, John, Klein (2023) udowodnilidmy, ze wspomniana statystyka WT nie
jest zgodna z definicja testu Walda podana przez Rao (2005). W zwiazku z tym w
niniejszym rozdziale, obok postaci statystyki RST, wyprowadzona zostanie réwniez
postac statystyki WT. Ponadto, zostanie podany doktadny rozktad statystyki LRT
i por6wnamy za pomoca badan symulacyjnych wspomniane testy miedzy soba pod
katem szybkosci zbieznosci do granicznego rozktadu chi-kwadrat, jak réowniez pod
katem mocy z testem F'T o rozktadzie F przedstawionym m. in. w pracy Fonseca i
in. (2018) oraz testem RLRT o rozktadzie najwiekszego pierwiastka Roya (ang. Roy’s
largest root, por. Mardia i in., 1979). Do badania rozbieznosci pomiedzy hipoteza-
mi poshuzy nam entropijna funkcja straty. Pokazano, ze takie rozwigzanie pozwala
porownac¢ moc testu dla rozmaitych hipotez alternatywnych, w przeciwienstwie do
podejscia zwykle rozwazanego w literaturze, gdzie badane sg poszczegdlne struktury
hipotez alternatywnych; por. Fonseca i in. (2018), Tsukada (2018). Za pomoca badan
symulacyjnych zostanie zbadana réwniez odpornosé rozktadu rozwazanych statystyk
testowych na zaburzenie zalozenia o normalnosci rozktadu obserwacji. Na koniec

proponowane metody zilustrowane zostana przyktadem ogrodniczym, oméwionym w
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Rozdziale 1.
Wszystkie wyniki zaprezentowane w tym rozdziale znalez¢ mozna w pracy Fili-
piak, John, Klein (2023).

4.1 Model i hipotezy

Rozwazmy model (1.1), w ktérym macierz kowariancji ma strukture BCS, por. (1.9).
Poniewaz przestrzen struktur BCS jest podprzestrzenig kwadratowa, MLE macierzy

Ypcs jest rzutem S = %Y/QHY na przestrzen struktur BCS, czyli
Spos = Q@A + P, @Ay =T, @ Ty + (J, — L) @ T}, (4.1)

gdzie A, oraz A, sa zdefiniowane w (2.8), natomiast Ty i Iy sa okredlone w (2.9).
Przedmiotem zainteresowania jest zaproponowanie statystyk testowych dla hipo-

tezy zwiazanej z niezaleznoscia miedzyklasowa, tzn., dla parametryzacji (1.9a)
Hy: Y=1,0T, vs Hy: =L +J,-1,)oI} (4.2)
lub dla parametryzacji (1.9b),
Hy: A=A, vs Hy: 3, =Q, A +P,® A, (4.3)

Oznaczajac w powyzszej hipotezie zerowej A; = Ay przez A, hipoteze (4.3)

mozemy zapisa¢ réwniez jako
Hgi EOZIq(X)A VS Hli Eleq®A1+Pq®A2. (44)

Z uwagi na to, ze przestrzen macierzy blokowo-diagonalnych jest rowniez podprze-
strzenig kwadratowa, estymator najwiekszej wiarogodnosci macierzy 3 jest rzutem
S na przestrzen macierzy blokowo-diagonalnych tzn. 3 = Sp = I,® Z, gdzie A

zdefiniowane jest w (2.7).
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4.2 Statystyki testowe

W tej czesci pracy podamy przeglad testow dla rozwazanej hipotezy oraz wyprowa-
dzimy postac testu RST i WT. Testy, FT oraz RLRT, zostaly takze zaprezentowane
m.in. w pracy Koziol i in. (2021).

4.2.1 Test F

Dla testu hipotezy (4.4) statystyka FT zaproponowana w pracy Fonseca i in. (2018)

ma postac -
v/ Ayv
FT = ——2°,
VAV

gdzie Zl sg estymatorami nieobcigzonymi macierzy A;, ¢ = 1,2, natomiast v jest

dowolnym wektorem m-wymiarowym. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej powyzsza
statystyka ma rozklad F z (n — 1) i (n — 1)(m — 1) stopniami swobody. W pracy
Roy i in. (2016) estymatory te przedstawione zostaly jako wielokrotne sumy iloczy-
néw wektorowych. Poniewaz przestrzen struktur BCS jest podprzestrzenig kwadra-
towa, mozna je rowniez uzyska¢ poprzez rzutowanie macierzy kowariancji z proby,

S, = ﬁY’QnY, na przestrzen macierzy BCS, otrzymujac w rezultacie
A, = LB, [(Q,®L,)S1], A;=BTy,[P,®L,)S;

por. Filipiak i in. (2020). Zauwazmy, ze estymatory nieobcigzone Aj i A, réznia sie
od swoich odpowiednikow najwiekszej wiarogodnosci tylko stata, stad statystyke F
mozna rowniez przedstawi¢ w postaci

Vv ZQV

F=—,
\VANRY

gdzie A, sg estymatorami najwickszej wiarogodnosci A;, ¢ = 1,2, natomiast rozktad
F tej statystyki testowej przy prawdziwosci hipotezy zerowej wynika z rozktadu Wi-
sharta estymatorow najwiekszej wiarogodnosci oraz ich niezaleznosci; por. Roy i in.
(2015). Zatem nawet jesli przy prawdziwosci Hy rozktad FT nie zalezy od prawdzi-

wej wartosci A, wektor v powinien by¢ dobrany tak, aby jak najlepiej oddaé sens
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testowanej hipotezy. Przyktadowo, jesli v = e;, ¢ = 1,...,m, testowana hipoteza
dotyczy zerowosci i-tego elementu macierzy kowariancji (brak korelacji miedzy spre-
cyzowanymi cechami w okreslonym punkcie czasowym), co jest tym samym co (4.4)
tylko wtedy, gdy m = 1. Jedli natomiast v = 1,, (jak zatozono np. w Fonseca i in.,
2018) to hipoteza dotyczy zerowej sumy wszystkich elementéw macierzy I'; danej
w (1.9a). Wéwcezas proponowana statystyka testowa jest odpowiednia do testowania
(4.4) (lub réownowaznie (4.2)) jesli wszystkie elementy macierzy I'y sg tego samego
znaku (lub niektére z nich, ale nie wszystkie, sa zerami). Podobnie, wybér wekto-
ra v jako wektora o sktadowych nieujemnych (niedodatnich) odpowiada testowaniu
warto$ci sumy wazonej elementéw I';. Podsumowujac, do testowania (4.4) bardziej

naturalne wydaje si¢ nie ustalanie pojedynczego v, ale wybor wektora optymalnego.

4.2.2 Test Roya

Aby uniezalezni¢ sie¢ od szczegdlnego typu hipotezy, czy tez znakéw korelacji, na-
turalnym wydaje si¢ przyjecie za v wektora maksymalizujacego wartos¢ statystyki
testowej FT (przypomnijmy, ze test odrzuca hipoteze zerowa dla duzych wartosci
statystyki). Zatem maksymalizujac F'T dla wszystkich v € R™ otrzymujemy sta-
tystyke testowa Fy = Ao (ZQ/A\II), gdzie A\pnaz(-) oznacza najwicksza wartosé

—

wlasng macierzy ZZA; ; por. Koziot i in. (2021). Statystyka postaci

RLRT e
1+ -LF)

u—1

nazywana statystyka Roya, ma rozktad RLR z parametrami m, (n—1)(¢—1) i (n—1);
por. Mardia i in. (1979).

Nalezy zauwazy¢, ze poniewaz wektor v w F) jest wektorem wtasnym odpowia-
dajacym najwiekszej wartosci wtasnej iloczynu Zzﬁil, wartos¢ statystyki zalezy
od danych. W rezultacie, jak wspomniano w pracy Koziot i in. (2021), test Roya
niekoniecznie ma wyzsza moc niz FT. Jest mocniejszy tylko wtedy, gdy najwieksza

wartos¢ wlasna jest znacznie wigksza od pozostatych wartosci whasnych.
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4.2.3 Test ilorazu wiarogodnosci
Dla hipotezy (4.4) iloraz wiarogodnosci A ma postaé

= n2
A~ <| AT A, |>
| A ’

(4.5)

gdzie A, Ay, A, sa zdefiniowane odpowiednio w (2.7) i (2.8).

Wiadomo, ze przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka LRT = —21In A ma w
przyblizeniu rozklad x? z m(m+1)/2 stopniami swobody; por. Rao (2005). Uwzgled-
niajac (4.5) statystyka LRT ma postaé

LRT = —n [(g—1)In| Ay | +In | Ay [ —gln [ A []. (4.6)

Jak zauwazyli Self, Liang (1987), jesli parametry kowariancji leza na granicy ich
przestrzeni parametrow, to rozktad asymptotyczny LRT staje sie mieszaning rozkta-
déw 2. Ponadto, poniewaz predkoéé zbieznosci do rozktadu granicznego zalezy od
wielkosci parametréw ukltadu eksperymentalnego, m, g (por. Rozdziat 5.3), dla male;
liczebnosci proby rozktad doktadny moze znacznie odbiega¢ od rozktadu graniczne-
go. W takich przypadkach warto postuzy¢ sie rozktadem doktadnym, ktérego funkcje

charakterystyczna podajemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.1. Przy prawdziwo$ci hipotezy zerowej w (4.4) funkcja charaktery-
¢é

styczna statystyki LRT = —2In A, danej w (4.6), ma posta

q—nmqit m |:F((n1)(q21)+1j —itn(q—l)) F(n—j_itn) F((n—l)éfrl—j)

— . . T - . -
(,O(t) - (q - 1>7n(q71)mit P F((ﬂ*U(Q;lHlfj) F(%) F((n—1)g+17] 7itnq) :

Dowdd. Niech Ay =n(q— 1)/A\1 oraz Ag = nZQ, gdzie /A\l oraz Zg sg zdefiniowane
w (2.8). Zauwazmy ponadto, ze estymator A zdefiniowany w (2.7) mozemy zapisaé

jako

an = nBTr,,S=n {BTI"m [(Qq ® Im) S] + BTy, (P, ®L,) S]}
= nq(q— 1)Z1 + anz = A, + A,
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Wowezas potega 2/n ilorazu (4.5) przyjmuje postaé

A pm_ (T [ATHAS g7 (AT A
' n[n(g— D] [Ar+Azf?r (¢—1)97" [Ar+ Ayl

przy czym Ay ~ W, (A1, (n —1)(¢g — 1)), Ay ~ W, (Ag,n — 1) oraz Ay i Ay sa
niezalezne; por. Roy i in. (2015); Filipiak, Klein (2021).

Niech W oznacza zbiér wartosci zmiennej losowej] W ~ W, (2, v). Korzystajac z
funkcji gestosci rozktadu Wisharta, postaci
A

W |(1/—m—1)/2

|
2mu/2rm(%) | 3 |1//2 )

e

fw(w) =
z wielowymiarows funkcjg I' stopnia m postaci

D (8) = 7 DA T[T (),

i=1

(por. Kollo, von Rosen, 2005), mozemy wyprowadzi¢ wzér na h-ty moment | W |

nastepujaco:
E(W[") = [ W[ -f (W)dw

dW

1 r(=—! v—m—
[ pwp e e
w 2my/2rm(%) |2‘u/2

ol ) g e ) e

dW
2-mhL,, () [ S [0 Jw 2mG+20/2T, (4 4 h) [ S| +20)/2

= 2™ x . (4.7)

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika z faktu, iz funkcja podcatkowa jest gestoscig prawdo-

podobienstwa zmiennej losowej o rozktadzie W,, (X, v + 2h).
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Stad h-ty moment A, mozna przedstawi¢ w postaci

N qmqh
E(A*) = (q _ 1>(q—1)mh

/ / [ ALV Ay |
Ar J Az |A1 +A2|qh
e~ THATTAD/2 | A (- Da-1)-m-1)/2

'Qm(nq)(qq)/zpm ((nfl)Q(qfl)> | A|(-Da-1)/2

o= Tr(A1A,) /2 | Ay |(n—2—m)/2

- - dA,dA,
2m=D/D,, (25L) | A |2
qmqh ’A ‘(n—1+2h)(q—1)/2 \A |(n—1+2h)/2
(¢ — 1)a=Dmh [A|-D-D/2 " | A|r-1)/2

r, ((n71+22h)(q*1)> T, (n—12+2h>
Fm<<n_1>2<q—1>) ' Fm("%)
/ / AL+ A, |

.Al .A2

e—Tr(A_lAl)/Q ’A1 ’[(q—l)(n—1+2h)—m—1]/2

.Qm(n71+2h)(q71)/21"m ((n71+22h)(q71)) | A |(n=1+2h)(g-1)/2

.omgh

e—Tr(AflAQ)/Z ’AQl(n—l—&—Qh—m—l)/Q

. A dA
gm(n—1+2h)/2] (n712+2h> | A|(n—1+2n)/2 dA1dA,

(2 )mqh r,, (n—1+42h)(q—1) I, (n=1+2h )
- (q— 1q>(q—1)mh : lgm ((n21)2(q1)§ r En;) ) |A|7-E(JA7™).

Poniewaz A = Ay + Ay ~ W, (A, (n — 1 + 2h)u), korzystajac z (4.7) otrzymujemy

g r,, (%) r, (n—12+2h> T (w>
E(AL) = (g =1)emimt oy, (=) Dy (25) T (1252
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g T, (%) T, (n 1+2h) T (M)
(¢ — 1)a=bmh ((71*1)2&) ( ) (q n—1+2h) )
s

n— ) F((n 1)L1+1 j)
( ) ((n 1)q+1 ]+hq>

mah m F(%Mq ) T

_ q .
o (q_l)(q—l)mh 31—[1

co oznacza, ze jest to h-ty moment zmiennej losowej o rozktadzie z funkcjg charak-

terystyczng podang w twierdzeniu. O]

Poniewaz znajomo$¢ wszystkich momentéw zmiennej losowej jednoznacznie defi-
niuje jej rozktad prawdopodobienistwa (por. Billingsley, 1995), podana funkcja cha-
rakterystyczna identyfikuje rozktad doktadny statystyki LRT.

Do zilustrowania funkcji gestosci rozktadu statystyki LRT mozna postuzy¢ sie
pakietem Matlab CharFunTool (Witkovsky, 2018), czy tez pakietem R CharFunToolR
opracowanym przez Gajdos (2018).

4.2.4 Test wynikowy Rao

W tej czesci pracy sformutujemy postaé statystyki testowej Rao.

Uwzgledniajac Definicje 1.3, wektor parametréw przy prawdziwosci hipotezy al-
ternatywnej z (4.4) jest postaci @ = (p, vech’ Ay, vech’ A,)’, natomiast przy praw-
dziwoéci hipotezy zerowej ma on postaé 8y = (p/,vech’ A, vech’ A)'. Oznaczmy
6, =MLE(8y), gdzie odpowiedni estymator najwigckszej wiarogodnosci macierzy A
zdefiniowany jest w (2.7). Z uwagi na to, ze it = fi,, to pierwsza sktadowa wektora
wynikowego s(8y) (pochodna pierwszego rzedu wzgledem p) jest réwna 0. Dlatego
bez straty ogolnosci mozemy zredukowaé¢ wymiar wektora wynikowego o mgq. Dodat-
kowo, elementy poza gtéwng przekatng w pierwszym wierszu i kolumnie macierzy
informacji Fishera réwniez zredukujg sie do 0. Z uwagi na ten fakt, 8 oraz 8y w tym
rozdziale sg rozwazane bez pierwszego skladnika, a macierz informacji Fishera jest

stopnia m(m + 1).
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Twierdzenie 4.2. Statystyka wynikowa Rao dla testu hipotezy (4.4) ma postaé
~ ——1\ 12
RST = gTr{ {Imq ~ Shos <1q oA )] }
gdzie Spos oraz A sq estymatorami najwiekszej wiarogodnosci Xpcs 1 A wyrazonyms
odpowiednio wzorami (4.1) oraz (2.7).

Dowdéd. Rozwazmy hipoteze (4.4). Przy prawdziwosci hipotezy alternatywnej loga-
rytm funkcji wiarogodnosci przyjmuje postac

n(qg—1)
9

nmq

1
In L =~ in(2r) - In| A | —g In| A, | =3 TH(ZERLE),  (48)

gdzie Z :=Z(p) =Y — 1.
Rézniczkujac  (4.8) wzgledem 6, przy zastosowaniu reguly lancuchowej
(zob. (1.20)), wzoréw na pochodne z Lematu 1.3, a takze korzystajac z Wtasno-

dci 1.2(4), oraz majac na uwadze, ze Tr Q, = ¢ — 1 oraz Tr P, = 1, otrzymujemy

Oln L nla— _
A, - —7((12 D ved A7 'D,,
+2ved (2Z'Z)(1, ® Ky @ 1) (vec Q, ® L2 ) (AT @ ATHD,,
= (" ved A' + 3 vec {BTr, [(Q, ® L) LZ'ZIH A © A1) Dy,
Oln L _
oA, —2vec' A;'D,,

+2ved (L1271, ® Ky @ L) (vec Py @ L2) (A @ A')D,,
= (=ved A"+ 5 ved {BTr,, (P, ® 1)1 ZZ}(A;' © A1) Dy,

Wstawiajac do powyzszych formut éo z estymatorem A danym wzorem (2.7) oraz
uwzgledniajac
127 = 12 (@)Z(E) = 1Y'Q,Y =S,
uzyskujemy wektor wynikowy postaci
~ ( (g — 1) vec A - (Kil

s(60) = —53(I> ® D},) -1

®A ) vee{BTr,[(Q, ®1,,)S]}
vec A — (A ®1 '

® Z_l) vec{BTr,,[(P,
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Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoréw (2.8) oraz Wlasnosci 1.1(4i7), mozemy powyzszy

wektor wynikowy zapisa¢ jako

(g—1) VQC/A\_I—(A "9 A l)vecﬁl

S(ao) - _%(12 ® D;n) —_1 1 1 —
vecA — (A ®A )vecA,

lub réwnowaznie

AN _ . n / (q — 1)(Z71 ® 371) Vec(z — 31)
s(6y) = —3(I ® D},) ( X ) . (4.9)

Korzystajac ze wzoréw na rozniczkowanie macierzy otrzymujemy dalej

?InL _
SAT D%{”(‘ZU(A? DA

1

—2 [(ve {BTrn[(Q, ® 1) 2 Z'Z)} @ 1,2) (1 @ K ® L)
. (Al_1 ® Al_l ® vec Al_l + vec Al_l ® Al_l ® Al_l)} }Dm,

0?In L o B
W = D;n(Q(A21 ®A21)

2

-5 {(VGCI { BTr,,[(P, ® Im)%Z’Z]} @1.2) (L, @ K @ L,)
(AT AT @ved Ayt +vec Ay @ AT ® A;l)] }Dm.

Uwzgledniajac operatory sladéw blokowych w powyzszych wyrazeniach i wykorzy-
stujac (1.9b), ortogonalnoéé projektorow Q, i P, oraz Twierdzenie 2.2.9(i) podane
przez Kollo, von Rosen (2005) mamy, ze E(Z'Z) = nXpcs. Mozemy zatem zapisac,
ze E{BTr,[(Q, ® L)+ ZZ']} = BTr,,[(Q, ® L,) Xpcs] = BTrn,[(Q, ® Ay)] oraz ana-
logicznie E{BTr,,[(P, ® I,)ZZ']} = BTr,[(P, ® 1,)Zpcs] = BTr,[(P, @ Ay)].
Dalej, z definicji Q, i P, mozemy zauwazy¢, ze bloki na przekatne]j gtéwnej macierzy

Q,®A;iP,;® A sa odpowiednio rowne %Al i %AQ i jest ich ¢, co implikuje, ze
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BTI'm(Qq & Al) = (q - 1)A1 i BTI'm(Pq X Ag) = AQ. St@d,

0?In L _ 1
F ((’)AHQ> = "D (4, '©A, D,
1

D (ved Ay @ D! ) (L @ K @ L,,)
(A @A, @vecA, )D,,
D (ved A1 @D!) (L @ Ky @ 1,y,)
(vecA; ®A; @A, )D,,

621IIL —~—1 —~1
_E<8A§> = —ID, (A, ®A, )D,

+ 5 (ved Ay D! (1 @ Ky © Im)(Z;1® Z;@ vec Zz_l)Dm
+5(ved Ay@ D) (L, @ Ky @ 1) (vec Z;I@) /A\2_1® Z;I)Dm.

Korzystajac z Lematu 1.1 otrzymujemy

Fu(0) = —“UD (A ' ® A, )D,,
+n(qu(vec'A1® D)L, @ Ky m® L,) (L2 ® vec Z;B(Zl_l@ /A\;])Dm
+ 1D e Ay @ D) (L @ Ko @ L) (vee Ay ® Lya)(A; ® A; )D,,
= el (A @A, D, + 2D (A, ® A, )D,,
MDDy (A, @A, )D,,
- ”<q nep (A @A, Dy, (4.10)
Fp() = —2D (A, ®@A, )D,
+2(ved' By @ D) (I @ Ky @ L) I @ vec A, )(A, @ A, )D,,
+2(ved' By @ D) (I @ Ky @ L) (vec A, @ T)(A, @ A, )D,,
— oDy (K‘l ® Z_I)Dm + 2D, (A, ® A, )D,
+1D (A, ® A, )D,,
~ D, (A, ®A,)D,. (4.11)

Z uwagi na to, ze dla i # j,i,7 = 1,2, pochodna

A nie zalezy od A;, bloki
pozadiagonalne macierzy informacji Fishera sa réwne zero. Wstawiajac estymatory
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najwiekszej wiarogodnosci nieznanych parametréow przy prawdziwosci Hy, macierz

informacji Fishera przyjmuje zatem postaé

~ af(¢-1)D, (A @A D, 0
F(0y) = - —1 =1 :
2 0 D, (A ®A )D
Korzystajac z (1.19) mamy, ze
e
Fi(@,) — 2 ( (A®A)D 0 /
n 0 D} (A ® A)D;
A®A) 0 ,
_ Ypepy | @nAEA) 0 ) ope
0 A®A

Zapisujac wektor wynikowy (4.9) w postaci
n s
s(6o) = —5(12 ®Dy,) ( - ) 7

gdzie 81 = (¢ — 1)(/A\71 ® Zil) vec(A — Ay) oraz 8, = (Zil ® Zil) vec(A — Ay),
statystyke RST wyznaczymy jako

(A®A) 0 , 8
RST = — (8),8,) (I, ® D,,D}) [ D . __ |(L,eDLD, :
2(1 2) (I )( 0 NN (I A

Otrzymujemy zatem
RST = "0Uved(A-A)A  ®A )D,D;(AeA)D;D,A oA
-vec(A — Ay)

+ 2ved(A-A)(A ®A )D,D.(AxADID,(A @A)
vec(A — As).

Korzystajac z faktu, ze D,,D;; = N,,, (por. Magnus, Neudecker, 1986) oraz z zalez-
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nosci (1.17) i (1.18) mamy

RST = "D yed/(A - ANA  ©A )N.(AoANA @A)

-vec(A — Ay)
b oZved(A-A)A @A IN,(ARAN, (A ®A )
Vec(z Zg)
= ( )(A ® A )(Im2 + I<m,m)(Z ® Z)(Im2 + Km,m)

(A QA )Vec(A ~A)
+oved (A= A)A @A )Ly + Kpm)(A ® A) (L2 + Ky
(A @A Y vec(A — Ay)
= MDA -A)A ®A )ARA)A ®A )
vec(A — Ay)
+ Ived(A—A)A ®A NAQA)A @A)
Vec(Z /A\2>

+ fvec( )(A ®A ) vec(A —

1

RST = 2{(g— 1)vec(B — Ay vecA (A - A&~

I3

+ ved (A — Ay) vec[A (A — &)Z‘l]}
— 3{e- @A -B)A B -A)A

+ TA-A)A (A -BAA )}
_ [(q DT, - 2AA AN AA D

+ T(L, — 2A,A '+ ZQKEQKB} .

Z idempotentnosci projektorow Q, i Py, z faktu, ze, Q, + P, = I, oraz ponownie

89



wykorzystujac Wtasnos¢ 1.1(iv), powyzsze wyrazenie mozna przeksztatci¢ do postaci

UG G PO |
RST = 2 {Tr Q,Ti(I, —2AA ' +AA 'AA )
FTEP, Tr(L, — 280A 4 AsA AA )

_ = [Tr@q 9L,) - 2T(Q,® AA )+ TrQ,® AA AA )

——1

FTE(P, @ L) — 2Tr(P, @ AoA ) + Tr(P, @ DA ApA )

= 5Tr [Imq
—2(Q,® A)I,®A )
+ (Q® A (I, ® Z_l)(Qq RANI,OA )
2P, @A), @A )
+ (P, M), 0A (P, A)I,0A )|

Ostatecznie z ortogonalnosci Q, i P, otrzymujemy

RST = —Tr|Tn,—2(Q,® A +P, @ A, 0 A )

n

>
— — —1 — — —~1

+HQ,® A +P, @ Ap)(L,® A )(Q, ® A +P, © Ay)(l, ® A )]

Tr :Imq — 2850s(I, ® A) ! + Spes(I, © A) ' Spes(I, ® K)—l]

(NS Y

Tr{ L~ SpesT, © 8)7']° }
0

Oznaczajac estymatory najwickszej wiarogodnos$ci macierzy kowariancji przy
prawdziwosci hipotezy zerowej i alternatywnej odpowiednio poprzez 31 ¥ tatwo
zauwazyc¢, ze

172
RST:gTr{[Imq—zlzol} } (4.12)

Ze wzgledu na zalezno$¢ miedzy parametryzacja (1.9a) i (1.9b), postaé staty-
styki RST mozna sformutowaé¢ w terminologii macierzy I'y oraz I'y, co przedstawia

ponizszy wniosek.
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Whniosek 4.1. Statystyka wynikowa Rao dla testu hipotezy (4.2) ma postacé
ng(q— 1
RST = "0 7y | (8T

gdzie f‘o oraz Ty sq estymatorami najwiekszej wiarogodnosci I'y @ I'y wyrazonyma

wzorami (2.9).

Dowdd. Uwzgledniajac we wzorze (4.12) parametryzacje (1.9a) oraz korzystajac z
Witasnosci 1.1(iv), a takze z faktu, iz Tr [(J, — I,)?] = ¢(q — 1), otrzymujemy

RST — gTr{ [Imq —(1,® f‘gl)(lq @ Ty + J,—I,)® f‘1)r }
_ gTr{ [(Jq -I,)® (f‘alf‘l)r } =5Tr[(J, — L)% Tr [(Fo Fl)z]

nqg(q— Sl
= mMely [(I‘O 1“1)2]

Na koniec przypomnijmy, ze przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej i ro-
snacej wielkoSci proby, rozklad statystyki RST dazy do rozktadu x? z m(m + 1)/2

stopniami swobody.

4.2.5 Test Walda

Kolejnym rozpatrywanym testem jest test Walda. Majac na uwadze posta¢ (1.15)
statystyki testowej WT hipoteze (4.3) mozna zapisaé w postaci

HO : VeCh(Al - Ag) = 0m(m+1)/2 Vs Hl : VeCh(Al - Ag) 7é Om(m+1)/2~ (413)
Hipoteze zerowa (4.13) mozna réwnowaznie przedstawié w postaci

(Im(m+1)/27 _Im(m+1)/2) 0 = 0p(m+1)/2

gdzie @ = (vech’ Ay, vech’ A,)’, a stad w (1.15) otrzymujemy

w(0) = (Im(m+1)/2, _Im(m+1)/2) 0, W) = (Im(m+1)/27 _Im(m+1)/2) ,
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natomiast F~'(0) jest macierza blokowo-diagonalna o blokach postaci (4.10) i (4.11).
Podobnie jak rozktady LRT i RST, przy rosnacej wielkosci proby rowniez rozktad
WT dazy do rozktadu x* z m(m + 1)/2 stopniami swobody, a statystyka Walda

przedstawiona jest w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.3. Statystyka Walda dla testu hipotezy (4.13) ma postaé

1
WT = § vec (A1 — ZQ> [ (A1 ® A1) (32 ® /A\2)] vec (Zl - ZQ) ;

q —
gdzie A, oraz A, sqg estymatorami najwiekszej wiarogodnosci Ay 1 Ao wyrazonymi

wzorami (2.8).

Dowdd. Na podstawie pracy Rao (2005) statystyke testowa Walda mozna przedsta-
wié¢ korzystajac z (1.15). Stad,

A(0) = %( itz T m+1)/2) (qllD;ﬁ(A1 ® Ay)D; . 0 (me1)/2 +/)
Oun(m+1)/2 D; (A; ® Ay)D}

( m m+1 )

Loms)/2

D+

% (A1 @A)+ (A ® A2)} D,/

2
i, wstawiajac odwrotnosé A(@) do wzoru na statystyke testowag Walda,

WT = vech’ (A; — Ag) D), [ (A @A) + (Ay Zz)}_l D, vech (A; — A,) .
(4.14)

Korzystajac z Definicji 1.3 macierzy duplikacji, otrzymujemy teze twierdzenia. [

Mozna zauwazy¢, ze aby wyznaczy¢ statystyke testowa Walda w terminologii
(1.9a), w Twierdzeniu 4.3 wystarczy wyrazi¢ 31, A, za pomocy estymatoréw Ly i
T'y; por. (1.10). W przeciwienstwie jednak do statystyki RST, gdzie wykorzystanie
parametryzacji (1.9a) uproscito postaé¢ RST, postaé¢ statystyki WT bedzie bardzie;

ztozona.
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Na koniec zwroémy uwage, ze przyjmujac we wzorze (4.14) estymator najwiek-
szej wiarogodnosci macierzy kowariancji przy prawdziwosci hipotezy zerowej zamiast
alternatywnej, otrzymamy statystyke testowa przedstawiona przez Tsukada (2018).
Nalezy jednak zauwazy¢, ze takie podejscie nie jest zgodne z definicja testu Walda

podana przez Rao (2005).

4.3 Badania symulacyjne

W niniejszym rozdziale za pomoca badan symulacyjnych, przy zalozeniu prawdziwo-
Sci hipotezy zerowej w (4.4), wyznaczymy rozktady empiryczne statystyk RST i WT
i porownamy je z doktadnym rozkladem statystyki LRT pod wzgledem zbieznosci
do granicznego rozktadu chi-kwadrat. Ponadto zweryfikujemy odporno$¢ wszystkich
rozwazanych testow na zaburzenie zatozenia o normalnosci rozktadu obserwacji oraz
porownamy je pod katem mocy. Poniewaz badania symulacyjne wymagaja genero-
wania danych dla zadanych parametréw, udowodnimy najpierw nastepujace twier-

dzenie.

Twierdzenie 4.4. Przy prawdziwo$ci hipotezy zerowej w (4.4), rozklady statystyk
LRT, RST i WT nie zalezg od prawdziwych wartosci g oraz A.

Dowdd. Poniewaz statystyki LRT, RST oraz WT przedstawione odpowiednio w (4.5),
Twierdzeniu 4.2 i Twierdzeniu 4.3, nie zawieraja p, to rozklady tych statystyk nie
zalezg od prawdziwej warto$ci pu. Pokazemy teraz, ze rozktady statystyk nie zaleza

rowniez od A.
Macierz obserwacji Y mozna zapisaé w postaci Y = 1,u’ + EQY?, gdzie

Q2 =1, AY?2 AY2AY? = A oraz E ~ N, ,,(0,1,,, 1,,,). Wowczas

Y'Q,Y = QY’E'Q,EQY?2
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Stad, dzigki (2.7) i Wthasnosci 1.2(iv), otrzymujemy, ze

A =1BTr,(S) = L BT, (Y'Q,Y) =
_ niqBTrm(QmE'QnEQI/Q) _ niqBTrm[(Iq ® Al/z)E/QnE(Iq ® Al/z)] —
= AY*L BTy, [E'Q,E|AY? =
=AY A2

gdzie /'fo nie zalezy od prawdziwych wartosci nieznanych parametrow. Podobnie
mozna wyrazi¢ estymatory Aq, Ay z (2.8). Z idempotentnodci projektorow Q, i P,
otrzymujemy

A = n(q 5 BT, [(Q, ® 1,)S] = A BTr,[(Q, © 1,)Y'Q,Y]

(
= ( 5 BTr,[(Q, @ 1, )91/2E’Q EQY?
(Q,

=" BTrm[(Iq Al/ 2)(Qq ®1,,)E'Q,E(I, ® A'/?)]
= Al/zn(qlil) BTrm[(Qq ® Im)EIQnE]Al/Z

— A1/2 [(Qq ® Im)E,QnE(Qq ® Im)]A1/2 — AI/Q/T\lAl/Q,

1
n(g—1)

oraz

A, = BT, [(P, ®1,)S] = L BTr,[(P, ® 1,)Y'Q,Y]
= 1B, [P, ® 1,)Q/*E'Q,EQ"?
= 1BTr, [P, ®1,)I, ® AY)EQ,E(I, ® A'/?)]
= 1By, [I.® AY?) (P, ®1,)EQ,E(I, ® AY?)]
= AY21BTy, [(P,®1,)E'Q,E|A"?
= A21BTy, (P, ® 1,)E'Q,E(P, ® L,)]AY? = AV2Y,AY?

gdzie
Tl = %1) BTrm[(Qq ® Im)E/QnE(Qq ® Im)]7

n(q

Y, = % BTr,[(P,® I, )E'Q,E(P,®1,)]
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nie zaleza od prawdziwych wartosci nieznanych parametrow. Stad estymator Shes

zdefiniowany w (4.1) mozemy przedstawi¢ jako
zA]BCS = (Iq ® Al/Q) (Qq ® /fl + Pq ® ?2) (Iq & Al/Q)

i dalej, iloraz wiarogodnosci przyjmuje postac

= == n/2
A= (\ Xy 7Y !)
| Yo [

natomiast statystyki testowe RST i WT wyrazajg sie jako
_ - —~ 2
RST = ZTr{ [Imq —(Q,®Y1 +P,®Yy)(I; ® To)_l} }
oraz
no (. 1 (. o~ ~ ot ¥ o~
WT = 2 vec (Tl — Tg) [qﬁ(T1 ®Y1)+ (L2 ® T2)} vee (Tl - TQ) ’

co daje teze twierdzenia. O

4.3.1 Zbieznos¢ do rozktadu granicznego

Przypomnijmy, ze warunkiem koniecznym przeprowadzenia testow LRT, RST i WT
dla hipotezy (4.4) jest aby wielko$¢ préby przekraczala liczbe cech, n > m. Ponad-
to, liczba stopni swobody granicznego rozktadu chi-kwadrat jest rowna m(m + 1) /2.
W badaniach symulacyjnych przyjmowaé¢ bedziemy, ze (m,q) € {(3,3),(3,6),(3,9),
(6,3),(9,3)}, natomiast n € {10, 25,50} dla kazdej wartosci m, oraz dodatkowo n = 5
dlam =3 in =7dlam = 6. Dla kazdego zestawu parametréw wygenerowalismy
losowo 50 000 macierzy obserwacji o rozktadzie N, ,,,(0,1,,1L,,), dla kazdej z nich
obliczylismy wartosci statystyk testowych, i na ich podstawie wyznaczyliSmy empi-
ryczne rozktady statystyk RST i WT. Rozktad statystyki LRT wyznaczony zostat
z wykorzystaniem pakietu CharFunToolR oprogramowania R (por. Gajdos, 2018).
Otrzymane rozktady, wraz z rozkladem granicznym, zaprezentowane zostaly na Ry-
sunkach 8-12.
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Rysunek 8: Rozktad doktadny LRT (zielony), rozkltady empiryczne RST (niebieski)
i WT (czerwony) przy prawdziwosci hipotezy zerowej wraz z rozktadem y2 (czarny

przerywany) dla m = g = 3.
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Rysunek 9: Rozktad doktadny LRT (zielony), rozkltady empiryczne RST (niebieski)
i WT (czerwony) przy prawdziwosci hipotezy zerowej wraz z rozkladem Y2 (czarny

przerywany) dla m = 3,q = 6.
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Rysunek 10: Rozklad doktadny LRT (zielony), rozktady empiryczne RST (niebieski)
i WT (czerwony) przy prawdziwosci hipotezy zerowej wraz z rozktadem y2 (czarny

przerywany) dla m = 3,q = 9.
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Rysunek 11: Rozklad doktadny LRT (zielony), rozktady empiryczne RST (niebieski)
i WT (czerwony) przy prawdziwosci hipotezy zerowej wraz z rozkladem x3, (czarny

przerywany) dla m = 6,q = 3.
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Rysunek 12: Rozklad dokladny LRT (zielony), rozktady empiryczne RST (niebieski)
i WT (czerwony) przy prawdziwosci hipotezy zerowej wraz z rozkladem x3; (czarny

przerywany) dla m = 9,q = 3.

Wykresy te potwierdzaja, ze rozktady wszystkich statystyk testowych daza do
rozktadu granicznego wraz ze wzrostem n, przy czym zbieznosé¢ rozktadu RST jest
najszybsza i nawet dla stosunkowo malej liczebnosci proby, w przeciwienstwie do
rozktadu statystyk LRT i WT, nie rozni si¢ istotnie od rozktadu granicznego. Mozna
réwniez zauwazy¢, ze poza przypadkiem m = 3, ¢ € {6,9}, dla malych wielkosci
proby test LRT zazwyczaj przeszacowuje wartosci kwantyli rozktadu granicznego,

natomiast test WT ich nie doszacowuje.

4.3.2 Odpornosé¢ testow na zaburzenia rozktadu normalnego

Sprawdzimy teraz odpornos¢ rozwazanych testow na pewne zaburzenia rozktadu nor-
malnego obserwacji. W tym celu wygenerujemy dane z nastepujacych rozktadow:
wielowymiarowy rozktad ¢ studenta z trzema lub piecioma stopniami swobody (¢,
t5), rozklad gamma z parametrami (2,1.5), a takze jednostajny na przedziale (0, 1).

Przyjmiemy ponadto, ze (m,q) = (9,3) oraz n = {10,25}. Dla kazdego zestawu
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parametréw (m,q,n) wygenerowanych zostanie losowo 50 000 macierzy obserwacji
o wspomnianych rozktadach, dla kazdej z nich obliczymy warto$é¢ statystyk testo-
wych, wyznaczymy empiryczne rozktady statystyk LRT, RST i WT, FT oraz RLRT.
Rozktady statystyk wraz z odpowiadajacymi rozktadami przy zalozeniu normalnosci
przedstawimy na Rysunku 13.

Mozna zauwazy¢, ze przy prawdziwosci hipotezy zerowej empiryczne rozktady
wszystkich statystyk testowych wyznaczone na podstawie danych wygenerowanych
ze wspomnianych rozktadéw sa dosé¢ zblizone do swoich odpowiednikéw przy zatoze-
niu normalnosci rozktadu obserwacji. Podobnie, dla rosnacej wielkosci proby i danych
generowanych z rozktadu jednostajnego i gamma, nie ma istotnych réznic miedzy em-
pirycznymi rozktadami kazdej z rozwazanych statystyk testowych. Zauwazmy jednak,
ze dla n = 25 i rozktadow generowanych z wielowymiarowych rozktadéw ¢ zaobserwo-
waé¢ mozna istotne réznice miedzy rozktadami statystyk testowych. Mozemy zatem
uznaé, ze wszystkie rozwazane statystyki nie sa odporne na zaburzenie normalnosci

rozktadu obserwacji.

4.3.3 Analiza mocy testow

Do analizy funkcji mocy rozwazanych testow w zaleznosci od wielkosci rozbieznosci
pomiedzy hipoteza zerowa, a alternatywna w (4.4), wykorzystaliSmy miare rozbiez-
nosci Kullbacka-Leiblera; por. (1.16). Dla rozwazanej hipotezy i ustalonej macierzy

Ypcs rozbieznosé miedzy hipotezami wyznaczymy jako
£(A) = min fg(A, Spes),
A
gdzie
fe(A, Xpes) = Tr [Elgés(lq ® A)} —In|Speg | ~In|L, @ A | —mg.

Rézmiczkujac fp(A, Xpes) ze wzgledu na A, otrzymujemy

dfe(A, Xpes)

- = ved (Bpts —L® AT (I, @ Kpg @ 1) (vee I, @ 1,,2) Dy,
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Rysunek 13: Rozktady empiryczne statystyk testowych przy prawdziwosci hipotezy

zerowej (zaprezentowane w wierszach) dla danych o rozkladzie: normalnym (czarny

przerywany ), wielowymiarowym ¢3 (czerwony), t5 (zielony), gamma G(2, 1.5) (niebie-

ski) oraz jednostajnym U(0, 1) (fioletowy), dlam =9, ¢ = 3, n = 10 (lewa kolumna),

n = 25 (prawa kolumna).
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Przyréwnujac powyzsze do zera i wykorzystujac Wtasnosci 1.2(4), (i) oraz kwadra-

towo$¢ podprzestrzeni struktur BCS, mamy

vec' [BTrm (Egés)} = vec [BTrm (Iq ® A_l)}
BTry, (Sgts) = BT (I, ® A7)
Tr(Q,) - AT+ Ta(P,) - A = Te(I,)- A7
Hig-nart+ay'] = at

Stad minimum fr(A, Xpcg) osiagane jest dla
— -1
A= (A +iar) (4.15)

Nalezy zauwazy¢, ze (4.15) okresla strukture diagonalna bloku, ktéra jest naj-
blizsza w sensie (1.16) i nie musi by¢ taka sama jak bloki diagonalne w hipotezie
alternatywnej. Przypomnijmy réwniez, ze poniewaz wartosé¢ & (Z) nie jest ograniczo-
na z gory, do analizy mocy testow zostata wykorzystana skorygowana rozbieznosé¢
n(A) =1 — ——: por. Rozdzial 1.3.

1+¢(A)
Do wyznaczenia rozbieznosci miedzy hipotezami wykorzystaliSmy parametryzacje

(1.9a) oraz zaleznosci (1.10). Przyktadowo, dla m = ¢ = 3 wygenerowali$my macierze

88.910 —13.002 14.855 26.195 —0.231 —4.579
I'o=| —13.002 84.921 5285 |, I''=| —0.231 2357 —1.647 |, (4.16)
14.855 5.285 120.934 —4.579 —1.647  3.495

dla ktérych minimum funkcji rozbieznosci jest osiagnicte dla

75.995 —13.2497 17.5422
A =| 132497 84.7433 5.49956
17.5422  5.49956 120.196

dajac wartos¢ n = 0.2012.

W pierwszym etapie badan symulacyjnych dla parametréw m = ¢ =3, n =51
macierzy I'g podanej w (4.16) wygenerowali$my losowo 300 macierzy I'; i sprawdzi-
lismy, ze w 237 przypadkach otrzymana macierzy Ypcg jest okreslona dodatnio. Na-

stepnie dla kazdej okreslonej dodatnio macierzy Ypgcg obliczylismy rozbieznosé n(A)
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oraz wygenerowalismy 50 000 macierzy Y ~ N, ,,4(0,L,, Xpcg), dla ktérych wyzna-
czylisSmy warto$ci wszystkich statystyk testowych. Do odrzucenia hipotezy zerowej
zostaly uzyte odpowiednio rozktad doktadny LRT (przedstawiony w Twierdzeniu 4.1
i obliczony za pomoca pakietu CharFunToolR), rozklady empiryczne przy prawdziwo-
Sci hipotezy zerowej RST 1 WT, rozktad F zn—11 (n—1)(¢—1) stopniami swobody
dla FT i rozktad RLR z m, (n —1)(¢ — 1) i n — 1 stopniami swobody (wyznaczony
za pomoca algorytmu zaproponowanego w pracy Chiani, 2016) dla RLRT. Podob-
nie jak w Fonseca i in. (2018) oraz Koziot i in. (2021), do obliczenia FT wybrano
v = 1,,. We wszystkich obliczeniach przyjelismy poziom istotnosci réwny 0.05. Moce
testow, wyznaczone jako stosunek odrzuconych hipotez zerowych do liczby wszyst-

kich macierzy obserwacji, 50 000, w zaleznosci od skorygowanej rozbieznosci n(A)

przedstawiono na Rysunku 14.

Widocznym jest, ze wartosci mocy LRT, RST i RLRT rosna wraz ze wzrostem
wartodci rozbieznoéci, w przeciwienstwie do FT, dla ktérego dla dwdch réwnoro-
zbieznych struktur BCS moc rézni sie istotnie, oraz W'T, dla ktorego moc jest czesto
ponizej nominalnego poziomu istotnosci (test Walda jest testem obciazonym). Z tego
powodu, do dalszego poréwnania mocy testow wzielismy pod uwage tylko LRT, RST
i RLRT.

Dla kazdej pary (m,q) € {(3,3),(3,6),(3,9),(6,3),(6,6),(6,9),(9,3),(9,6)} wy-
bralismy macierze I'g i I'; w taki sposob, aby wartos¢ skorygowanej rozbieznosci n
wynosita 0.2 oraz 0.4. Nastepnie, podobnie jak poprzednio, dla wybranych liczebnosci
proby zapewniajacych istnienie wszystkich trzech testéw (n > m) wygenerowalismy
50 000 macierzy obserwacji, dla ktérych obliczyliémy moce empiryczne testow LRT,
RST oraz RLRT. Wykresy przedstawiajace zaleznos¢ mocy empirycznych kolejnych

testow od wielkosci proby przedstawiono na Rysunkach 15-17.

Mozna zauwazy¢, ze zaréwno dla n = 0.2 jak i n = 0.4 moce RST (linia niebieska)
i RLRT (linia fioletowa) przewyzszaja moc LRT (linia zielona) dla kazdej rozpatry-
wanej wielkosci préby, jednak réznice te nie sg znaczace. Co wiecej, dla n = 0.4 nie

widaé istotnych réznic miedzy mocg RST i RLRT.
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Rysunek 14: Moce empiryczne testow LRT, RST, WT, FT oraz RLRT dlam = ¢ = 3,

n = 5, w zaleznosci od wartosci rozbieznosci 7.

4.3.4 Przyktad rzeczywisty

W niniejszym rozdziale zastosujemy oméwione testy do weryfikacji hipotezy (4.4)
dla rzeczywistych danych opisanych w Rozdziale 1.5. Zauwazmy, ze hipoteza ze-

rowa dotyczy niezaleznosci dtugosci ptatkéw pomiedzy dowolnymi dwoma kwia-
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Rysunek 15: Moce empiryczne testow: LRT (zielony), RST (niebieski) oraz RLRT
(fioletowy) w zaleznosci od n dlam = 3, ¢ € {3,6,9} oraz dlan = 0.2 (lewa kolumna)

in=0.4 (prawa kolumna).
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Rysunek 16: Moce empiryczne testow: LRT (zielony), RST (niebieski) oraz RLRT
(fioletowy) w zaleznosci od n dlam = 6, ¢ € {3,6,9} oraz dlan = 0.2 (lewa kolumna)

in=0.4 (prawa kolumna).
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Rysunek 17: Moce empiryczne testéw: LRT (zielony), RST (niebieski) oraz RLRT
(fioletowy) w zaleznosci od n dla m =9, g € {3,6} oraz dla n = 0.2 (lewa kolumna)

in=0.4 (prawa kolumna).

tami. W przypadku testu LRT do podjecia decyzji wykorzystamy kwantyle roz-
ktadu dokladnego prezentowanego w Twierdzeniu 4.1 (obliczone przy uzyciu pa-
kietu CharFunToolR) oraz kwantyle granicznego rozktadu x%,, natomiast dla sta-
tystyk RST i WT wykorzystamy kwantyle empiryczne rozktadéw statystyk RST
i WT oraz rozkladu granicznego x?,. Do zilustrowania dzialania testu F uzyje-
my trzech postaci wektora v: 1,,, vi.x bedacego wektorem wtasnym odpowiada-
jacym najwiekszej wartosci wtasnej 323;1, a takze wektora wygenerowanego lo-
sowo v, = (0.859853,0.175291,0.011513, 0.405039)", a do podjecia decyzji wykorzy-
stamy kwantyle rozkltadu F ze stopniami swobody 10, 20. Przeprowadzimy réwniez

test RLRT z wykorzystaniem kwantyli rozkladu RLR ze stopniami swobody 4, 20, 10
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(z uzyciem algorytmu przedstawionego w pracy Chiani, 2016). Wartosci statystyk

testowych wraz z odpowiadajacymi im p-wartosciami podane sg w Tabeli 4.

LRT | RST | WT | FT(L,) | FT(Viax) | FT(v,) | RLRT

statystyki
11.532 | 5.974 | 8.600 0.700 0.978 0.144 0.601
testowe

p-wartoscé -
doktadny 0.565 | 0.879 | 0.569 | 0.714 0.491 0.998 | 0.402
rozktad
p-wartosé -
graniczny | 0.318 | 0.817 | 0.570 — — — —
rozktad y?

Tabela 4: Wartosci statystyki LRT, RST, WT, FT(1,,), FT(Vimax), FT(vy) oraz

RLRT wraz z odpowiednimi p-wartosciami.

Na poziomie istotnosci 0.05 p-wartosci obliczone z odpowiednich rozktadéw wszyst-
kich statystyk testowych nie odrzucaja hipotezy zerowej o niezaleznosci dhugosci
ptatkow dla réznych kwiatow. Ponadto decyzja podjeta na podstawie rozktadu gra-
nicznego x? dla LRT, RST i WT pozostaje taka sama, przy czym w przypadku RST i
WT empiryczne p-wartosci i p-wartosci obliczone na podstawie rozktadu granicznego
sa zblizone, co nie ma miejsca w przypadku LRT. Fakt ten nie jest zaskakujacy, gdyz
na podstawie badan symulacyjnych (Rysunki 8-12) moglismy zaobserwowaé wolniej-
sza zbieznos¢ rozktadu statystyki LRT do rozktadu granicznego dla matej wielkosci
proby.

W przypadku testu F mozna zauwazy¢, ze wartosé statystyki F'T zalezy od wybo-
ru wektora v i stad rézne p-wartosci. W rozwazanym przyktadzie decyzja pozostaje
taka sama, jednak nietrudno sobie wyobrazi¢, ze przy (nie)odpowiednim doborze
wektora v p-wartos¢ nie bedzie przekracza¢ zadanego poziomu istotnosci. Na koniec

przypomnijmy, ze poniewaz statystyka Roya jest transformacjg statystyki F wyzna-
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czonej dla v = v.y, stad podobne p-wartosci dla obu testow.

Na koniec zauwazmy, ze przeprowadzenie testu LRT bazujacego na rozkltadzie
doktadnym przedstawionym w Twierdzeniu 4.1 oraz przeprowadzenie testu RLRT
wymagaja wykorzystania specjalistycznego oprogramowania (pakiet CharFunTool
dla LRT czy algorytm wyznaczajacy p-wartosci na podstawie rozktadu RLR, jako
ze dostepne w literaturze tablice zawieraja kwantyle tylko dla dos$¢ szczegdlnych
wartosci parametrow eksperymentu), co moze byé dosé uciazliwe dla praktykow.
Z drugiej strony, poniewaz empiryczne rozktady RST i WT nie réznig sie istotnie
od granicznych wartosci rozkltadu x?, kwantyle rozkladu granicznego moga byé¢ z
powodzeniem wykorzystywane przez badaczy. Zwréémy jednak uwage, ze ze wzgledu
na obcigzonos¢ testu WT, btad drugiego rodzaju moze by¢ znacznie wyzszy niz

mozliwy do zaakceptowania, dlatego najbardziej polecanym testem wydaje si¢ RST.
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5 Podsumowanie

W rozprawie doktorskiej analizowalismy wielowymiarowe i podwdjnie wielowymia-
rowe modele normalne z macierzg kowariancji o zadanej strukturze liniowe;j.

W Rozdziale 2 pokazaliSmy, ze w modelu z nieznang wartoscig oczekiwana, w
ktorym przestrzen wartosci oczekiwanej komutuje z przestrzenig macierzy kowa-
riancji, warunkiem rownowaznym do istnienia jawnej postaci estymatora najwick-
szej wiarogodnosci macierzy kowariancji jest fakt, iz przestrzen macierzy kowariancji
jest podprzestrzenia kwadratows. Ponadto pokazaliSmy, ze estymator ten jest rzu-
tem ortogonalnym estymatora najwiekszej wiarogodnosci macierzy kowariancji bez
struktury na przestrzen macierzy o zadanej strukturze. Przedstawione wyniki zi-
lustrowalismy przyktadami wybranych struktur kowariancyjnych w standardowym
modelu wielowymiarowym, w modelu podwodjnie wielowymiarowym oraz w modelu
krzywych wzrostu.

W przypadku, gdy liczba rozwazanych cech zwicksza si¢ do nieskonczonosci lub
tez gdy jest wieksza od liczebnosci proby, ocena macierzy kowariancji nieposiadaja-
cej zadnej struktury, niezbedna do estymacji struktury kowariancyjnej, moze by¢ Zle
uwarunkowana lub osobliwa. W takiej sytuacji mozna poprawi¢ wlasnosci estymato-
réw stosujac przyktadowo metody kurczenia (ang. shrinkage methods). W przypadku
macierzy kowariancji o zadanej strukturze metody te, po odpowiedniej modyfikacji,
moga by¢ réwniez zastosowane, jednak bedzie to przedmiotem dalszych badan.

W sytuacji, gdy macierz kowariancji o zadanej strukturze nie nalezy do pod-
przestrzeni kwadratowej (na przyktad wstegowe macierze Toeplitza), estymator naj-
wiekszej wiarogodnosci nie jest wyznaczany za pomoca rzutowania (rzutowanie nie
zapewnia okreslonosci macierzy), wyznacza si¢ go numerycznie; por Markiewicz i
Mieldzioc (2023). Mozna réwniez proponowaé inne metody estymacji, na przyktad
rzutowanie na stozek macierzy okreslonych nieujemnie o zadanej strukturze; por. Fi-
lipiak i in. (2018b) lub metode kurczenia; por. John i Mieldzioc (2020). Wyznaczanie
estymatoréow macierzy kowariancji nienalezacych do podprzestrzeni kwadratowych,

o dobrych wlasnosciach statystycznych, bedzie przedmiotem dalszych badan.
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W Rozdziale 3 rozprawy zaproponowaliSmy testy hipotez zwigzanych ze struk-
turami kowariancyjnymi nalezacymi do podprzestrzeni kwadratowych w modelu po-
dwdjnie wielowymiarowym. WyprowadziliSmy test ilorazu wiarogodnosci i test wyni-
kowy Rao dotyczacy zaréowno struktur miedzyblokowych jak i wewnatrzblokowych.
Z przeprowadzonych badan symulacyjnych wynika, ze zbieznos¢ rozktadu statystyki
wynikowej Rao do granicznego rozktadu chi-kwadrat nastepuje juz dla niewielkiej
liczebnosci proby, czego nie mozna powiedzie¢ o rozktadzie statystyki ilorazu wiaro-
godnos$ci. Porownujac natomiast moce obu testéw ze wzgledu na miare rozbieznosci
mozemy powiedzie¢, ze oba sg zblizone. Zaletg testu ilorazu wiarogodnos$ci jest znajo-
mosé rozktadu doktadnego statystyki testowej, jednak jest to przewaga tylko pozorna,
gdyz jego wyznaczenie wymaga uzycia specjalistycznego oprogramowania, podczas
gdy w tescie wynikowym Rao wykorzysta¢ mozna kwantyle rozktadu granicznego
juz dla niewielkiej wielkosci proby. W niniejszej pracy nie zbadaliémy odpornosci
proponowanych testow na zaburzenie normalnosci rozktady obserwacji. Bedzie to
przedmiotem dalszych badan.

Warto zwrdéci¢ uwage, ze hipoteza rozwazana w Rozdziale 3 nie obejmowata te-
stowania miedzyblokowej niezaleznosci (struktura blokowo diagonalna macierzy ko-
wariancji) przy zalozeniu blokowej struktury kompletnej symetrii (hipoteza ta nie
spetnia warunku o jednakowej przestrzeni zaleznosci miedzyblokowej w hipotezie ze-
rowej i alternatywnej). Zagadnienie to zostalo rozwazone w Rozdziale 4 rozprawy,
gdzie oprocz testu ilorazu wiarogodnosci i testu wynikowego Rao zaproponowaliSmy
takze test Walda oraz poréwnalismy ich wlasnosci z testami istniejacymi w literatu-
rze. Podobnie jak w poprzednim rozdziale, symulacje pokazaly, ze rozktad statystyki
wynikowej Rao dazy do rozktadu granicznego juz dla niewielkiego rozmiaru proby, a
jego moc jest jedna z wyzszych wsrod wszystkich rozwazanych testéw, co wydaje sie
wystarczajaco rekompensowadé nieznajomosé jej doktadnego rozktadu. Ponadto oka-
zalo sie, ze zaden z rozwazanych testow nie jest odporny na zaburzenie normalnosci

macierzy obserwacji.
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Przyszte badania dotyczace testowania struktur kowariancyjnych nalezacych do
podprzestrzeni kwadratowych zwigzane beda z rozszerzeniem wynikéw na modele,
w ktorych normalnos$é rozktadu obserwacji nie jest wymagana, oraz na modele, w
ktérych liczba cech dazy do nieskonczonosci (zagadnienie wysokiej-wymiarowosci).
Interesujace bedzie rowniez testowanie hipotez o jednoczesnej strukturze macierzy
kowariancji oraz wartosci oczekiwanej. Wstepne wyniki zwigzane z ostatnim zagad-

nieniem znalez¢ mozna w Liang i in. (2021).
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