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Recenzja rozprawy doktorskiej Grzegorza Adamskiego

Oszacowania rozgrywanych liczb Ramseya

Praca doktorska Grzegorza Adamskiego bada ciekawg odmiane liczb Ramseya zdefiniowa-
nych za pomocg pewnej gry nawigzujacej bezposrednio do zagadnienia rozmiarowych liczb
Ramseya (ang. size Ramsey numbers).

Najlepiej znanym i szeroko badanym pojeciem w obrebie tej tematyki sa klasyczne liczby
Ramseya r(k) oznaczajace minimalng liczbe wierzchotkéw kliki K, ktérej kazde krawedziowe
kolorowanie dwoma kolorami (czerwonym i niebieskim) zawiera jednobarwna kopie kliki K.
Méwimy wowczas, ze taka klika K,, gdy n > r(k), jest grafem Ramseya kliki Kj. Ogolnie,
méwimy, ze graf R = R(G) jest grafem Ramseya grafu G jezeli w kazdym dwukolorowa-
niu krawedzi grafu R znajdziemy jednobarwng kopie grafu G. W wariancie rozmiarowym,
poszukujemy grafu Ramseya o minimalnym rozmiarze, czyli o minimalnej liczbie krawedzi.
Liczbe te, dla danego grafu G, oznaczamy przez 7(G). W szczegdlnosci, zachodzi oczywista
nieréwnosé¢ 7(G) < |E(R(G))|, dla kazdego grafu Ramseya R(G).

Wersje rozgrywang parametru 7(G) okresla nastepujaca gra pomiedzy Konstruktorem
a Malarzem. Planszg do gry jest nieskoniczony zbiér wierzchotkéow, poczatkowo bez zadnej
krawedzi. W kazdej rundzie gry Konstruktor rysuje krawedZ pomigdzy dwoma wybranymi
wierzchotkami, a Malarz koloruje ja jednym z dwdch koloréw. Gra koiczy si¢ w momencie
powstania jednobarwnej kopii grafu G. Konstruktor chce zakonczy¢ gre jak najszybciej, czyli
w jak najmniejszej liczbie rund. Cel Malarza jest naturalnie przeciwny, chce on kontynuowaé
gre jak najdiuzej, chociaz wiadomo, ze kiedy$ musi si¢ ona skonczy¢. Wartoscig gry jest liczba
rund w rozgrywce, w ktérej gracze stosuja swoje optymalne strategie. Oznaczamy ja przez
7(G). Oczywidcie, zachodzi nieréwno$é¢ 7(G) < 7(G).

Podobnie mozemy zdefiniowaé liczbe 7(G, H) dla dwéch danych graféw G i H, poprzez
gre, ktérej koniec nastepuje po uzyskaniu czerwonej kopii grafu G lub niebieskiej kopii grafu
H. Analogicznie definiujemy takze liczbe 7(G, H), poprzez gre, ktéra koiczy si¢ w momencie
uzyskania czerwonej kopii dowolnego grafu z rodziny G lub niebieskiej kopii dowolnego grafu
z rodziny H.

Warto podkreslié, ze trudno$é problemu oszacowania rozgrywanych liczb Ramseya jest
podobna do ich klasycznego pierwowzoru. W istocie, od wielu lat otwartg pozostaje hipoteza
Rodla sugerujaca, ze 7(Ky) = o(r(Ky)). Podobnie rzecz si¢ ma dla grafow rzadkich, jak sciezki
czy cykle, dla ktérych doktadne wyliczenie, czy chociazby Sciste oszacowanie asymptotyczne

liczb 7#(P,), czy 7(Cy), stanowi zazwycza]j spore wyzwanie.
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Wyniki rozprawy doktorskiej Grzegorza Adamskiego dotycza gtéwnie przypadku liczb
7(G,H), w ktérym pierwsza rodzina sklada sig z cykli (lub pojedynczego cyklu Cy), za$ druga
z graféw spdjnych ustalonego rzedu i rozmiaru (badz jest pojedyncza $ciezka P,). Mozna je
podzieli¢ na dwie czgéci, zgodnie z dwoma artykutami, w ktérych zostaty opublikowane.

W pierwszej czgsci, obejmujacej rozdzialy 4-7, jednym z dwéch gtéwnych wynikéw jest
Twierdzenie 4.1 podajace dolne oszacowanie:

T(Coddy Snym) 2 n+m — 2p + 1,

gdzie Coqq 0znacza rodzing cykli nieparzystych, S, , rodzine graféw spdjnych rzedu n i rozmia-
rum, za$ @ = 1”"2—‘/5 jest ztotg liczbg. Jest to elegancki i nieco zaskakujacy wynik, choé ztota
liczba nierzadko pojawia si¢ w zagadnieniach typu online. Stanowi on znaczacy postep w sto-
sunku do dotychczasowych oszacowan, z ktérych najlepsze uzyskali Cyman, Dzido, Lapinskas
i Lo. Metoda dowodu polega na sprytnym zdefiniowaniu odpowiedniej funkcji potencjatu f(G)
dla graféw dwukolorowych oraz wskazaniu strategii Malarza ograniczajacej wzrost f(G) o co
najwyzej 1 + ¢ w kazdej rundzie gry, przy jednoczesnym unikaniu czerwonego nieparzystego
cyklu. Catos¢ dowodu jest nietatwa technicznie, a zdefiniowanie odpowiedniego potencjatu
wymagato nie lada pomystowosci. Intuicje stojace za kluczowym pomystem zostaly przedsta-
wione w osobnym rozdziale pracy (rozdziat 7) przy uzyciu pewnej gry (Granty i Darowizny),
ktora jest ciekawa sama w sobie. (Twierdzenie 7.2 podaje prawie doktadna wartosé tej gry.)

Praca zawiera takze gérne oszacowanie wartosci gry w cykle nieparzyste i grafy spdjne
(Twierdzenie 6.1):

?(Codd,sn,m) <n+2m+ O(V m—m + 1)
Dowdd jest nietrudny, ale jego kluczowym sktadnikiem jest oszacowanie gérne na wartoéé gry
w trojkat Cs i Sciezke P, (Twierdzenie 5.1):

7#(Cs, P,) < 3n — 4,

ktorego udowodnienie wymagato juz sporej dozy sprytu. Warto podkresli¢, ze poprawia ono
znaczaco poprzedni wynik Dybizbanskiego, Dzido i Zakrzewskiej. Powyzsze wyniki zostaly
opublikowane w artykule, ktéory ukazal sie w Electronic Journal of Combinatorics. Warto
takze nadmienié¢, ze znalazta sie¢ w nim ciekawa hipoteza (Conjecture 5), ktérej nie ma chyba
w rozprawie, a ktéra postuluje réwnosé 7(Cs, P,) = 3n — 4 dla wszystkich n > 3.

Druga cz¢$¢ wynikéw rozprawy znajduje sie w rozdziatach 8-12. Gléwne twierdzenie (Twier-
dzenie 8.1) podaje oszacowanie gérne:

’F(Clla Pn) < 2n — 2a

dla wszystkich n > 8, oraz 7(Cy, P;) < 13. Jest to wynik nie tylko poprawiajacy dotych-
czasowe rezultaty, ale wrecz zamykajacy problem dla tego przypadku, albowiem, w $wietle
istniejacego ograniczenia dolnego, daje on dokladne wartosci tych liczb (Wnioski 8.2 i 8.3).
Dowod jest pomystowy i dos¢ trudny technicznie. Gléwna idea polega na zastosowaniu in-

dukeji ze wzgledu na n, ktéra rozgatezia sig na kilka przypadkéw w zaleznosci od momentu
pojawienia si¢ pierwszej niebieskiej krawedzi. Wymaga to sprawdzenia kilku przypadkow ba-
zowych, dlan = 8,9,...,13, co zostalo zrobione przy uzyciu komputera (algorytm i jego kod
zostaly przedstawione odpowiednio w rozdziale 11 oraz w dodatku). Kluczowym elementem
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dowodu umozliwiajagcym krok indukeyjny jest Lemat 9.3. Gwarantuje on mozliwoéé wyko-
rzystania strategii konstruktora z mniejszego grafu uzyskanego po odpowiednim $ciggnieciu
niebieskiej Sciezki. Wyniki tej czesci rozprawy zostaly opublikowane w czasopi$mie Discrete
Mathematics.

Pozostate rozdziaty rozprawy zawieraja wprowadzenie (rozdzial 1), definicje i zastosowania
pojecia potencjatu, w szczegélnoéci do uzyskania znanych wynikéw dotyczacych rozgrywa-
nych liczb Ramseya (rozdziaty 2-3), oraz krétkie oméwienie wynikéw z trzeciej pracy autora
rozprawy opublikowanej w SIAM Journal of Discrete Mathematics. Wszystkie te rezultaty
(Twierdzenia 13.2-5) dotycza liczb 7(Ck, P,), domykajac whaéciwie kwestie ich asymptotyki.

Podsumowujac stwierdzam, ze praca doktorska Grzegorza Adamskiego to bardzo dobry
doktorat zawierajacy szereg nowych i wartosciowych rezultatéw dotyczacych intrygujace;
I waznej tematyki. Ich uzyskanie $wiadczy o $wietnym opanowaniu warsztatu badawczego
oraz sporej inwencji autora. Sama redakcja pracy jest miejscami nieco oschta, a nawet nie-
doskonata. Pojawiaja si¢ niezdefiniowane oznaczenia (np. parametr ¢ w streszczeniu) czy
tez mylace okreslenia (np. ,cykl z nieparzystg liczbg czerwonych krawedzi”). Na szczescie
opublikowane prace autora sg zredagowane przejrzyscie i elegancko, czyta sie je nie tylko bez
konfuzji, ale wrecz z przyjemnoéceis.

Uwazam zatem, ze przedlozona rozprawa doktorska spetnia wymogi Ustawy i wnosze o do-
puszczenie Grzegorza Adamskiego do dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stop-
nia naukowego doktora w dyscyplinie matematyka.
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