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STRESZCZENIE

Praca skupia si¢ na oszacowaniach rozgrywanych liczb Ramseya. Dowodzimy
m.in., ze dla dowolnego grafu G, ktory nie jest dwudzielny oraz dowolnego
grafu spojnego H zachodzi (G, H) > pv(H)+e(H)—2p+1 oraz znajdujemy
doktadne wartosci 7(Cy, P,). Ponadto prezentujemy metode (pét)potencjatu,
ktora pozwala znajdowaé oszacowania rozgrywanych liczb Ramseya i dowo-
dzimy, ze jest ona uniwersalna. Pokazujemy tez, ze wiele ze znanych dowodow

dotyczacych rozgrywanych liczb Ramseya da sie wyrazi¢ w jezyku tej metody.

Stowa kluczowe: gra konstruktor-malarz, rozgrywana liczba Ramseya, gry

na grafach, funkcja potencjatu



ABSTRACT

The paper focuses on estimates of online Ramsey numbers. We prove, among
other things, that if a graph G is not bipartite H is a connected graph, then
7(G,H) > pv(H) 4+ e(H) — 2p + 1. We also determine the exact values of
7(Cy, P,). Furthermore, we present the (semi)potential method, which pro-
vides a way to estimate online Ramsey numbers, and we prove that it is
universal. We also show that many known proofs concerning online Ramsey

numbers can be expressed within the framework of this method.

Keywords: Builder-Painter game, online Ramsey number, games on gra-

phs, potential function



1 Wprowadzenie

W pracy bedziemy zajmowac sie gra konstruktor-malarz, zdefiniowana przez
Becka w [7]. Dla ustalonych graféw G, H jest to gra, w ktorej w kazdej rundzie
konstruktor rysuje krawedz, a malarz jg maluje na jeden z dwdch kolorow.
Celem konstruktora jest jak najszybsze doprowadzenie do powstania czerwo-
nego kopii grafu G lub niebieskiej kopii grafu H, z kolei malarz stara si¢ tego
uniknaé¢ tak dtugo jak si¢ da.

Bedziemy rozwazaé nieco ogdlniejsza wersje tej gry, w ktorej malarz ma do
dyspozycji dowolng liczbe koloréw niz dwa, graféw konczacych gre moze by¢

wiecej niz koloréw, a dodatkowo nie zawsze te grafy musza by¢ jednokolorowe.

Definicja. Trojke (G,c, f), gdzie G jest grafem, c jest liczbg naturalng oraz
[+ E(G) — [d] jest kolorowaniem krawedziowym, gdzie kaZda krawed? jest
pomalowana jednym z ¢ koloréow, bedziemy nazywac c-kolorowym grafem.

Przyjmujemy tutaj, Ze G moze byé pusty (nie zawieraé krawedzi).
Dodajmy, ze w pracy stosujemy terminologie grafowa z [6].

Definicja (Gra konstruktor-malarz). Dla zbioru c-kolorowych graféw H roz-
wazamy nastepujgcg gre dwuosobowq. Planszaq gry jest c-kolorowy graf, ktory
zawiera |N| wierzcholkow i poczgtkowo jest pusty. W kazdej rundzie konstruk-
tor rysuje jednq krawedz, a malarz maluje jg na jeden z ¢ kolorow. Gra konczy
sie, gdy pewien podgraf planszy bedzie izomorficzny z jednym z c-kolorowych
grafow nalezgeych do H. Celem konstruktora jest minimalizacja liczby ro-
zegranych rund, a cel malarza jest przeciwny. Takq gre bedziemy oznaczac
przez E(H), a liczbe rozegranych rund przy optymalnej strategii obu graczy
bedziemy nazywaé rozgrywang liczbg Ramseya dla 'H i oznaczaé przez
T(H). Jesli malarz ma strategie, ktora pozwala na to, by gra sie nigdy nie
skoriczyla, to przyjmujemy 7(H) = oc.

Bedziemy tez stosowali oznaczenie é(;(H) na podobng gre do powyzszej,

z jedng roznicg — w tym wariancie poczgtkowa plansza G jest c-kolorowym



grafem powigkszonym o |N| izolowanych wierzchotkéw. Liczbe ruchéw w tej

grze przy optymalnej strategii obu graczy bedziemy oznaczaé przez tq(H).

Powyzsza gre mozna sformutowaé réwniez dla multigraféw (tzn. dopu-
$ci¢ krawedzie wielokrotne i petle). Warto jednak zauwazy¢, ze jesli zbiér ‘H
sktada sie wytacznie z c-kolorowych graféw (a nie multigrafow), to nie ma to

wplywu na 7(H).

Fakt 1.1. Jesli H nie zawiera multigrafow majgcych krawedzie wielokrotne,
to wartosé T7(H) nie zalezy od tego, czy konstruktor ma prawo rysowaé kra-
wedzie wielokrotne w grze. Jesli H nie zawiera multigrafow majgcych petle,

to 7(H) nie zalezy od tego, czy konstruktor ma prawo rysowaé petle w grze.

Dowad. Zwigkszenie liczby mozliwosci dla konstruktora moze jedynie zmniej-
szy¢ rozgrywang liczbe Ramseya. Jednak wystarczy, by malarz kazda krawedz
wielokrotna malowal w ten sam sposéb, co pierwszg z nich. Wtedy takie ruchy
konstruktora beda zmarnowane (tj. nie beda go przyblizaty do korica gry),
jesli zaden z graféw w H nie zawiera krawedzi wielokrotnych. W przypad-
ku petli sytuacja jest jeszcze prostsza, poniewaz tego typu ruchy sa zawsze

ruchami zmarnowanymi. O]

Z reguty gra konstruktor-malarz jest rozwazana dla ¢ = 2, a zbior 'H
sktada sie z dwoch jednokolorowych graféw. Standardowo przyjmuje sie tez
kolory czerwony i niebieski. Dlatego pokolorowany graf bedzie oznaczat
graf dwukolorowy. Naduzywajac nieco notacji, do oznaczenia pokolorowanego
grafu zamiast (G, 2, f) bedziemy uzywaé po prostu G. Ponadto przyjmiemy

nastepujaca notacje, ktora pozwala tatwo zapisaé jednokolorowy graf.

Definicja. Dla grafu G, wyrazenie G" bedzie oznaczato pokolorowany graf
G, w ktérym kazda krawed? jest czerwona, a G® — pokolorowany graf G, gdzie
kazda krawed? jest niebieska. Analogiczny zapis bedziemy stosowaé dla rodziny
grafow H, tzn. H" i H® bedg rodzinami pokolorowanych graféw, w ktérych

wszystkie krawedzie sq odpowiednio czerwone i niebieskie.



Dla pokolorowanego grafu zdefiniujemy tez pojecia zwiazane z podgrafami

ztozonymi z krawedzi jednego koloru.

Definicja. Niech G bedzie pokolorowanym grafem. Czerwonym podgrafem G
bedziemy nazywaé graf, ktory ma te same wierzchotki, co G i te krawedzie,
ktore sq czerwone w G. Czerwonym stopniem wierzchotka v w kolorowym
grafie G nazywamy stopien w czerwonym podgrafie G. Oznaczamy to przez
d.(v). Z kolei niech w,(G) oznacza liczbe sktadowych spdjnosci w czerwonym

podgrafie G. Analogicznie definiujemy niebieski podgraf, dy(v) oraz wy(Q).

W literaturze mozna spotkaé sie z nastepujacymi zapisami rozgrywane;j

liczby Ramseya.
e Jedli G jest grafem, to 7(G) := F({G",G"}).
e Jedli G, H sa grafami, to 7(G, H) := 7({G", H"}).
e Jesli G, 'H sa rodzinami graféw, to 7(G, H) = 7({G", H"}).

W tej pracy bedziemy korzysta¢ z drugiego i trzeciego zapisu, jesli be-
dzie to mozliwe. Powody sg dwa: sg one prostsze i powszechnie uzywane.
Nie bedziemy stosowaé pierwszego zapisu, dzigki czemu 7 z jednym parame-
trem bedzie zawsze oznaczal, ze tym parametrem jest rodzina c-kolorowych

grafow.

1.1 Struktura pracy

W rozdziale [2| definiujemy potencjat oraz potpotencjal oraz przedstawimy
twierdzenia, ktore pozwalaja wykorzystac je do oszacowan rozgrywanej liczby
Ramseya. W rozdziale 3| prezentujemy dowody znanych wynikéw przy uzyciu
(pét)potencjatéw. Rozdziaty sa na podstawie pracy [2]. W rozdziale
przedstawiamy oszacowanie dolne dla 7(Cogqq, Cony, ). W rozdziatach 5] i @

przedstawiamy oszacowania z géry kolejno dla 7#(Cs, P,) oraz 7(Cs, Cong, ).



Warto zauwazy¢, ze te trzy wartosci sa powiazane nieréwnosciami
F(Coddv Conn,nfl) < f<C37 Pn);

f(coddy Conn,m) < 7:(03, Conn,m)a

dzieki czemu dla wszystkich tych wartos$ci otrzymujemy ograniczenia z obu
stron. W rozdziale [7| przedstawiamy intuicje stojaca za potencjatem uzytym
w rozdziale [l

Rozdziaty sa na podstawie pracy [3]. Przedstawiamy w nich dokltad-
ne wartosci 7(Cy, P,). Dla n < 13 do wyznaczenia oszacowan wykorzystali-
$my program komputerowy, ktérego kod zrodtowy jest w dodatku [A]

W rozdziale [13| przedstawiamy krétko (bez dowodéw) najwazniejsze wy-
niki z pracy [4] i przedstawiamy problem otwarty dotyczacy rozgrywanych

liczb Ramseya.

2 Potencjal i pélpotencjal

W tym rozdziale zdefiniujemy potencjat i péipotencjal oraz pokazemy, jaki
maja one zwiazek z rozgrywang liczbg Ramseya. Ogodlnie rzecz biorac zaréwno
potencjal, jak i pétpotencjat to funkcja ktéra kazdej mozliwej pozycji (tj. c-
kolorowemu grafowi) w grze konstruktor-malarz przypisuje wartosé, ktora
jest pewnym przyblizeniem tego, jak blisko ukonczenia gry jest konstruktor.
7 przyczyn praktycznych bedziemy przyjmowali, ze poczatkowy potencjat
(tzn. dla graf pustego) jest réwny 0. W przypadku potencjalu zaktadamy
dodatkowo, ze bedzie on rést (a przynajmniej nie malal) w trakcie gry.

Jesli znamy strategic dla malarza, ktora gwarantuje nam, ze szybkos¢
wzrostu potencjatu jest ograniczona z gory, to bedziemy w stanie znalezé

oszacowanie dolne dla rozgrywanej liczby Ramseya. Z drugiej strony, jesli:

e znamy strategic dla konstruktora, ktéra gwarantuje, ze szybkos¢ wzro-

stu potencjatlu bedzie ograniczona z dotu,

4



e wiemy, ze kazdy c-kolorowy graf, ktéry ma dostatecznie duzy potencjat,

gwarantuje zakonczenie gry,

to bedziemy w stanie znalezé oszacowanie gérne.

W przypadku potpotencjatu mozna w analogiczny sposéb dowodzié¢ osza-
cowan rozgrywanej liczby Ramseya, cho¢ pewne szczegdty dowoddéw moga
sie czasem skomplikowaé. Z drugiej strony czasami samo udowodnienie, ze
zadany potpotencjal jest potencjatem, bywa dos¢ skomplikowane i czasem

prosciej jest tego nie wykazywac.

Definicja. Niech G, bedzie zbiorem c-kolorowych podgrafow Ky o skoniczonej

liczbie krawedzi.

Definicja. Funkcje f : G, — R, U{oo} nazwiemy pélpotencjalem, gdy spel-

nia ponizsze warunki:

e Dla dowolnych dwoch izomorficznych c-kolorowych grafow G, H € G,
zachodzi f(G) = f(H).

o Jesli graf H powstal z G poprzez usuniecie izolowanych wierzchotkow,

to f(G) = f(H).
o f(G)=0, jesli G jest pusty.
Jesli ponadto spelniony jest warunek
o Jesli G jest podgrafem H, to f(G) < f(H).
to funkcje f bedziemy nazywadé potencjatem (funkcjq potencjatu).

Zauwazmy, ze aby zdefiniowaé¢ funkcje potencjatu, wystarczy zdefiniowaé
ja na skonczonych c-kolorowych grafach.

Pokazemy teraz kilka wtasnosci funkcji 7.
Fakt 2.1. Niech Hi, Hs C G, oraz K € G.. Wowczas:

1. Jesli Hi C Ha, to fK(Hg) < fK(Hl)

5



2. Jesli dla kazdego H, € Hy istnieje taki Hy € Ho, Ze Hy C Hy, to
Tr(H2) < T (Ha).

3. 7(H) < oo wtedy i tylko wtedy, gdy H zawiera jednokolorowy graf w kaz-

dym z ¢ kolorow.

Dowdéd. Punkty 1. 1 2. wynikaja wprost z definicji gry konstruktor-malarz.
Pokazemy punkt 3. Jesli ‘H nie zawiera jednokolorowego grafu w kolorze x, to
malarz moze uzywac tylko tego koloru i gra nigdy sie nie skonczy. Z drugiej
strony, jesli H zawiera jednokolorowy graf w kazdym kolorze, to z twierdzenia
Ramseya wynika, ze konstruktor jest w stanie wymusi¢ zakonczenie gry przez

narysowanie krawedzi K, dla dostatecznie duzego n. O

Fakt 2.2 (Nieréwno$¢ trojkata dla gier konstruktor-malarz). WeZmy dowol-
ne Hy, Hy C G, oraz G € G.. Wtedy

fG(HQ) < fg(Hl) + sup fH(Hz)
HeHq

Dowdd. Konstruktor wymusza powstanie jednego z kolorowych graféw H;
w Tg(Hp) rund. Nastepnie, gdy H € H pojawi sie na planszy, wymusza
kolorowy graf z He w 75 (Hz) rund. O

Definicja. Dla liczby naturalnej k, funkcji potencjatu f i c-kolorowego gra-
fu G, dla ktérego f(G) < oo, rozwaimy gre konstruktor-malarz, ktéra trwa
doktadnie k rund, a G jest poczgtkowq planszqg. Oznaczmy przez Gy plansze
po zakonczeniu gry. Celem konstruktora w tej grze jest zmaksymalizowanie

f(Gy), a malarza — zminimalizowanie tej warto$ci. Niech
o Qi r(G) bedzie oznaczeniem powyzszej gry.
o g1 r(G) = f(Gk)—f(G) przy zalozeniu, Ze obaj gracze grajg optymalnie,
o myp(b,a) = inf{qy(H) : f(H) € [b,a)},
o Myy(b,a) :=sup{qi(H): f(H) € [b,a)},

6



L] mk,f(a) = mk,f(O,a), Mk,f(a) = Mka(O,CL), mka = mkj((),oo),
Mk’f = Mk,f(0,00»

W powyzszym zapisie bedziemy pomijac f w indeksach, jesli z kontekstu bedzie

wynika¢ o jakq funkcje chodzi.

Wartosci my i My oznaczaja minimalng i maksymalng wartosé, o jaka
zwiekszy sie potencjal planszy po k rundach (zaktadajac, ze poczatkowo po-

tencjal ten byl skoniczony i gracze graja optymalnie).

Fakt 2.3 (Metoda funkcji potencjatu). Niech f bedzie funkcjg potencjalu,
G € G, a e Ry oraz f(G) < a. Wowezas

Dowdd. Pokazemy najpierw ograniczenie gorne dla 7¢(f~*([a, o0])). W grze
Re(f'(Ja, o0]), dla kazdego n, konstruktor jest w stanie zagwarantowaé, ze
w ciggu kn rund potencjal planszy wzrosnie o co najmniej nmy(f(G), a) lub
gra sie zakonczy. Stad jesli nmy(f(G),a) > a — f(G), to konstruktor jest
w stanie wymusi¢ koniec gry w kn rund. Stad wynika ograniczenie gorne.
Ograniczenie dolne dowodzimy analogicznie. Jesli a — f(G) < nMi(f(G),a),
to malarz jest w stanie unika¢ konca gry przez co najmniej kn rund.

]

Jesli w powyzszym fakcie podstawimy graf pusty za G oraz k = 1, to

otrzymamy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.4. Dla a € R, oraz potencjatu f

{Mfla)w < (£ ([a, o)) < {md .




Dla potpotencjatu f mozna dowies¢ analogiczne nieréwnosci. W tym ce-
lu trzeba nieco zmodyfikowac¢ zasady gry konstruktor-malarz oraz uogélnié¢

funkcje ¢ na przypadek, gdy f jest potpotencjatem.

Definicja. Gre R(H) definiujemy tak samo jak R(H), z tq réinicq, e gra
koriczy sie wtedy, gdy plansza jest izomorficzna z jednym z c-kolorowych gra-
fow wH z doktadnoscig do izolowanych wierzchotkow. Liczbe rund przy opty-

malnych strategiach bedziemy oznaczali przez r(H).

Definicja. Dia pétpotencjatu f i c-kolorowego grafu G spetniajgcego nieréw-
no$é f(G) < oo, rozwazmy gre, w ktorej konstruktor stara sie maksymalizo-
waé wartosé maxoci<k f(Gi), a malarz stara sie jg zminimalizowad, gdzie G;
to plansza po i rundach w grze konstruktor-malarz (w szczegélnosci Gy = G).
Niech

e ¢:(G) := maxo<i<k f(Gi) — f(G) przy zaloZeniu, Ze obaj gracze grajq

optymalnie,

o my(b,a), My(b,a), mg(a), My(a), my, My, bedq zdefiniowane tak samo jak
w przypadku, gdy f jest potencjatem.

Zauwazmy, ze jesli f jest potencjatem, to powyzsza definicja funkcji gy
(dla péipotencjatu) jest réwnowazna definicji funkeji gx przedstawionej weze-
$niej dla potencjatu. Réwnowaznos$é ta wynika z faktu, ze maxoci<r f(G;) =

f(Gg).

Fakt 2.5. Niech f bedzie polpotencjatem, G € G., a € Ry, f(G) < a.

Wowczas

([ 1) <ottt <x g |

W szczegolnosci,



{Miaﬂ <r(f7([a, o)) <

a
ml(a)-‘ '
Dowdd. Konstruktor jest w stanie zagwarantowac, ze po co najwyzej k run-
dach pétpotencjal wzrosnie o co najmniej my(f(G), a). Gdy dojdziemy do te-
go momentu, to znow konstruktor jest w stanie zagwarantowac, ze po co naj-
wyzej k kolejnych rundach pétpotencjal wzrosnie o co najmniej my(f(G), a).
a—f(G) )W takich operacjach (z ktérych kazda liczy co najwyzej

mg (f(G)va
k rund) potencjal planszy wzrosnie o co najmniej a — f(G).

Zatem po [

Z drugiej strony malarz jest w stanie zagwarantowac, ze dopoki gra sie nie
skonczy, to pétpotencjal w ciagu pierwszych k rund nie przekroczy f(G) +

Mj(a), w ciagu kolejnych k rund nie przekroczy f(G)+2Mj(a), wiec podczas

a—f(G)

pierwszych k ([ My (a)

W — 1) potencjal nie przekroczy

F(@) + (H/E(fﬂ - 1) Muo) < 56)+ D as ) =

co dowodzi dolnego oszacowania. O
Przedstawimy teraz fakt, ktory pozwoli powigzac ze sobg 7 1 r.

Fakt 2.6. Dla dowolnego zbioru c-kolorowych graféow H zachodzi

T(H) <r(H).
Ponadto, jesli dla kazdej pary c-kolorowych grafow G, H spetniajgcych G € H
oraz G C H zachodzi H € H, to r(H) = 7(H).

7 wniosku wynika, ze funkcja potencjatu f pozwala uzyska¢ doktadna

wartosé¢ 7(H), jesli spelnia nastepujace whasnosci:

e f(G) > awtedy i tylko wtedy, gdy G jest nadgrafem c-kolorowego grafu
HeH,

e my(a) = M(a).



Pokazemy, ze ta funkcja istnieje dla kazdej rodziny c-kolorowych grafow H.

To pokazuje swego rodzaju uniwersalnos¢ metody funkcji potencjatu.

Fakt 2.7. Dla kazdego zbioru c-kolorowych grafow H istnieje funkcja poten-

cjatu f: G, — Ry oraz liczba a, ktore spelniajg poniZsze dwa warunki:
o f(G) > a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje H € H dla ktérego H C G.
o Jesli f(G) <a, to 1(G) = 1.

Dowdd. Niech a = 7(H) oraz f(G) = a—7¢(H). Z definicji rozgrywanej liczby
Ramseya 7g(H) = 0 dokladnie wtedy, gdy dla pewnego H € H zachodzi
HcCAG.

Ponadto jesli w grze R(H) obaj gracze graja optymalnie, to dla dowolnej
planszy G, dla ktorej 7g(H) > 0, po jednej rundzie otrzymamy plansze G’
spehiajaca 7o (H) = 7q(H) — 1. Zauwazmy tez, ze optymalne strategie kon-
struktora i malarza w grze ]:Z(H) wyznaczaja optymalne ruchy konstruktora
i malarza w grze Q1(G). Stad ¢:(G) = 1. O

3 Zastosowania

Teraz pokazemy kilka przyktadéw zastosowania metody funkcji potencjatu do
pokazania kilku klasycznych oszacowan rozgrywanych liczb Ramseya (cze$¢
z nich w nieco uogélnionej wersji). Zaczniemy od klasycznego wyniku doty-

czacego Sciezek otrzymanego przez Grytczuka, Kiersteada i Pralata.

Twierdzenie 3.1. [I2, Thm 2.3/ Niech n > 3. W 2n — 5 rundach kon-
struktor moze zmusi¢ malarza do stworzenia dwoch roztgeznych jednokoloro-
wych Sciezek (jednej czerwonej i jednej niebieskiej), ktore lgcznie zawierajg

n wierzchotkow. Innymi stowy,

F{PLUP, :1<k<n})<2n-5.
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Ponizej przedstawimy dwa dowody tego twierdzenia. Obydwa opieraja si¢
na metodzie funkcji potencjahu. Ich gtéwng réznicy jest fakt, ze jeden z nich
uzywa zdefiniowanego w poprzednim rozdziale parametru mq, a druga po-
dobnego do niego parametru msy. Méwiac bardziej obrazowo, pierwsza uzywa
nieco bardziej skomplikowanej funkcji potencjatu, ale wymagane jest mysle-
nie 1 ruch naprzéd. W drugim przypadku funkcja potencjatu jest prostsza,

ale za to wymaga myslenia 2 ruchy naprzod.
Dowdd 1. Niech f bedzie funkcja potencjalu zadang wzorem:
e f(G) =0, jesli G jest grafem pustym.

e f(G) = maxycg{e(H) + v(H) — 3 : H jest b*r*-$ciezka albo sumag

roztacznych b*-§ciezki i r*-Sciezki}.

Jesli G jest pustym grafem, to po pierwszej rundzie gry
F{PLUP_, 1<k <n})

mamy P, i trywialna P, wiec ¢;(G) = 1. Jedli f(G) = 2k — 5, to zawie-
ra on roztaczne czerwona Sciezke P; i niebieska Sciezke Pr_;, dla pewnego
[. Konstruktor moze wybra¢ krawedZ miedzy koncami tych Sciezek i stwo-
rzyé b*r*-Sciezke Py, wiec ¢1(G) > 1. Jesli f(G) = 2k — 4, to istnieje w G
b*r*-$ciezka Pj. Niech v bedzie wspolnym wierzcholkiem $ciezek czerwonej
i niebieskiej w tej b*r*-$ciezce. Konstruktor moze wybraé krawedz vz, gdzie
x to wierzchotek spoza b*r*-§ciezki. Po ruchu malarza krawedzie Py, (za wy-
jatkiem jednej) i va tworza roztaczne czerwona i niebieska Sciezki o k + 1
wierzchotkach, wiec ponownie ¢;(G) > 1. Z wniosku wynika, ze

o — 5
F(f12n — 5, 00]) < ”1 —on 5.

Zauwazmy, ze jesli f(G) > 2n — 5, to G musi zawiera¢ Py U PP ., wiec
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korzystajac z faktu
FAPFUP 1<k <n}) <F(f'2n—>5,00]) < 2n—5.

O
Drugi dowdd jest przeniesieniem idei dowodu z [12] na jezyk potencjatu.

Dowdd 2. Niech G bedzie dowolnym dwukolorowym grafem, R, B beda roz-
tacznymi czerwong i niebiesks Sciezkami w G, ktérych taczna liczba krawedzi
jest najwieksza, f(G) niech bedzie taczna liczba krawedzi w R i B. Pokazemy,
ze ¢2(G) > 1.

Niech uy,us beda koncami $ciezki R, a vy, vy beda koncami Sciezki B.
Konstruktor wybiera krawedz u,v;. Bez straty ogolno$ci mozemy zatozy¢, ze
malarz koloruje ja na czerwono. Wowcezas konstruktor wybiera vyx, gdzie x to
nowy wierzchotek. Jedli ta krawedz jest niebieska, to R, BUx sa roztacznymi
Sciezkami, ktore maja o jedna krawedz wiecej. Jesli viz jest czerwona, to

takimi $ciezkami sa R U vy Uz, B\ v1. Oznacza to, ze ¢2(G) > 1, wiec
Fpy(fHn = 2,00]) = 7y (f 7 [n — 2,00]) <2(n —2—1).
Poniewaz 7( Py, P5) = 1,
F(f'n—2,00)<2(n—2-1)+1=2n-5.

O

Teraz pokazemy dolne oszacowanie dla 7(Cy, G) w zaleznosci od liczby

wierzchotkéw, krawedzi i sktadowych spojnosci G.

Twierdzenie 3.2. Niech C oznacza zbior cykli, a A, bedzie zbiorem wszyst-
kich skonczonych grafow G, ktore spetniajg e(G) + v(G) — w(G) = n. Wtedy

7(C, An) > n.
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Dowdéd. Przypomnijmy, ze w,(G) oznacza liczbe sktadowych spdjnosci czer-
wonego podgrafu G. Rozwazmy funkcje f : Gy — R, ktora dla skonczonych
dwukolorowych graféw jest réwna f(G) = e(G) + w,(G) — w(G), jesli G nie
zawiera czerwonego cyklu oraz f(G) = oo w przeciwnym wypadku. Latwo
sprawdzié, ze f jest funkcja potencjatu (wynika to z faktu, ze dodanie jednej
krawedzi nie moze zmniejszy¢ w, o wiecej niz 1). Ponadto jesli H € A, to
f(H®) > n. Wystarczy wiec pokazaé¢, ze M; < 1 i skorzystaé¢ z wniosku .
Rozwazmy gre R(C, A,) i dowolng plansze G. Pokazemy, ze ¢;(G) < 1.
Rozwazmy dowolna plansze G i dowolna krawed? (ruch konstruktora) uv.
Jesli w i v nie naleza do tej samej sktadowej spojnosci czerwonego podgrafu,

to malarz maluje ja na czerwono. Wtedy dla G’ = G U (uv)" zachodzi

e(G') + wr (@) —w(G) = e(G) + 14w (G) =1 - w(C)
<e(@)+w (G) —w(G)+1=f(G)+1.

F(&)

Jedli v i v nalezg do tej samej sktadowej spdjnosci czerwonego podgrafu, to
malarz maluje ja na niebiesko. Wtedy dla G’ = G U (uv)b mamy w,(G') =
w,(G) oraz w(G') = w(Q), czyli f(G') = f(G')+ 1. Stad wniosek, ze ¢1(G) <

]

1, co konczy dowdd.

Z powyzszego twierdzenia mozna wyciggna¢ wniosek, ktory jest uogolnie-

niem lematu 3.4 w [9] na przypadek, gdzie graf G nie musi by¢ sp6jny.
Whiosek 3.3. #(Cy, G) > e(G) +v(G) — w(qG).

Kolejne twierdzenie pozwoli nam znalezé oszacowanie z dotu 7(G, H) dla
dowolnych graféw G, H w zaleznosci od maksymalnego stopnia A(G) oraz

minimalnego pokrycia wierzchotkowego 5(H).

Twierdzenie 3.4. Niech Si, oznacza gwiazde z k krawedziami, a B, bedzie
zbiorem grafow G, dla ktérych B(G) = n oraz e(G) > t. Wiedy

7Sy Bug) = n(k —1)/2 +t
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Niech f : Gy — oo bedzie zdefiniowana w ponizszy sposob

e f(G) = o0, jesli G zawiera czerwong kopie Sy.

e f(G) =e(p(@)), gdzie p(G) jest najmniejszym (w sensie liczby krawe-
dzi) pokolorowanym grafem, dla ktérego G' C p(G) oraz kazda niebieska
krawedZ w p(G) ma co najmniej jeden koniec w wierzchotku, ktorego

czerwony stopien jest wiekszy lub rowny k — 1.

Dowdd. bLatwo sprawdzié, ze f jest funkcja potencjatu. Ponadto f(S)) =
0~ i f(G") = B(G)(k —1)/2 + ¢(G) dla dowolnego grafu G. Nieréwnosé
wynika z faktu, ze w p(G) istnieje pokrycie wierzchotkowe G takie, ze kazdy
wierzchotek w tym pokryciu ma czerwony stopien rowny k — 1.

Pozostaje pokaza¢, ze M; < 1. Rozwazmy dowolny kolorowy graf G, dla
ktérego f(G) < oo i krawedz uv, ktoéra nie nalezy do G. Jesli d,(u) = k—11ub
d,(v) = k=1, to f(GU(uw)") = e(p(G) U (w)’) = f(G) 4+ 1. W przeciwnym
razie f(G U (uv)") < e(p(G) U (uwv)") = f(G) + 1. Stad ¢:(G) < 1, M; < 1

i w konsekwencji otrzymujemy teze twierdzenia. O]

Whiosek 3.5 (Stwierdzenie 4.1 w [12]). Dla dowolnych grafow G, H zachodzi
7(G,H) > B(H)(A(G) —1)/2+ e(H).

W przypadku prostych oszacowan rozgrywanej liczby Ramseya funkcja
potencjatu moze nieco zaciemni¢ obraz. Z tego tez powodu niewiele dowodow
wykorzystuje te metode w sposéb jawny (wliczajac w to oryginalne dowody
powyzszych twierdzen). Jeden z wyjatkow jest w [14], gdzie Mond i Portier
wykorzystali funkcje zblizong do funkcji potencjatu i za jej pomoca znalezli
dolne oszacowanie wartosci 7( Pyg, P,).

Funkcja, ktérej uzyli (nazywana przez nich funkcja potencjatu) nie spelnia
definicji funkcji potencjatu przedstawionej w tej pracy. Gtéwna réznica jest
fakt, ze wartos¢ tej funkcji jest zalezna nie tylko od obecnej planszy, ale
od historii gry. Jednakze ich funkcje da si¢ w miare tatwo uniezalezni¢ od

wezesniejszych stanow planszy.

14



Twierdzenie 3.6. Niech C oznacza rodzine wszystkich cykli oraz A, ozna-
cza rodzine wszystkich grafow G, ktore nie majg wierzchotkow izolowanych
i spelniajg 2v(G) —1(G) > z, gdzie [(G) oznacza liczbe wierzcholkéw stopnia
1. Wtedy

r({Pwo}UC,A,) > x.

Dowdd. Sktadows spojnosci nazywamy duza, jesli ma co najmniej trzy wierz-
chotki. Dla kazdej duzej sktadowej spéjnosci w czerwonym podgrafie G wy-
bieramy wierzchotek, ktory bedziemy nazywaé korzeniem. Korzen wybiera-
my w ten sposob, by odlegtosé od niego do dowolnego innego wierzchotka
w tej samej sktadowej spojnodci czerwonego grafu nie byta wieksza niz 4.
Zbiér korzeni bedziemy oznaczaé¢ przez R. Definiujemy teraz zbiory A =
{1,5,0,1,2,3,4} oraz B = {0,1,2} i dwie funkcje: a : V(G) — A oraz
b: V(G) — B w nastepujacy sposob:

e a(v) =1, jesli comp, (v) = 1, gdzie comp, (v) oznacza wielkos¢ sktado-

wej spojnosci w czerwonym grafie.
e a(v) =5, jesli comp, (v) = 2.

e a(v) = dist.(v, R), jesli comp, (v) > 3, gdzie dist,(v, R) oznacza odle-

gtod¢ v od najblizszego wierzchotka z R w czerwonym podgrafie G.
e b(v) = min(dy(v),2).

Funkcja ¢ : Ax B — R przypisuje kazdemu wierzchotkowi liczbe na podstawie
parametréw a i b. Definiuje ja ponizsza tabelka (wartosci tej funkcji zostaty

wyznaczone za pomoca programowania liniowego).

) “N'1]s]o1]23]4
0 0 10
1 10
2 1010 10 | 10 | 10
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Teraz mozemy zdefiniowa¢ funkcje f:
e f(G,R) = 0, jesli G zawiera czerwony cykl badz Sciezke P,

fG.R)= 3 cla(v),b(v)),

veV(Q)

f(G) = m}%nf(G, R).

Zauwazmy najpierw, ze f jest polpotencjatem (w rzeczywistosci jest na-
wet potencjalem, ale nieco trudniej to wykaza¢). Ponadto jesli G zawiera

czerwony cykl, Sciezke Pg badz niebieska Sciezke P,, to
f(G) = 10(v(G) = U(@)) + 4(G) = 10v(G) — 61(G) > 6.

Pozostaje pokazac, ze M; < 6 i skorzystaé z faktu [2.5
W tym celu rozwazmy kolorowy graf G i dowolng krawedz uwv ¢ E(G).

Pokazemy, ze
min(f(G U (uv)"), f(GU (w)?)) < f(G) + 6.

Niech R bedzie zbiorem korzeni minimalizujacym f(G, R). Wtedy R jest
tez zbiorem korzeni dla G U (uv)b. Dodanie niebieskiej krawedzi uv zwieksza
wartosé¢ b(u) oraz b(v) o co najwyzej 1, natomiast nie zmienia wartosci a(u)
ani a(v). Korzystajac z powyzszej tabelki wnioskujemy, ze malarz moze po-
malowaé uv na niebiesko i nie zwigkszy¢ wartosci f o wigcej niz 6 jesli przed

ruchem malarza zachodzi co najmniej jeden z ponizszych 3 warunkow:

e b(u) =2 lub b(v) = 2, lub a(u) = 4, lub a(v) = 4 (c(u) badz c(v) sie

nie zwieksza).

e a(u) € {I,S}, b(u) =0 oraz a(v) € {2,3} (czyli c(u) zwicksza si¢ o 4,

a c¢(v) o 2) lub na odwrdt.
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e a(u) € {0,1,2,3,4} V (a(u),b(u)) = (S,1) oraz a(v) € {0,1,2,3,4} vV
(a(v),b(v)) = (S,1) (c(u) i c¢(v) zwickszaja si¢ o nie wigcej niz 3).

Pozostaje pokazac, ze jesli w pozostalych przypadkach malarz pokoloruje

krawedZ na czerwono, to potencjal planszy wzrosnie nie wiecej niz o 6.

e Jedli a(u) = a(v) = I, to po dodaniu czerwonej krawedzi bedziemy
mieli a(u) = a(v) = S, co zwigkszy zaréwno c(u), jak i ¢(v) o nie wiecej

niz 3.

e Jedli a(u) = I,a(v) = S, to po dodaniu czerwonej krawedzi dodajemy
v do zbioru korzeni. Wskutek tego ¢(u) wzrosnie o nie wigcej niz 4, ¢(v)
o nie wiecej niz 1 oraz ¢(w) o nie wiecej niz 1, gdzie w jest sasiadem v

w czerwonym podgrafie G.

e Jedli a(u) = a(v) = 9, to po dodaniu czerwonej krawedzi dodajemy
wierzchotek v do zbioru korzeni. Niech tu, vw beda czerwonymi krawe-
dziami w G. Wtedy c(u), ¢(v), c(w) rosna o nie wigcej niz 1, a ¢(t) o nie

wiecej niz 3 (poniewaz a(t) = 2).

e Jesli a(u) = I oraz a(v) € {0,1}, to c(u) zwigkszy si¢ o nie wigcej niz
6. Analogicznie jest, gdy (a(u),b(u)) = (I, 1) oraz a(v) € {2,3}.

o Jedli a(u) = S, a(v) € {0,1} i tu jest czerwong krawedzia w G, to c(u)

oraz c¢(t) wzrosng o nie wiecej niz 3.

Po kazdym kroku moze sie okazaé, ze przesuniecie niektérych korzeni
moze zmniejszy¢ warto$é¢ f(G U uv, R), ale nie musimy sie tym przejmowac.
Z dowolnoéci G oraz uv otrzymujemy M; < 6, co konczy dowdd. O
Wnhiosek 3.7 (Theorem 2.1 w [14]).

- 5
T(Pl(), Pn) = gn — 2.
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W nieopublikowanej jeszcze pracy [1] udato nam sie poprawi¢ ten wynik
poprzez pokazanie, ze w powyzszej nieréwnosci mozna zastapi¢ Pig przez Py.

Twierdzenie 3.8.

Warto tutaj zauwazyé, ze w $wietle oszacowania gornego 7(Fy, P,) <

gn + 12k pochodzacego z [§], oba powyzsze oszacowania dolne sa optymalne
z doktadnoscig do statej.
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4 Cykle nieparzyste vs. graf spojny

Niech Co4q 0znacza rodzing cykli o nieparzystej dtugosci, a Con,, ,, — rodzine
spojnych grafow majacych doktadnie n wierzchotkow i m krawedzi. Przez ¢
oznacza¢ bedziemy ztotg liczbe, tzn. ¢ = 1*—2\/5 Naszym celem bedzie teraz

wykazanie nastepujacego oszacowania.

Twierdzenie 4.1. Dla wszystkich m,n € N, spetniajgcychn—1 < m < (Z),
zachodzi

T(Codd; Conpm) = n+m — 2¢ + 1.

Wyniki z tego oraz z trzech kolejnych rozdzialéw pochodza z pracy [2].

Wprost z tego twierdzenia otrzymujemy, ze 7(Copy1, 1) = ©?n — 2¢p ~
2,618n — 3,236 dla k > 1 oraz dowolnego drzewa T, na n wierzchotkach.
Najlepsze dotychczasowe oszacowanie zostato osiggniete przez Cyman, Dzido,

Lapinskasa i Lo [9], z ktérych wynikéw mozna wywnioskowaé, ze
7(C,Conpm) = n+m— 1. (1)

Ponadto Dybizbanski, Dzido i Zakrzewska [10] pokazali, ze 7(C3, P,,) > 2n—1,

co w szczegblnym przypadku poprawia wynik z [9] o jeden ruch.

4.1 Gra G(n,m)

Dla grafu G oraz podzbioru jego wierzchotkéw V' C V(G), niech E[V'] ozna-
cza, zbior krawedzi o obu koncach w V.

Niech G bedzie pokolorowanym grafem. Méwimy, ze G jest czerwonodwu-
dzielny, jesli istnieje taki podzial V(G) = V3 UV, (jeden z tych zbioréw moze
by¢ pusty), ze nie ma niebieskich krawedzi w G miedzy Vi a V; oraz nie
ma czerwonych krawedzi w E[Vi]| U E[V3]. Pare (Vi, V,) nazywaé bedziemy
czerwonym podziatem grafu . Nie jest trudno zauwazy¢, ze pokolorowany
graf G jest czerwonodwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy G nie zawiera cyklu

z nieparzysta liczba czerwonych krawedzi. Ponadto, kazda sktadowa spojnosci
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pokolorowanego grafu ma co najwyzej jeden czerwony podzial, z doktadno-
Scig do kolejnosci w parze (Vi, Va).

Niech n,m € N. Rozwazmy nastepujaca gre pomocnicza G(n, m). W kaz-
dej rundzie konstruktor wybiera wczesniej niepokolorowana krawedz z Ky,
a malarz koloruje ja na czerwono lub niebiesko. Gra konczy sie, jesli po ru-
chu malarza powstanie pokolorowany cykl o nieparzystej liczbie czerwonych
krawedzi lub pojawi sie taki spojny pokolorowany graf H z czerwonym po-
dziatem (V3,V3), ze dla pewnego i € 1,2 mamy |V;| > n oraz |E[Vi]| > m.
Celem konstruktora jest zakonczenie gry tak szybko, jak to mozliwe, podczas
gdy celem malarza jest przeciggniecie gry. Niech 7g(, ) oznacza liczb¢ rund
w grze G(n,m), w ktorej obaj gracze graja optymalnie.

Jesli na planszy pojawi sie czerwony nieparzysty cykl lub sp6jny niebieski

graf z n wierzchotkami i m krawedziami, to gra G(n, m) konczy sie, wiec
Tonm) < T(Codds COMpm ).
Zatem, aby udowodni¢ twierdzenie 4.1, wystarczy wykazac, ze
TG(nm) 2 N+ m —2p+ 1.

Niech f: Gy — Ry U {oo} bedzie péipotencjalem zdefiniowanym naste-
pujaco:

e Jedli G nie jest czerwonodwudzielny, to f(G) = oc.
e Jedli G jest izolowanym wierzchotkiem, to f(G) = 0.

e Jedli G jest niepustym grafem spdjnym z czerwonym podziatem (V7, V5)
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(Vi) = Vile+|EV]], dlai=1,2,
a(G) = max(pg(V1), pa(Vz)),
(G) = min(pe(V1),pa(V2)),
(G) = wa(G) = ¢ +max(a(G) — *,b(Q)).

e Jedli sktadowymi spdjnosci G sa G, G, . .., Gy, to przyjmujemy

Motywacja stojaca za wyborem pélpotencjatu f jest opisana w rozdziale [7]
Wykorzystamy réwniez nastepujaca funkcje g : R* — R:

g(:Ea y) = gomax(x, y) — ¢+ maX<maX($7 y) - nga min(:ic, y))

Zauwazmy, ze g jest symetryczna, niemalejaca wzgledem = (i y), a jesli
(V1,Va) jest czerwonym podziatem spéjnego, pokolorowanego grafu H, to
g(pr(V1),pa(V2)) = f(H). Poniewaz

max(a,b) = ¢ + max(a —¢,b — ¢),

max(max(x7 y)_(pfi, min(x, y)) = min(:p, y)+max(max(x7 y)—mln(x, y)_@37 0)7
max(max(z,y) — min(z, y) — ¢°,0) = max(z —y — ¢,y —x — ©*,0),
max(z,y) + min(z, y) = ¢+,

wiec mozemy réwniez przedstawic¢ g jako

g(z,y) =z +y— ¢+ (p—1)max(z,y) + max(z —y — ¢°,y — . — ¢©°,0),
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a z tego wynika, ze g jest funkcja wypukta.
Pokazemy teraz, ze dla funkcji f zachodzi M; < ¢ + 1. Innymi stowy,
w grze G(n, m) malarz moze gra¢ w taki sposob, aby w zadnej rundzie warto$¢

funkcji f nie zwickszyta sie o wiecej niz ¢ + 1.

Lemat 4.2. Niech G bedzie pokolorowanym grafem (planszq gry), ktéry jest
czerwonodwudzielny (tzn. f(G) < o00) oraz e bedzie dowolng krawedzig, ktora

nie nalezy do G (ruchem konstruktora). Wtedy
min(f(GUe"), f(GUeE)) < f(G) +p+ 1.

Dowdéd. Niech e = uu' oraz H, H' beda sktadowymi G dla ktérych v € H,
u € H' oraz (V1,Vs), (V/,V3) sa czerwonymi podziatami graféw odpowiednio
H i H', gdzie u € Vi, v’ € V]. Zauwazmy, ze ¢* = ¢ + 1 i w konsekwencji
03 = 2¢ + 1. Bedziemy wykorzystywaé te fakty w trakcie dowodu.

Rozwazymy kilka przypadkéw w zaleznosci od tego, gdzie znajduja si¢ u
oraz u'.

1. u,u znajdujq sie w tej samej sktadowej grafu G, tzn. H = H'.

Jesli Vi = Vi, to malarz pokoloruje e na czerwono. Wtedy f(H Ue") =
f(H) oraz f(GUe") = f(G).

Jesli Vi = V/, to malarz pokoloruje e na niebiesko. Wtedy uzyskujemy
sktadowa F' = H U e’, gdzie pr(V1) = pu(V1) + 11 pr(Va) = pu(Va).
W zwiazku z tym f(F) < f(H) +¢+1i f(GUE") < f(G)+ ¢+ 1.

2. u,u sa izolowanymi wierzchotkami w G.

Wtedy malarz pokoloruje e na czerwono. Otrzymujemy
fGUE) =f(@)+pp—p+e=FfG)+¢" = fG)+p+1.

3. u' jest izolowanym wierzcholtkiem w G, ale u nie jest.
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a. Zalézmy, ze py(Va) > py (V1) + ¢+ 1. Wtedy malarz pokoloruje e
na niebiesko. Dla F' = H U e’ mamy

a(F) = max(pr(Vi U{u'}),pr(V2))
= max(pg (V1) +¢ +1,pa(V2)) = pu(Va) = a(H)

oraz
b(F) = pr(Vi U{u'}) = b(H) + ¢ + L.
W zwiazku z tym f(GUe?) < f(G) + ¢+ 1.

b. Zalézmy, ze py(Va) < pu(Vi) + ¢ + 1. Wtedy malarz pokoloruje
e na czerwono. Tak wiec u' zostaje dodany do V5, w czerwonym

podziale grafu F'= H U ¢" oraz
pr(Va+ ') = pu(Va) + ¢.

Aby oszacowaé f(F'), obliczmy Z—g(arl, -) dla ustalonego z; € R.
7 definicji ¢ mamy

0 dla y < 21 — ¢,

dg 1 dlaz —¢®<y<a,

e dlaz; <y <z + ¢
©? dlay >+ @3

Zatem dla kazdego k € (0, ¢), biorac pod uwage fakt, ze
pr(Va) +k <pu(Vi) + ¢+ 1+k <pa(Vi) +¢°,

mamy
dg

@(pﬂ(%),pﬂ(%) +k) <o
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f(F)—=fH) = glpr(V1),pr(VaU{u'})) — g(pa(V1), pu(V2))
= gpu(V1),pu(Va) +¢) — 9(pa(V1), pu(V2))
< =p+1.

4. u i v nie sg izolowanymi wierzchotkami w G 1 H # H'.

Niech

a = max(py(V1),pu(V2)),
b= min(pg (V1),pa(V2)),
c=a—b,

a = max(pH’(‘/f)apH’(VQ/))v
v = min(pg: (V)), p(V3)),

d=d -V.

a. Zatozmy, ze py (Vi) > pu(Va) + 11 pp(V)) + 1 < pur(V3). Wtedy
malarz pokoloruje e na niebiesko. Tak wiec sktadowe H, H' grafu
G zostang polaczone w skladowa F grafu G U e’, z czerwonym
podziatem (V4 U V/, Vo U V)) grafu F. Zauwazmy, ze pg(V1) = a,
pu(Va) = b, pu(V)) =V, pu(Vy) = a’ oraz ¢, > 1. Ponadto

pr(ViUV)) = pg(Vi) +pw(V))+1=a+b +1,
pr(VaUVY) = pu(Va) +pw(Vy) =a +0.

Zatézmy nie wprost, ze f(GUe’) > f(G)+ ¢ + 1. Oznacza to, ze

fH)+ f(H) + o+ 1< f(F),
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co rOwnowaznie daje
g(a,b) +g(a b)) +o+1<gla+b +1,d +0).

Z powyzszej nieréwnosci oraz z rownosci g(x+z,y+2) = g(z,y) +

(¢ + 1)z wynika, ze
9(c;0) + g(c',0) + ¢* < g(c+1,¢).

Jesli ¢ < ¢, to mozemy zamieni¢ miejscami ¢ i ¢’ i lewa strona
nierownosci nie zmieni sie, podczas gdy prawa strona stanie sie
wieksza (ze wzgledu na to, ze g jest funkcja wypuklta i symetrycz-
na). Oznacza to, ze mozemy bez straty ogélnosci zatozy¢, iz ¢ > ¢.

Rozpisujac powyzsza nieréwnos¢ dostajemy

co +max(c — ¢®,0) + o + max(c — ¢*, 0) — 2p + ¢?
< (c+1)p —p+max(c+1 - ¢),

co po uproszczeniu daje
max(c — ¢°,0) + (¢ — 1)¢ + max(c — ¢°,0) < max(c — ¢*, ¢ —1).

Z drugiej strony ¢ > 1, wiec wszystkie trzy skladniki po lewej
stronie sa nieujemne, a ponadto max(c — ¢3,0) > ¢ — 3 oraz
(d —1)¢p > ¢ — 1, wiec dochodzimy do sprzecznosci. Tym samym
udowodnilismy, ze f(GUe’) < f(G) +p + 1.

. Zaloomy, ze pp(Vi) > pu(V2) i puw(VY) < pw(V3), ale praypa-
dek [dh nie zachodzi, tzn. py (V1) < pu(Va) + 1 lub pp(V)) +1 >
pr(V3). Wtedy malarz pokoloruje e na czerwono. Podobnie jak
w poprzednim przypadku, sktadowe H, H' grafu G zostang pola-

czone w sktadowa F' grafu G U e", ale czerwony podziat grafu F
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to (Vi U VY, Vo U V) oraz
pr(ViUVy) =a+d, pr(VaUV)) =b+V.

Ponownie zaldézmy nie wprost, ze f(GU¢e") > f(G) + ¢ + 1, co
jest réwnowazne f(H)+ f(H') + ¢+ 1 < f(F) istad

gla,b) +g(d, b))+ ¢*> < gla+d,b+1).
Wtedy otrzymujemy
9(c,0) +g(c,0) + o +1<g(c+,0)
i w $wietle definicji funkcji g
max(c — *,0) + max(c — ¢®,0) + 1 < max(c+ ¢ — ¢°,0).

7 zatozen tego przypadku mamy ¢ < 1 lub ¢ < 1, wiec powyzsza

nierOwnosé nie moze zachodzié.

Ze wzgledu na symetryczna role H i H', przypadki [dh i @b obejmuja
wszystkie sytuacje, w ktorych (py (Vi) —pu (V2)) (par(V])—pu: (V) < 0.
Pozostaje jeszcze przeanalizowaé przypadek, gdy nieréwnoscé jest w dru-

ga strone.

c. Zatézmy, ze (p(Vi) — p(V2))(p(VY) — p(V5)) > 0. Wtedy malarz
pokoloruje e na czerwono. Podobnie jak w poprzednim przypadku,
sktadowe H, H' grafu G zostana polaczone w sktadowa F' grafu
G U ¢" z czerwonym podziatem (V3 U V3, Vo U VY), ale mamy albo

pr(ViUVy) = a+1 oraz pp(VaUV]) =b+d/,
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albo
pr(ViUV)) =b+d oraz pp(VoUV]) =a+1.

W obu przypadkach, z symetrii funkcji g, zatozenie, ze f(H) +
f(H")+ ¢+ 1< f(F) prowadzi do

9(a,0) + g(d',V) +p+1 < gla+V,b+d).
Wtedy otrzymujemy

9(c,0) + g(c,0) + ¢+ 1 < g(c, ).

Nieréwnosé jest symetryczna wzgledem c i ¢, wiec mozemy zato-

zy¢, ze ¢ > . Wowezas powyzsza nierownosé jest rownowazna
max(c — ¢?,0) + max(c’ — ¢®,0) + dp + 1 < max(c — ¢*, ¢).

Implikuje to, ze max(c — ¢ p) < max(c — ¢3, ) i ponownie

dochodzimy do sprzecznosci.

4.2 Dowdd twierdzenia 4.1

Udowodnili$émy, ze malarz ma taka strategie w grze G(n,m), ze po kazdej
rundzie gry plansza jest czerwonodwudzielna, a w kazdej rundzie jego pot-
potencjal f wzrasta o nie wiecej niz ¢ + 1 (na poczatku gry poétpotencjat
wynosi 0).

Zatézmy, ze dla opisanej strategii malarza i dowolnej strategii konstrukto-
ra po t rundach gry plansza zawiera taka sktadowa H z czerwonym podziatem
(V1,Va), ze |Vi| = n i |E[Vi]| = m. Z jednej strony mamy f(G) < t(p + 1).
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Z drugiej strony mamy

f(G) > f(H)=ya(H)—¢+max(a(H)—¢* b(H))
> (p+1Da(H)—p—¢" > (p+1)(pn+m) —p—¢°.

W zwiazku z tym

(p+1)(pn+m) —p—¢°

p+1

t> =pon+m—2p+ 1.

Whnioskujemy, ze malarz moze przetrwaé¢ co najmniej on + m — 2¢p + 1
rund w grze G(n,m). W $wietle poprzednich uwag dowodzi to réwniez, ze
7(Codd, Conpm) = on+m — 2¢ + 1.

5 Trojkat vs. Sciezka — oszacowanie goérne

Naszym kolejnym celem bedzie pokazanie oszacowania z drugiej strony.

Twierdzenie 5.1. Dian > 3

Powyzsze twierdzenie poprawia najlepsze do tej pory oszacowanie gorne
7(Cs, P,) < 4n — 5, udowodnione przez Dybizbanskiego, Dzido i Zakrzewska
w [10].

Oczywiscie 7(Coaq, Conpn—1) < 7(Cs, P,), wiec twierdzenia i daja
nastepujace granice dla 7(Cs, B,).

Whniosek 5.2. Jeslin > 3, to
[0+ )n — 20| <#(Cs, P,) < 3n— 4.

Granice gorna i dolna w powyzszym wniosku sa optymalne dla n = 3,4
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poniewaz 7(Cs, P3) = 5 oraz 7(Cs, Py) = 8, jak zostalo zweryfikowane (za
pomoca komputera) przez Gordinowicza i Pratata [11].

Jesli n = 3, to wiemy, ze 7(Cs3, P,) = 5 = 3n — 4. Mozna réwniez spraw-
dzi¢, ze konstruktor moze wymusi¢ czerwony C5 lub niebieskg Pj, grajac tylko
na K5 — bedziemy uzywaé tego faktu pdzniej.

Od tego momentu w tym rozdziale bedziemy zakladaé, ze n > 4. Roz-
wazajac moment gry R(Cg, P,), méwimy, ze konstruktor taczy dwie pokolo-
rowane Sciezki P i P’, jesli w rozwazanej rundzie wybiera krawedz laczaca
jeden z koncow P z jednym koncem P’. Méwimy, ze konstruktor moze wy-
musié¢ niebieski graf H w ciggu t rund, jesli konstruktor ma strategie, ktéra
gwarantuje, ze po co najwyzej t nastepnych rundach zostanie utworzona czer-
wona kopia C'3 lub niebieska kopia H. Innymi stowy, zaktadamy, ze malarz
unika ruchéw, ktére natychmiast prowadza do przegranej (jesli to mozliwe).

Niech P(s,t) bedzie pokolorowana $ciezka na s + t wierzchotkach, uzy-
skang z dwoch roztacznych niebieskich sciezek Py i P;, przez polaczenie ich
koncéw czerwong krawedzia. Ponadto, niech P(s,0) oznacza niebieska Sciezke
na s wierzchotkach.

Wprowadzimy tez oznaczenie dotyczace pokolorowanych $ciezek bazuja-
ce na wyrazeniach regularnych. Maksymalna (w sensie inkluzji) pokolorowa-
na Sciezka nazywana bedzie b*rb*-$ciezka, jesli jest izomorficzna z P(s,t)
dla pewnych s,t > 0. Z kolei pokolorowana $ciezke, ktéra jest maksymalna
w sensie inkluzji oraz nie zawiera czerwonych krawedzi, bedziemy nazywaé
b*-$ciezka.

Niech u(P(s,t)) = |s—t| dla kazdego s,t > 0. Zatem u jest miara ,nier6w-
nowagi” Sciezki. Méwimy, ze P(s,t) jest zréwnowazona, jesli u(P(s,t)) = 0,
a W przeciwnym razie jest niezréwnowazona.

Zaczynamy od nastepujacej obserwacji.

Lemat 5.3. Zalozimy, ze a; > b; dla i = 0,1,...,k oraz Ze plansza zawie-
ra roztgczne wierzchotkowo Sciezki P(ag,by), P(ay,b1),. .., P(ag, by). Wte-

dy konstruktor moze wymusi¢ albo czerwony Cs, albo niebieskq Sciezke na

29



ap + X8, by wierzchotkach w ciggu co najwyzej 2k rund.

Dowéd. Udowodnimy to przez indukcje. Przypadek & = 0 jest trywialny.
Zatozmy, ze k > 0 i malarz nie robi czerwonego cyklu C3. Konstruktor
w dwoch kolejnych rundach taczy koniec niebieskiej Sciezki P,, z konca-
mi czerwonej krawedzi w P(ag,br) 1 wymusza niebieska $ciezke o dlugosci
co najmniej ag + bg. Teraz mamy roztaczne $ciezki wierzchotkowe P(ay +
bi,0), P(ay,b1), ..., P(ag_1,bg_1), wiec na mocy zatozenia indukcyjnego kon-
struktor moze wymusi¢ niebieska $ciezke o dtugosci ag + by, + S5 b; w ciagu

nastepnych 2k — 2 ruchow. O]

Rozwazmy nastepujaca strategie dla konstruktora w grze R(Cg, P,). Kon-
struktor wybiera 2n — 1 wierzchotkéw, pozostate bedzie ignorowal przez cata
gre. Dzielimy gre na dwa etapy. Méwiac ogodlnie, w etapie 1 konstruktor gra
w taki sposdb, aby utworzy¢ wiele b*rb*-$ciezek i jedna z nich byta bardziej
niezréwnowazona niz wszystkie pozostate razem wzigte. W etapie 2 konstruk-
tor stosuje swoja strategic z lematu i wymusza dhuga niebieska Sciezke.

Méwiac inaczej, na poczatku gry mamy dokltadnie 2n — 1 (trywialnych)
b*-$ciezek. W kazdej rundzie etapu 1 konstruktor taczy krawedzig dwie naj-
krotsze b*-Sciezki. Malarz pokoloruje wybrang krawedZ na czerwono lub nie-
biesko. Konstruktor kontynuuje tak dtugo, jak dtugo na planszy znajduja
sie co najmniej dwie b*-$ciezki, z jednym wyjatkiem: jesli malarz pokoloruje
pierwsze n — 3 krawedzie na czerwono, to etap 1 sie konczy.

Jesli ma miejsce powyzszy wyjatek, to pokolorowany graf ma n — 3 izolo-
wanych czerwonych krawedzi oraz pie¢ izolowanych wierzchotkoéw uq, ..., us.
Gra przechodzi do etapu 2. Konstruktor wymusza niebieska $ciezke Ps w cia-
gu nastepnych 5 rund, uzywajac tylko krawedzi grafu K na zbiorze wierz-
chotkéw wuy, ..., us. Po tym pokolorowany graf zawiera $ciezke P(3,0) oraz
n — 3 kopii P(1,1), wiec zgodnie z lematem konstruktor moze wymusié¢
niebieska $ciezke na 3 +n — 3 = n wierzchotkach lub czerwony cykl C5 w cig-
gu nastepnych 2(n — 3) rund. W ten sposob gra konczy sie po co najwyzej
n—3+542(n—3) = 3n — 4 rundach.
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Zatozmy wigc, ze w etapie 1 malarz pokoloruje na niebiesko przynajmniej
jedna z krawedzi wybranych w pierwszych n — 3 rundach. Etap 1 konczy sie,
gdy na planszy znajduje si¢ co najwyzej jedna b*-$ciezka. Zauwazmy, ze na
koncu etapu 1 graf wywotany przez wszystkie pokolorowane krawedzie sktada
sie z rozlgcznych Sciezek b*rb*-$ciezek oraz co najwyzej jednej b*-Sciezki.

Poniewaz konstruktor zawsze taczy dwie najkrétsze b*-Sciezki, wynika

stad, ze nastepujaca wlasnoscé jest spelniona.
Fakt 5.4. Po kazdej rundzie etapu 1, jesli Py, P, sqg b*-Sciezkami, to k < 2.
Sprawdzmy teraz, ze takze nastepujaca wtasnosé jest prawdziwa.

Fakt 5.5. Po kazdej rundzie etapu 1 istnieje co najwyzej jedna b*-$ciezka,

w ktorej liczba wierzchotkow nie jest potegq liczby 2.

Dowadd. Przypus$émy, ze ta whasciwosé jest speliona po pewnej rundzie ¢,
w nastepnej rundzie konstruktor taczy b*-éciezki P, i P,, a po rundzie t + 1
liczba b*-$ciezek, w ktérych liczba wierzcholtkéw nie jest potega liczby 2,
wzrasta. Moze to sie zdarzy¢ tylko wtedy, gdy krawedZ w rundzie t+ 1 zostata
pokolorowana na niebiesko, a = 2¥ oraz b = 2!, gdzie k # 1. Z faktuwiemy,
ze jest to mozliwe tylko wtedy, gdy &+ 1 = [, Py byla jedyng najkrétszg b*-
Sciezka, a Py byla zar6wno druga najkrotsza, jak i najdiuzszg b*-Sciezka po
rundzie ¢. Oznacza to, ze po rundzie t+ 1 istnieje b*-$ciezka P, ,, a wszystkie

pozostate b*-éciezki maja 2! wierzchotkéw. O

Nastepny lemat daje pewien wglad we wtasciwosci niezrownowazenia zbio-

ru pokolorowanych $ciezek w etapie 1.

Lemat 5.6. Niech Hy, Hs,..., H, bedzie ciggiem wszystkich niezréwnowa-
zonych b¥*rb*-$ciezek, ktdre istniejg po r rundach gry R(Cs, P,) i zaléimy,
Ze pojawily sie one w tej kolejnosci (tzn. Hy zostala utworzona jako pierw-
sza w grze, Hy — jako druga i tak dalej). Wtedy u(Hgi1) > 2u(Hy) dla
k=1,2,...,q9— 1. Ponadto dla kazdej b*-Sciezki H mamy u(H) > 2u(H,).
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Dowdd. Dowodzimy teze¢ indukcyjnie po q. Zatézmy, ze twierdzenie jest praw-
dziwe dla ciggu Hy, Ho, ..., H,_1, 1 rozwazmy runde r, po ktérej pojawila sie
Sciezka H,—1 = P(s,t). Z faktéw i Wiemy, 7e s,t € [2F, 28] dla pew-
nego catkowitego k, wiec u(H, ;) < 2*. Na podstawie tych dwoch faktow
oraz minimalnosci niebieskich Sciezek generujacych H,_;, wnioskujemy, ze
na konicu rundy r wszystkie b*-$ciezki maja po 28! wierzchotkéw. W zwiaz-
ku z tym, 21 jest dzielnikiem u(H) dla kazdej b*-$ciezki H utworzonej po
rundzie r i do konca etapu 1.

Poniewaz H, jest tworzona po rundzie r oraz u(H,) > 0, to u(H,) > 2%,
W zwigzku z tym dochodzimy do wniosku, ze 2u(H,—1) < u(H,). Dowdd
nieré6wnosci 2u(H,) < u(H) dla kazdej b*-Sciezki jest analogiczny do tego

dla Hq—l- ]

Rozwazmy teraz sytuacje na koncu etapu 1. Przypomnijmy, ze w tym
momencie mamy na planszy przynajmniej jedng niebieska krawedz w grafie
Ky, 1, co najwyzej jedng b*-Sciezke, oraz zbiér b*rb*-Sciezek (by¢ moze pu-
sty). Jesli istnieje b*-§ciezka, to niech Hy bedzie ta Sciezka. W przeciwnym
razie, niech Hy bedzie ostatnig niezbalansowang b*rb*-$ciezka, ktora poja-
wita sie w etapie 1. Niech Hy, Hs, ..., H,, bedzie ciggiem wszystkich niezba-
lansowanych b*rb*-$ciezek, ktére pojawily sie (w tej kolejnosci) w etapie 1,
z wyjatkiem $ciezki Hy. Z lematu [5.6) wynika, ze

S u(H,) < mz

=1

“(Zm) < 2u(H,,) < u(Hp). 2)

Niech Hi, H}, ..., H| bedzie rodzina wszystkich b*rb*-dciezek, ktére sa zba-
lansowane na koncu etapu 1.

Aby obliczy¢ liczbe rund w etapie 1, zauwazmy, ze podgraf G grafu Ky, 1,
dla ktérego V(G) = V(Ks,_1), a zbidr jego krawedzi sktada sie ze wszystkich
krawedzi pokolorowanych w etapie 1, jest zbiorem m + [ + 1 roztacznych
sciezek. Dlatego etap 1 trwa |E(G)| = |V(G)|—-m—-1—-1=2n—-2—-m —1

rund.
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Zauwazmy roéwniez, ze G nie ma izolowanych wierzchotkéw. Istotnie, gdy-
by na koncu etapu 1 istniata taka trywialna niebieska $ciezka, to w kazdej
poprzedniej rundzie konstruktor potaczytby dwie trywialne niebieskie sciezki,
a malarz pokolorowalby wybrane krawedzie na czerwono. To zaprzeczaloby
zalozeniu, ze w etapie 1 istnieje niebieska krawedz. Zatem G nie ma izolo-
wanych wierzchotkow i w zwiazku z tym ma co najwyzej n — 1 sktadowych

spojnosci. Dochodzimy do wniosku, ze
m+l+1<n-—1 (3)

Po etapie 1 gra przechodzi do etapu 2.

Zauwazmy, ze dla kazdej $ciezki P = P(s,t) (zbalansowanej lub nie-
zbalansowanej), dla ktorej s > ¢, mamy s = (|V(P)| + u(P))/2 it =
(IV(P)| — u(P))/2. Przypomnijmy réwniez, ze dla konstruktora plansza gry
to Koy, 1, wiec l

z% \V(H;)| + Zl \V(H})| =2n—1.
j= j=

W etapie 2 konstruktor stosuje swoja strategie z lematu [5.3] do Sciezek
Hy,Hy,...,H,, H,H,, ... H|.

W ten sposoéb wymusza niebiesky $ciezke na ¢t wierzchotkach, gdzie
m l

- (\V(H0\+UHO+Z H))| - u(H Z|VH’\—UH’)))
7=1 7j=1

1 m
= 2(2n—1—|—uH0 E u(H
Jj=1

ZuH')

Jj=1

1 1

—”‘2+2< i ) "y

Ostatnia nieréwnosé¢ wynika z ([2)).

Zatem w etapie 2 malarz wymusza albo czerwony cykl Cj, albo niebieska
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Sciezke P,, a etap 2 trwa, zgodnie z lematem , maksymalnie 2(m+1) rund.

Podsumowujac, liczba rund w etapie 1 i etapie 2 jest nie wieksza niz
2n—2—-m—1+2(m+1)=2n—-2+m+1.

7 uwagi na (3)), gra R(Cs, P,) trwa maksymalnie 2n — 2 +n — 2 = 3n — 4

rund.

6 Trdojkat vs. graf spojny — oszacowanie gérne

Zgodnie z twierdzeniem , mamy 7(Cs, Cony, ,—1) < 3n—4. Teraz pokazemy

uogélnienie powyzszej nieréwnosci na przypadek 7(Cs, Cony, ).

Twierdzenie 6.1. Dian >3 orazn—1<m < (n—1)%/4
7(C3,Conpm) <K +2m+ O(Vm —n+1).

Dowaod. 7 powyzszej obserwacji wynika dowod dla m = n — 1, wiec zalézmy,
ze m > n. Niech k bedzie najmniejsza taka liczba catkowita, ze 1 < k < n,
m<n—k+ (Lké2J) + ([kéﬂ). Poniewaz (L"§2J> + <Méﬂ) = |(n—1)?/4], takie k
na pewno istnieje. Na podstawie twierdzenia [5.1] konstruktor moze rozpoczaé
gre R(Cs,Cony,n), wymuszajac albo czerwony tréjkat, albo niebieska $ciezke
P,, a zajmuje mu to maksymalnie 3n — 4 rund.

Jesli konstruktor wymusit czerwony tréjkat, gra R(Cg, Cony, m) kotezy sie,
wiec zaldzmy, ze na planszy pojawita sie niebieska $ciezka o n wierzchotkach,
ktora oznaczymy przez B.

Niech B’ bedzie sp6jnym niebieskim podgrafem $ciezki B o liczbie wierz-
chotkéw réwnej k. Oczywiscie |[E(B')| > k — 1 oraz |E(B) \ E(B')| > n — k.
W dalszej czesci gry konstruktor wybiera wszystkie krawedzie z E[V (B')],

2

ktore jeszcze nie zostaly pokolorowane. Zajmuje mu to maksymalnie (k) —

|E(B")] < (g) — (k — 1) rund. Jesli w powstalym pokolorowanym grafie
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pelnym na k wierzchotkach nie ma czerwonego tréjkata, to zgodnie z twier-
dzeniem Turdna w tym grafie znajduje sie co najmniej (Lké%) + (%21) kra-
wedzi niebieskich. W zbiorze E(B) \ E(B’) znajduje si¢ takze co najmniej
n — k niebieskich krawedzi, wiec po maksymalnie 3n — 4 + (g) —(k—1) run-
dach na planszy znajduje sie niebieski graf na n wierzchotkach z co najmnie;j
n—=k+ (Lké%) + (““éﬂ) > m krawedziami. Zatem

7(Cs,Cong,m) < 3n + (g) — k- 3.

Z definicji k wynika, ze m = n + % + O(k) oraz k = O(v/m —n+ 1),
a zatem

7(Cs,Conpm) <K n+2m+ O(Vm —n+1).
[

Zauwazmy, ze Cs € Coqq, W zwiazku z czym 7(Coga, Conym) < 7(Cs, Cong, ).

7 Granty i darowizny

W tym rozdziale przedstawimy pewng intuicje stojaca za wyborem funkcji
potencjalu uzytej w rozdziale [l Zaczniemy od gry, ktéra na pierwszy rzut
oka jest niezwiazana z R(Cs, P,).

Dane sa liczby naturalne d, r, b oraz N, rozwazmy nastepujaca gre ,,Gran-
ty 1 Darowizny”, ktéra bedziemy oznaczaé jako GD(d,r, b, N). Gra ta toczy
si¢ miedzy dwoma graczami: sponsorem i komitetem (grantowym). Dodat-
kowo istnieja dwa zespoly badawcze (ktore nie sa graczami w tej grze). Co
miesigc konstruktor decyduje, co zrobi¢ ze swoimi pieniedzmi. Moze albo
przekaza¢ d dolaréw bezposrednio jednemu z zespotow, albo zasugerowac je-
den zespot komitetowi. W tym przypadku komitet albo daje b dolarow zapro-
ponowanemu zespotowi — wtedy méwimy, ze komitet dat niebieski grant, albo

daje r dolarow drugiemu zespotowi — bedzie to czerwony grant od komitetu.
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Gra konczy sie, gdy ktorys z zespotéw ma co najmniej N dolaréw. Celem
sponsora jest zakonczenie gry jak najszybciej, a cel komitetu jest przeciwny.
Niech #(GD(d,r,b, N)) bedzie liczba rund w grze, w ktérej obaj gracze graja
optymalnie.

Jesli r < d lub b < d, to najlepsza strategia dla sponsora jest przekazanie
pieniedzy bezposrednio pierwszemu zespotowi, wiec zalézmy, ze d < r,b.
Ponadto bez straty ogélnosci zatézmy, ze d < r < b.

Zatézmy teraz, ze sponsor przekazat pieniadze zespotowi, a w nastepnym
miesiacu sugeruje zespot komitetowi. Sponsor moze zmieni¢ kolejnosé tych
ruchéw. W tym drugim przypadku komitet ma mniej informacji w momencie
podejmowania decyzji, wiec nie moze podjac lepszej decyzji. Ta obserwacja

prowadzi do nastepujacego faktu.

Fakt 7.1. Niech S bedzie zbiorem optymalnych strategii sponsora. W zbiorze
S istnieje strategia, w ktorej sponsor nigdy nie sugeruje zespotu komitetow:

po dokonaniu darowizny na rzecz jakiegokolwiek zespotu.

Rozwazmy teraz dwie strategie sponsora, w ktorych sponsor nigdy nie
sugeruje zespotu komitetowi po dokonaniu darowizny. Pierwsza z nich to:
zawsze przekazywaé pieniadze pierwszemu zespotowi. Wtedy gra konczy sie
po [N/d] rundach. Druga strategia to: zawsze sugerowaé pierwszy zespot
komitetowi. Wtedy komitet moze wykonaé¢ co najwyzej [N/b] ruchéw nie-
bieskich i co najwyzej [ N/r| ruchéw czerwonych (i nie moze osiagnaé obu
tych liczb jednoczesnie). W takim przypadku gra konczy sie po co najwyzej
[N/r|+ [N/b] — 1 rundach.

Teraz rozwazmy nastepujaca strategie komitetu. Komitet daje b dolaréw
zespotowi wybranemu przez sponsora tylko wtedy, gdy zespot ten ma przy-
najmniej b dolaréw mniej od drugiego zespoltu (nie uwzgledniajac pieniedzy
od sponsora). Wtedy jesli zespoly otrzymaty od komitetu odpowiednio k i &’
dolaréw oraz k > k', to co najmniej k dolaréw zostalo przekazanych w ra-
mach czerwonych grantow, a k —r — b < k’. Oznacza to, ze bylo wiecej niz
k/r4+(k—r—0)/b=k(1/r4+1/b)—(r+b)/b grantéw, czyli ruchow komitetu.
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Jesli gra sie zakonczyta, tzn. jeden z zespotow ma N dolaréw, to wtedy byto

CO najmniej
(N —k)/d + k(1/r + 1/b) — (r + b)/b > N min(1/d, 1/r + 1/b) — (r + b)/b

rund.

Na podstawie powyzszej analizy dochodzimy do nastepujacego wniosku.

Twierdzenie 7.2. Niechd <r <biM = Nmin(1/d,1/r 4+ 1/b). Wtedy
M —1—7r/b<#GD(d,r,b N)) <M+ 1.

Zauwazmy, ze poniewaz r < b, to dolne i gorne oszacowanie réznig sie
0 nie wiecej niz 3.

Wréémy teraz do gry G(n, m) zdefiniowanej w rozdziale [4] i rozwazmy jej
wariant, gdzie zasady sa takie same jak zasady w G(n,m), z dodatkowym
wymaganiem, ze krawedzie wybierane przez konstruktora musza indukowac
spojny graf po kazdej rundzie. Liczbe rund w tej grze, gdy konstruktor i ma-
larz graja optymalnie, oznaczmy jako TGlnm)- Uzyjemy twierdzenia do

~CON

znalezienia dolnej granicy dla 7gf, ).

Whniosek 7.3. Niech k > 1 bedzie liczbg rzeczywistq, m,n bedg liczbami
catkowitymi, m > 0 1 n > 2. Wiedy

Poimmy > (k(n —1) +m)min(1,1/k+1/(k +1)) — k/(k + 1).

W szczegdlnosci,

TGlnm) > PN +m—2¢+ 1.

Dowdéd. Aby znalez¢ dolng granice zdefiniujemy strategie dla malarza. Ma-
larz koloruje pierwsza krawedz na czerwono. W kazdej nastepnej rundzie
gra tak, aby graf indukowany przez pokolorowane krawedzie byt czerwono-

dwudzielny. Poniewaz jest on réwniez spojny, ma doktadnie jeden czerwony
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podzial (Vi,V3). Zauwazmy, ze taka strategia jest mozliwa. Istotnie, majac
podziat (V1, V3) oraz nowa krawedz e wybrana przez konstruktora, jesli e ma
jeden koniec w Vi a drugi w V5, to malarz pokoloruje ja na czerwono; jesli e
ma jeden koniec w V7, a drugi koniec jest nowym wierzchotkiem, to malarz
moze albo pokolorowaé e na czerwono i doda¢ nowy wierzchotek do V5, albo
pokolorowac e na niebiesko — wtedy nowy wierzchotek zostanie dodany do V;
i krawedz niebieska zostanie dodana do E[V}].

Gra konczy sie doktadnie wtedy, gdy |Vi| > n i w E[V;] znajduje sie co
najmniej m niebieskich krawedzi dla ¢ = 1 lub ¢ = 2. Zauwazmy, ze ta gra
jest bardzo podobna do gry Granty i Darowizny: sponsor, komitet oraz gru-
py badawcze odpowiadajg odpowiednio konstruktorowi, malarzowi, V;j i V5.
Réznica polega na tym, ze i-ta grupa badawcza ma dwa rodzaje ,pieniedzy”:
wierzchotki i niebieskie krawedzie w V;. Niemniej jednak mozemy przypisac
wartos¢ 1 do krawedzi i warto$¢ k& do wierzchotka, tak aby sprowadzi¢ obie
te rzeczy do jednej waluty. Po pierwszej rundzie malarz moze zaczaé¢ udawac,
ze graw GD(1,k,k+1,N), gdzie N = (n—1)k+m (zauwazmy, ze po pierw-
szym ruchu |Vi| = |V,] = 1 i nie ma niebieskich krawedzi w E[V;], E[V3]).

Zatem

R > L+ HGD(Lkk+ 1, (n— 1)k +m)
> (k(n—1)4+m)min(1,1/k+1/(k+1)) — k/(k+1).

Dla k = ¢ otrzymujemy druga czes¢ tezy. O

Powyzszy wynik daje pewna intuicje na temat gry G(n, m), jesli konstruk-
tor utrzymuje graf spojny. W ogélnym przypadku trzeba przezwyciezy¢ trud-
nosci techniczne wynikajace z wielu sktadowych spojnosci planszy, dlatego

funkcja potencjatu zdefiniowana w rozdziale |4] jest bardziej skomplikowana.
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8 Dokladne wartosci 7(Cy, P,)

Naszym kolejnym celem bedzie wyznaczenie doktadnych wartosci 7(Cy, B,).
7 wniosku 3.3 wiemy, ze 7#(Cy, P,) > 2n—2. Z drugiej strony, najlepszym ogél-
nym oszacowaniem z gory bylo 7(Cy, P,) < 3n —5 dla n > 5 ([10]). Ponadto
7(Cy, P3) = 6, 7(Cy, Py) = 8 ([9]), 7(Cy, Ps) = 9 ([10]) oraz 7(Cy, Ps) = 11
([13]). Wszystkie wyniki z tego i nastepnych czterech rodziatéw pochodza z
pracy [3],

Twierdzenie 8.1. 7(Cy, P,) < 2n— 2 dla kaZdego n > 8. Ponadto, zachodzi
7(Cy, Pr) < 13.

W $wietle wspomnianego wezesniej dolnego oszacowania 7(Cy, P,) > 2n—
2, jak rowniez znanej granicy 7(Cy, Pr) > 13 ([10]), nasze twierdzenie prowa-

dzi do nastepujacych nowych, doktadnych rezultatow:
Whiosek 8.2. Jeslin > 8, to 7(Cy, P,) = 2n — 2. Ponadto #(Cy, P;) = 13.

Twierdzenie rozwigzuje réwniez inne zagadnienie zwigzane z grami
dotyczacymi $ciezek i cykli. Schudrich [15] badat rozgrywana liczbe Ramseya
dla rodziny cykli i $ciezki. Udowodnit on, ze 7(C, P,) < 2,5n + 5 dla kazdego
n. Twierdzenie poprawia te granice dla n > 8, a w Swietle dolnej granicy
7(C, P,) > 2n — 2 uzyskanej w pracy [9], otrzymujemy nastepujacy wynik:

Whiosek 8.3. Jeslin > 8, to #(C, P,) = 2n — 2.

Interesujace jest, ze krawedziowa liczba Ramseya 7(C, P,) asymptotycz-
nie nie r6zni sie znaczaco od 7(C, P,) w sensie stalych multiplikatywnych.
Doktadniej, w $wietle twierdzenia oraz ograniczen na 7(C, P,) udowod-

nionych przez Bala i Schudricha [5], mamy:

7(C, P,)
7(C, P,)

1,03+ o(1) < < 1,98+ o(1).

Jak przyznaja autorzy pracy [5], gorna granica 7(C, P,) < 3,947n + O(1)

zostata udowodniona przy wsparciu komputera.
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Dowdd twierdzenia 8.1} opiera si¢ na indukcji. Nasz indukcyjny argument,
technicznie dos¢ ztozony, dziata dla n > 14, a dwa nastepne rozdzialy sa
gltownie poswiecone temu dowodowi. Dla 7 < n < 13 analizujemy gre przy
pomocy komputera. Idea algorytmu zostata opisana w rozdziale a kod
w jezyku C++ znajduje sie w dodatku [A]

9 Gra RR(Cy,P,,H)

Bedziemy analizowaé¢ pomocnicze gry, w ktérych plansza jest pokolorowany
multigraf H, tzn. dopuszczamy, by plansza zawierata réwnoleglte krawedzie,
by¢ moze w réznych kolorach, przy czym nadal zaktadamy, ze kazda krawedz
w H jest albo niebieska, albo czerwona. Jesli méwimy, ze multigraf zawiera
graf G, mamy na mysli, ze G jest grafem prostym.

Rozszerzymy tez oznaczenie na pokolorowane $ciezki, zdefiniowane w roz-
dziale[§] Przypomnijmy, ze czerwona krawedz jest opisana przez litere r, a nie-
bieska przez b. I tak np. brr-Sciezka oznacza $ciezke, gdzie pierwsza krawedz
jest niebieska, a kolejne dwie sa czerwone.

Cztery pokolorowane multigrafy przedstawione na rysunku (1| bedg miaty
szczegblne znaczenie w dalszej analizie: powstaja one z odpowiednio z b-, br-,
brr- i brb-Sciezki przez dodanie czerwonej krawedzi réwnolegtej do niebieskiej.

Nazywamy je odpowiednio d-, dr-, drr- i drb-multisciezka.

(a) o= (h) e=—e—— (c) (d)

Rysunek 1: (a) d-multisciezka; (b) dr-multisciezka; (c¢) drr-multisciezka; (d)
drb-multisciezka.

Dla n > 2 oraz pokolorowanego multigrafu H (ktéry moze byé¢ pusty),
rozwazmy nastepujaca pomocnicza gre RR(Cy, P,, H). Plansza gry jest mul-
tigraf na nieskonczonym zbiorze wierzchotkéw zawierajacym V (H), z poczat-

kowym zestawem krawedzi F(H). W kazdej rundzie konstruktor wybiera pa-
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re niepotaczonych wierzchotkéw z, y planszy, tworzy krawedz o koncach x, y,
a nastepnie malarz koloruje ja na czerwono lub niebiesko. Pokolorowana kra-
wedz jest dodawana do planszy. Malarzowi nie wolno pokolorowaé krawedzi
na czerwono, jesli miatoby to stworzy¢ czerwony Cy. Konstruktor wygrywa
gre RR(Cy, P,, H), jesli e(H) < 2n — 2 oraz po maksymalnie 2n — 2 — e(H)
rundach na planszy pojawi si¢ niebieska Sciezka P, i doktadnie n—1 krawedzi
na planszy jest niebieskich; w przeciwnym razie wygrywa malarz. Gra konczy
sie najpézniej po 2n — 2 — e(H) rundach. Wezesniej konezy sie wtedy, gdy
wiecej niz n — 1 krawedzi jest niebieskich lub pojawi sie niebieska P,. Jesli H
jest grafem pustym, gre oznaczamy przez RR(Cy, P,) zamiast RR(Cy, P,,, H).
Po kazdej rundzie przez plansze rozumiemy pokolorowany multigraf, ktérego
krawedziami sa wszystkie pokolorowane krawedzie planszy (w tym krawedzie
H). Méwimy, ze wierzchotek planszy jest wolny (po danej rundzie gry), jesli
nie jest incydentny z zadna krawedzia planszy.

Zauwazmy, ze jesli konstruktor wygrywa RR(Cy, P,), to po maksymalnie
2n — 2 rundach na planszy pojawia si¢ niebieska Sciezka P,. W zwigzku
z tym pierwsza czesé¢ twierdzenia 8.1 wynika natychmiast z ponizszego, nieco

silniejszego twierdzenia.

Twierdzenie 9.1. Zatozimy, ze G jest jednym z pokolorowanych multigrafow:
grafem pustym, b-$ciezkq, br-sciezkq, brr-Sciezkq, brb-sciezkq, d-multisciezkq,
dr-multisciezkq, drr-multisciezkq lub drb-multisciezkq. Wowczas dla kazdego

n > 8 konstruktor ma strategic wygrywajocg w RR(Cy, Py, G).

Powyzsze twierdzenie udowodnimy w nastepnym rozdziale. Weczesniej
przygotujemy narzedzia do przeprowadzenia dowodu indukcyjnego. Zacznie-

my od lematu potrzebnego do przypadkéw bazowych indukc;ji.

Lemat 9.2. Zaloimy, ze 8 < n < 13 oraz H jest jednym z pokolorowanych
multigrafow: grafem pustym, b-sSciezkq, br-sciezkq, brr-sciezkq, brb-sciezkq, d-
multisciezkq, dr-multisciezkq, drr-multiSciezkg lub drb-multi- Sciezkg. Wow-

czas konstruktor ma strategie wygrywajgcg w RR(Cy, P, H).
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Dowdd tego lematu opiera sie na obliczeniach komputerowych. Algorytm
i jego analize przedstawiamy w rozdziale [T}

Do analizy gry RR(C4, P,, H) potrzebujemy kilku dodatkowych defini-
cji. Méwimy, ze konstruktor w RR(Cy, P,,, H) forsownie wymusza niebieska
Sciezke dhugosci k > 1, jesli przez k kolejnych rund rysuje krawedzie, ktore
malarz musi pokolorowa¢ na niebiesko zgodnie z zasadami gry.

Dla pokolorowanego multigrafu H i A C V(H), przez Redy(A) oznacza-
my zbiér wszystkich czerwonych krawedzi multigrafu H z co najmniej jednym
konicem w zbiorze A. Analogicznie, zbior Bluey (A) sktada sie ze wszystkich
niebieskich krawedzi multigrafu H z co najmniej jednym koncem w A.

Zatozmy, ze n, k € N oraz H jest pokolorowanym multigrafem zawieraja-
cym niebiesky $ciezke P = uguy ... ugrq. Niech A = uq, us, ..., up. Moéwimy,
ze H' jest multigrafem otrzymanym przez skurczenie $ciezki uguy . . . ugyq do
krawedzi e, jesli V(H') = V(H) \ A, zbiér E(H') sktada si¢ ze wszystkich
krawedzi H z koficami w V (H)\ A oraz zawiera dodatkowsa niebieska krawed?Z
e ¢ E(H) z koncami ug, u41, by¢ moze réwnolegla do krawedzi w H. W skro-
cie, przy skurczeniu $ciezki usuwamy wewnetrzne wierzchotki tej $ciezki wraz
z krawedziami incydentnymi i zastepujemy je pojedynczg krawedzia.

Nastepujacy lemat jest kluczowym elementem dowodu indukcyjnego w na-
stepnym rozdziale. Wynika z niego, ze jesli po pewnej rundzie gry RR(Cy, P,)
poprzez skurczenie k niebieskich krawedzi $ciezki usuniemy co najwyzej k
czerwonych krawedzi, to mozemy sprowadzi¢ gre do RR(Cy, P, x, H') dla
pewnej poczatkowej planszy H'.

Lemat 9.3. Zalozmy, ze n,k € N, H jest pokolorowanym multigrafem za-

wierajgcym takg niebieskq Sciezke P = uguy ... ugy1, 2€
BZUGH(U1, Ua, . . . ,Uk) = E(P)
Dodatkowo, zalozimy ze

|R€dH({U1, Ua, . .. ,Uk})| < k.
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Niech H' bedzie multigrafem otrzymanym z H przez skurczenie Sciezki P do
krawedzi e. Jesli konstruktor ma strategie wygrywajocg w RR(Cy, Py, H'),
to ma réwniez strategie wygrywajecg w RR(Cy, P,, H).

Dowdd. Niech H, P i H' beda jak w zalozeniu lematu. Rozwazmy dwie
gry: RR(Cy, P,, H) oraz RR(Cy, P,_y, H') i zalézmy, ze plansza poczatko-
wa tej drugiej powstata z planszy gry RR(Cy, P,, H) przez skurczenie $ciez-
ki P = wupuy...upy1 do krawedzi e. ZalozyliSmy, ze kazda niebieska kra-
wedz incydentna z wierzchotkiem ze zbioru wq, us, ..., u, jest krawedzia P,
wiec na poczatku obu gier zbiory By i B|, wszystkich niebieskich krawedzi
odpowiednio w grach RR(C4, P,,, H) i RR(Cy, P,,_x, H') spelniaja warunek
By = (Bj\ e) U E(P). Wynika z tego, ze |Bo| = |B)| — 1+ k+1=|Bj| + k.

Konstruktor w grze RR(Cy, P,, H) stosuje strategie wygrywajaca, kté-
ra ma konstruktor w RR(C4, P,_x, H'), wybierajac w kazdej rundzie te sa-
ma pare wierzchotkéw, co konstruktor w RR(Cy, P, H'). Zauwazmy, ze
w ten sposéb konstruktor w RR(Cy, P,, H) nigdy nie tworzy zadnej kra-
wedzi incydentnej z ktorymkolwiek z wierzchotkow wuq, us, . .., uy. Zaktada-
my, ze konstruktor wygrywa gre RR(Cy, P,_y, H'), wiec po maksymalnie
2(n — k — 1) — e(H’') rundach w tej grze zbiér B’ wszystkich niebieskich
krawedzi ma dokladnie n — k — 1 elementéw i istnieje niebieska Sciezka P’
o n — k — 1 krawedziach. Wobec tego E(P’) = B’ i zawiera ona niebieska
krawedz e z koncami ug,ury1. W odpowiadajacej grze RR(Cy, P,, H), po
maksymalnie 2(n — k — 1) — e(H’) rundach, zbiér B niebieskich krawedzi
multigrafu planszy rézni sie od B’ w ten sam sposéb, w jaki By rézni sie
od Bj, wigc B = (B"\ e)UE(P) i|B| = |B'| + k. Wnioskujemy stad, ze
|B| = n — 1, a niebieskie krawedzie (E(P’) \ e) U E(P) tworza Sciezke na
n wierzchotkach.

Na koniec oszacujmy liczbe rund. Z definicji skurczenia wynika, ze

e(H") = e(H) — |Redy ({u, ug, . . . ,ux })| — |Blueg ({uq, ug, . .., ur})| + 1.
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Wobec zatozen lematu weryfikujemy, ze
e(H)>eH)—k—(k+1)+1=e(H)— 2k.

Wiemy, ze liczba rund w obu grach jest taka sama i nie jest wieksza niz
2(n —k —1) —e(H"), wiec gra RR(Cy, P,,, H) trwa nie wigcej niz

2n—k—1)—e(H)<2(n—k—1)—e(H)+ 2k =2n—2—¢(H)

rund. Wnioskujemy, ze konstruktor wygrywa gre RR(Cy, P,, H). O

10 Dowdd twierdzenia [9.1]

Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Jedli 8 < n < 13, teza
wynika z lematu

Zatézmy, ze n > 14 i przyjmijmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla gry
RR(Cy, Py, G) dla kazdego n' < n oraz dla kazdego G opisanego w twierdze-
niu. Rozpoczynamy od analizy gry RR(Cy, P,), czyli przypadku, gdy G jest

grafem pustym.

10.1 G jest pusty

Strategia konstruktora zalezy od momentu, w ktérym malarz po raz pierwszy
koloruje krawedz na niebiesko. Dopoki malarz koloruje wszystkie krawedzie

na czerwono, konstruktor tworzy krawedzie grafu zgodnie z kolejnoscig ozna-

N

Rysunek 2: Kolejno$¢ krawedzi

czona na rysunku 2]
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Analizujemy rozgrywke w zaleznosci od wyboréw malarza; strategia kon-
struktora zalezy od momentu, w ktérym pojawia sie¢ pierwsza niebieska kra-
wedz (o ile taka wystapi) w ciagu pierwszych siedmiu rund.

10.1.1 Brak niebieskich krawedzi w ciggu pierwszych siedmiu rund

Jesli malarz koloruje pierwsze siedem krawedzi na czerwono, to indukuja one

czerwony graf B, pokazany na rysunku [3]

Uus Us

Rysunek 3: Czerwone krawedzie w ciagu pierwszych siedmiu rund
Zauwazmy, ze konstruktor moze wymusi¢ niebieska Sciezke
P = UgU7URULU4LU3UsUT

na zbiorze wierzchotkéw V' (B), z koncami wug, u; (zob. drugi graf na rysun-
ku . Wtedy po 14 rundach plansza H ma 7 czerwonych i 7 niebieskich
krawedzi.

Niech A bedzie zbiorem wierzchotkéw wewnetrznych Sciezki P. Wowczas
|A| = 6, Bluey (A) zawiera 7 niebieskich krawedzi $ciezki P, oraz |Redy (A)| =
|E(B) \ uwoui| = 6 = |A|. Po skurczeniu P do krawedzi otrzymujemy mul-
tigraf H', ktéry jest d-multisciezka. W skrocie, argument prezentujemy na

rysunku 4
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Us Us us Us

NN

Ug U2 U:() Uy (I Uy N Ug U U U7 -, Yo Uy

Rysunek 4: Czerwone krawedzie w ciggu pierwszych siedmiu rund. Forsowne
wymuszanie i skurczenie $ciezki P.

Zauwazmy, ze n — |[A] = n — 6 > 8, wiec mozemy zastosowaé zalo-
zenie indukcyjne. Wnioskujemy, ze konstruktor ma strategie wygrywajaca
w RR(Cy, Py—jaj, H'). Wtedy, z lematu , otrzymujemy, ze konstruktor ma
strategie wygrywajaca w RR(Cy, P,, H). Oznacza to réwniez, ze konstruktor
wygrywa RR(Cy, P,, B).

10.1.2 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 7

Jesli pierwsza niebieska krawedZ pojawi si¢ w rundzie 7, otrzymujemy poko-

lorowany graf przedstawiony na rysunku [5

Uus Us

R

Ug U2 U Uy Uq Uy

Rysunek 5: Niebieska krawedz w rundzie 7

Konstruktor forsownie wymusza niebiesky $ciezke ujusususuguy, ktora
razem z niebieska krawedzia w;us tworzy niebiesky $ciezke P o koncach
ur7,us. Niech H bedzie plansza w tym momencie. Mozna zweryfikowaé, ze
dla A = ug, ug, us, uz, ug mamy |Redy(A)| = 5 = |A]. Multigraf H' otrzy-
many z H przez skurczenie Sciezki P jest br-sciezka uruqug. Prezentujemy

argument na rysunku [0}
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ug  Us U3 Us

l L2 o

Ug Uz Uy U Uy Uy o, U U Uy Uug U7 _, Uz up U

Rysunek 6: Niebieska krawedz w rundzie 7. Forsowne wymuszenie niebieskiej
Sciezki i skurczenie Sciezki P.

Zauwazmy, ze n—|A| = n—>5 > 9. Z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy,
ze konstruktor ma strategie wygrywajaca w RR(Cy, P,_ja), H'). Z lematu
wynika, ze konstruktor ma strategie wygrywajaca w RR(Cy, P,, H). Oznacza
to, ze konstruktor wygrywa RR(Cy, P,) w tym przypadku.

10.1.3 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 6

Jedli pierwsza niebieska krawedz pojawi sie w rundzie 6, otrzymujemy po-
kolorowany graf przedstawiony na rysunku [7] po lewej stronie. Konstruktor
forsownie wymusza niebieskg $ciezke ususuqusg, ktora razem z niebieska kra-
wedzia usug tworzy niebieska $ciezke P o koncach urz, uy (zobacz drugi graf
na rysunku @ Niech H bedzie planszg w tym momencie. Dla A = us, uy4, u3
mamy |Redy(A)| = 3 = |A| oraz n — |A| = n — 3 > 11. Po skurczeniu P
otrzymujemy brr-sciezke (zobacz ostatni graf na rysunku [7)). Tak jak w po-
przednim przypadku, stosujac zalozenie indukeyjne i lemat [9.3] wnioskujemy,
ze konstruktor ma strategie wygrywajaca w RR(Cy, P, H).

Uus Us Us Us

Ug Uz Uy Uy Uy Us U2 U Uy Ug Uz  Up Ug

Rysunek 7: Niebieska krawedz w rundzie 6. Forsowne wymuszenie niebieskiej
Sciezki i skurczenie Sciezki P.
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10.1.4 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 5

Po pieciu rundach otrzymujemy pokolorowany graf przedstawiony na rysun-

ku Bl

Uus Us

.

Uz U Uy Uy

Rysunek 8: Niebieska krawedz w rundzie 5

W rundzie 6 konstruktor tworzy krawedz usus. Zalézmy, ze malarz po-
koloruje krawedz usus na niebiesko. Wtedy otrzymujemy pokolorowany graf
przedstawiony na rysunku 9 po lewej stronie. Konstruktor forsownie wymusza
niebieska krawedz usuy, ktora razem z niebieska Sciezkg uzusu, tworzy niebie-
ska Sciezke P = ugugusuy (zobacz drugi graf na rysunku @ Niech H bedzie
plansza w tym momencie. Dla A = ug3, us mamy |Redy(A)| = 1 < |A| oraz
n—|A| = n—2 > 12. Po skurczeniu P otrzymujemy drr-sciezke (zobacz ostat-
ni graf na rysunku E[) Nastepnie stosujac zatozenie indukcyjne i lemat ,
wnioskujemy, ze konstruktor ma strategie wygrywajaca w RR(Cy, P,, H).

Uus Us Uus Us

. . . I~ - e o o

U2 Uo Uy Uy U2 Uo U Uy Uy Uy Uo Uz

— —

Rysunek 9: Niebieska krawedz w rundzie 5, krawedZ usus niebieska. Forsowne
wymuszanie niebieskiej krawedzi i skurczenie $ciezki P.

Zatézmy teraz, ze malarz pokoloruje krawedz usus na czerwono w rundzie
6. Wtedy otrzymujemy pokolorowany graf przedstawiony na rysunku (10| po
lewej stronie. Konstruktor forsownie wymusza niebieska $ciezke uqusus, ktora
razem z niebieska krawedzia usu, tworzy niebieska Sciezke P = uququsuy (zo-

bacz drugi graf na rysunku . Niech H bedzie plansza w tym momencie.
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Dla A = us,us mamy |Redy(A)] = 2 = |A|. Po skurczeniu P otrzymuje-
my drr-Sciezke (zobacz ostatni graf na rysunku . Tak jak w poprzednim
przypadku, stosujac zatozenie indukcyjne i lemat [9.3] otrzymujemy, ze kon-
struktor ma strategic wygrywajaca w RR(Cy, P, H).

us Us us Us

° ° -/ —e ° °

Uz Ug (51 Uy Uz U Uy Uy U Ug U3

Rysunek 10: Niebieska krawedz w rundzie 5, krawedz usu; czerwona. Forsow-
ne wymuszenie niebieskiej Sciezki i skurczenie Sciezki P.
10.1.5 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 4

Po pokolorowaniu krawedzi na niebiesko w rundzie 4, plansza wyglada na-

stepujaco, patrz rysunek

Uus

1

Uz 150 Uy Uy

Rysunek 11: Niebieska krawedZ w rundzie 4

konstruktor tworzy krawedz u,us, gdzie us jest dowolnym wolnym wierz-
chotkiem. Jesli malarz pokoloruje jg na czerwono, otrzymujemy graf poko-
lorowany izomorficzny do grafu po rundzie 5, rozwazanego w podrozdziale
[10.1.4] Zaktadajac, ze malarz pokoloruje ujus na niebiesko, plansza po run-

dzie 5 jest przedstawiony na rysunku [12]
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Rysunek 12: Niebieska krawedz w rundzie 4, nastepna krawedz jest niebieska

Nastepnie konstruktor tworzy usus w rundzie 6. Jesli malarz pokoloruje ja
na niebiesko, otrzymujemy graf pokolorowany H na 6 wierzchotkach, z niebie-
ska Sciezka P = uguqusus, gdzie Redy(u1,us) = 1. Po skurczeniu tej $ciezki,

otrzymujemy graf H', ktéry jest Sciezka brr ususugus (patrz rysunek .

Uus Us

o ® 00—
Uz Up UL U4 _, Ua Uz Up U2

Rysunek 13: Niebieska krawedZ w rundzie 4, krawedZ ujus jest niebieska,
krawedz usus jest niebieska.

Jesli malarz pokoloruje usus na czerwono w rundzie 6, konstruktor w run-
dzie 7 zmusza do niebieskiej krawedzi usus, a otrzymany graf pokolorowany H
na 6 wierzchotkach ma niebieska Sciezke uquiusus gdzie Redy (uy, us) = 2. Po
skurczeniu tej $ciezki, otrzymujemy graf H’, ktory jest Sciezkg brr ususugus

(patrz rysunek [14)).

Uus Us Uus Us

® ° - ° ———o—o
Uy U9 Uo us

Rysunek 14: Niebieska krawedz w rundzie 4, krawedZ wujus jest niebieska,
krawedz usus jest czerwona.

50



W obu przypadkach mozemy zastosowaé zatozenie indukcyjne i lemat [9.3]
i stwierdzi¢, ze konstruktor ma strategie wygrywajaca w RR(Cy, P, H).

10.1.6 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 3

Jesli pierwsza niebieska krawedz zostanie stworzona w rundzie 3, otrzymuje-

my graf pokolorowany przedstawiony na rysunku

Uus

-

U9 Uo U1

Rysunek 15: Niebieska krawedz w rundzie 3

W nastepnej rundzie konstruktor tworzy krawedz wusus. Jesli malarz po-
koloruje ja na niebiesko, skurczymy niebieska Sciezke ususzug i otrzymamy dr-
Sciezke usuguy. Jedli malarz pokoloruje usus na czerwono, wtedy konstruktor
zmusza do niebieskiej krawedzi uzu;. Nastepnie skurczymy niebieska Sciezke
uguzuy 1 otrzymamy dr-$ciezke ujugus. W obu przypadkach, podczas skur-
czania niebieskiej $ciezki z jednym wewnetrznym wierzchotkiem, usuwamy
najwyzej jedng czerwong krawedz, wiec mozemy zastosowac zatozenie induk-

cyjne i lemat [9.3] i zakonczyé¢ dowdd, jak w poprzednich podrozdziatach.

10.1.7 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 2

Zakladamy, ze plansza po dwoch rundach jest Sciezka br, jak na rysunku [16]

o ——@
Uz Ug Uy

Rysunek 16: Niebieska krawedz w rundzie 2

Nastepnie w rundzie 3 konstruktor tworzy krawedz majaca wierzchotek

wspolny z ug i dowolnym wolnym wierzchotkiem ug. Jesli malarz pokoloruje ja
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na czerwono, otrzymujemy graf pokolorowany izomorficzny do grafu po run-
dzie 3, rozwazanego w podrozdziale [10.1.6| Zaktadajac, ze malarz pokoloruje

upuz na niebiesko, plansza po rundzie 3 jest przedstawiona na rysunku [17]

Uus

.

Uz Uog Uy

Rysunek 17: Niebieska krawedz w rundzie 2, krawedz ugus jest niebieska

Nastepnie skurczamy niebiesks Sciezke usugus i otrzymujemy b-$ciezke
usuz. Poniewaz skurczona $ciezka ma jeden wewnetrzny wierzchotek i usu-
wamy jedng czerwong krawedz, jak w poprzednich przypadkach mozemy za-
stosowaé zalozenie indukeyjne i lemat [9.3] W tym przypadku wniosek wynika

z tego samego powodu.

10.1.8 Pierwsza niebieska krawedz w rundzie 1

W tym przypadku mamy niebieskg krawedz ugu; po pierwszej rundzie. W dru-
giej rundzie konstruktor tworzy krawedZ majaca wierzchotek wspolny z wuy
i jakim$ wolnym wierzchotkiem us. Jesdli malarz pokoloruje ujus na czerwo-
no, otrzymujemy graf pokolorowany rozwazany w poprzednim przypadku,
w podrozdziale [10.1.7 Jesli malarz pokoloruje ujuy na niebiesko, mamy nie-
bieska Sciezke uguiug, ktorg mozna skurczy¢ do niebieskiej krawedzi; nastep-
nie, na podstawie lematu [9.3] oraz zalozenia indukcyjnego, stwierdzamy, ze

konstruktor wygrywa gre.

10.2 G nie jest pusty

Pozostaje udowodnié¢ twierdzenie, gdy G jest jednym z multigraféw: b-, br-,
brb-, brr-Sciezka lub d-, dr-, drb-, drr-multisciezka. W kazdym przypadku ar-

gumentacja jest podobna do tej uzytej w poprzednich podrozdziatach i opie-
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ra sie na forsownym wymuszeniu krotkiej niebieskiej Sciezki, a nastepnie jej
skurczeniu i zastosowaniu zatozenia indukcyjnego oraz lematu (9.3} Z powodu
tych podobienistw, w niektorych przypadkach pomijamy szczegoty.

10.2.1 G jest b- lub br-sciezka

Dla b-Sciezki gra byla analizowana w podrozdziale [I0.1.8 Przypadek br-
Sciezki byt analizowany w podrozdziale [10.1.7]

10.2.2 G jest brb-Sciezka

Niech bedziemy oznacza¢ wierzchotki brb-$ciezki G tak, jak pokazano na
rysunku [18|

-0
a1 a2 as Qy

Rysunek 18: G niepuste — brb-Sciezka

W pierwszej rundzie gry RR(Cy, P,, G) konstruktor tworzy krawedz asay.

Zatozmy, ze malarz pokoloruje krawedz asay na czerwono. Wtedy otrzy-
mujemy pokolorowany graf, przedstawiony jako pierwszy graf na rysunku [I9
W drugiej rundzie gry RR(Cy, P,, G) konstruktor tworzy krawedz a;ay i, jesli
malarz pokoloruje ja na czerwono, konstruktor forsownie wymusza niebieska
krawedZ ajaz (zobacz drugi graf na rysunku . W obu przypadkach, tj.
gdy krawedz ajay jest niebieska lub ajas jest czerwona, a ajas jest niebie-
ska, otrzymujemy niebieska $ciezke P o dhugosci 3, z koncami sasiadujacymi
w grafie czerwonym, i jest najwyzej jedna czerwona krawedz incydentna do
wewnetrznego wierzchotka $ciezki P. Po skurczeniu $ciezki P, otrzymujemy
d-Sciezke (zobacz ostatni graf na rysunku .
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ay Qa2 a4z a4 -, W a4 -, Q2 a4

Rysunek 19: G jest brb-§ciezka; asay jest czerwone, ajay jest czerwone. Two-
rzenie niebieskiej krawedzi i skurczenie Sciezki P.

Stosujac zalozenie indukcyjne i lemat [9.3 stwierdzamy, ze w tym przy-
padku konstruktor wygrywa gre RR(Cy, P, G).

Zatézmy teraz, ze malarz w pierwszej rundzie gry RR(Cy, P,, G) poko-
loruje krawedz asay na niebiesko. Wtedy mozna skurczy¢ niebieska Sciezke
ajasagaz i otrzymacé b-Sciezke ajas (zobacz rysunek. Nastepnie powtarza-
my argumentacje z powyzszego przypadku, wiec pomijamy szczegoty.

o — . . o .
a1 a2 as Qg ai as

—

Rysunek 20: G jest brb-Sciezka; asay jest niebieskie. Skurczenie $ciezki P.

10.2.3 G jest brr-$ciezka

Niech bedziemy oznaczaé¢ wierzchotki brr-éciezki G tak, jak pokazano na ry-
sunku 211

-0
a1 a2 as Qy

Rysunek 21: G niepuste — brr-sciezka

W pierwszej rundzie gry RR(Cy, P,, G) konstruktor tworzy krawedz asas,
gdzie a5 jest wolnym wierzchotkiem.

Jesli malarz pokoloruje agas na czerwono, to otrzymujemy pokolorowany
graf, ktory zostal rozpatrzony w podrozdziale [10.1.5 Zatem, dalej zaktada-
my, ze aszas jest niebieskie. W nastepnej rundzie konstruktor tworzy ajas.
Jesli malarz pokoloruje ajas na czerwono, konstruktor forsownie wymusza
niebieska krawedz asas. Po skurczeniu niebieskiej $ciezki P = ajasasag otrzy-

mujemy br-Sciezke ajasaz. Argumentacje ilustrujemy na rysunku 22

o4



as as
D—O—Ld D—A *—e ®
ay G2 a4z a4 _, @ az a3z a4 N

a as (2]

Rysunek 22: G jest brr-Sciezka, asas jest niebieska, agas jest czerwona. For-
sowne wymuszenie niebieskiej krawedzi i skurczenie Sciezki P.

Stosujac zatozenie indukcyjne, stwierdzamy, ze w tym przypadku kon-
struktor wygrywa gre RR(Cy, P, G).

Pozostaje nam przypadek, gdy w drugiej rundzie RR(Cy, P,, G) malarz
pokoloruje asas na niebiesko. Po skurczeniu Sciezki azasa, otrzymujemy drb-
multisciezke. Ponownie stosujac lemat [0.3]1 zalozenie indukeyjne, otrzymu-

jemy, ze konstruktor ma strategie wygrywajaca w RR(Cy, P,, G).

as as
o—o—[_o .—._B e o— o
ap a2 a3 a4 ., @ a2 a3 a4 BN

Qg a3 a2 a1

Rysunek 23: G jest brr-sciezka, asas i asas sa niebieskie. Skurczenie Sciezki

P.

10.2.4 G jest drb-Sciezka
Oznaczmy wierzcholtki $ciezki drb-multisciezki G jak na rysunku [24]

Q.—.—.
ai ag a3 Qg

Rysunek 24: drb-Sciezka

W pierwszej rundzie gry RR(Cy, P,,, G) konstruktor tworzy krawedz aay,
dla wolnego wierzchotka ay. Zatdézmy, ze malarz pomaluje krawedz a;ag na

czerwono. Wtedy uzyskujemy plansze przedstawiong jako pierwszy multigraf
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na rysunku 25l W nastepnej rundzie konstruktor forsownie wymusza niebie-
ska krawedz agas. Po skurczeniu niebieskiej $ciezki P = agazas uzyskujemy
drb-$ciezke o koticach as, ay (patrz rysunek [25).

PY P Y o Py m Py P ——— o Py

Qo aq a2 as Gy

—

Rysunek 25: G jest drb-$ciezka; ajaqg jest czerwone. Forsowne wymuszenie
niebieskiej krawedzi i skurczenie $ciezki P.

Drugi scenariusz, gdy malarz pomaluje krawedZ ajag na niebiesko, jest
jeszcze prostszy: po skurczeniu niebieskiej Sciezki P = agajas do niebieskiej

krawedzi a;a3, stosujemy zalozenie indukcyjne i lemat [9.3]

10.2.5 G jest drr-$ciezka

Niech G bedzie drr-§ciezka przedstawionym na rysunku [26]

a T~a & &
ai ag a3 Qg

Rysunek 26: drr-sciezka

W pierwszej rundzie gry RR(Cy, P,,, G) konstruktor tworzy krawedz a,as,
dla wolnego wierzchotka as. Zatdézmy, ze malarz pomaluje krawedz asas na
czerwono. Wtedy uzyskujemy plansze przedstawiong jako pierwszy multi-
graf na rysunku W kolejnych dwéch rundach konstruktor forsownie wy-
musza niebieskie krawedzie asas i ajay. Po skurczeniu niebieskiej $ciezki

P = azasa;as uzyskujemy dr-$ciezke o koticach as, az (patrz rysunek [27).

— o o o —e— o
ai az az aq as ai a ag Qs as a4 a3

Rysunek 27: G jest drr-$ciezka; asas jest czerwone. Forsowne wymuszenie
niebieskich krawedzi i skurczenie sciezki P.
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W drugim scenariuszu, gdy malarz pomaluje krawedz asas na niebiesko,
konstruktor forsownie wymusza niebieska krawedz ayay. Po skurczeniu nie-
bieskiej Sciezki agsajasas uzyskujemy br-sciezke asasas (patrz rysunek .

W obu scenariuszach stosujemy zalozenie indukcyjne i lemat [9.3]

Rysunek 28: G jest drr-Sciezka; aqas jest niebieskie. Forsowne wymuszenie
niebieskiej krawedzi i skurczenie Sciezki P.

10.2.6 G jest dr-Sciezka

Zweryfikowalismy w dwoch poprzednich podrozdziatach, ze konstruktor wy-
grywa zaczynajac od drr- lub drb-$ciezki, a zatem konstruktor wygrywa réw-

niez zaczynajac od dr-$ciezki.

10.2.7 G jest d-$ciezka

Niech a1, as bedg konicami d-$ciezki G. W pierwszej rundzie gry RR(Cy, P,,, G)
konstruktor tworzy krawedz asas, dla wolnego wierzchotka as. Jesli malarz
pomaluje ja na czerwono, uzyskujemy multigraf rozwazany w poprzednim
podrozdziale. Jesli malarz pomaluje jg na niebiesko, to po skurczeniu niebie-
skiej Sciezki ajasas do niebieskiej krawedzi aqas stosujemy zatozenie induk-
cyjne i lemat [9.3]

11 Algorytm wyznaczajacy RR(Cy, P,, H) dla
n < 13

Rozwazamy nieco zmodyfikowana wersje gry RR(Cy, P,, H) wprowadzonej w
rozdziale 9] ktéra bedzie oznaczona jako RRC(Cy, P, H, v, €), gdzie v, e € N.
Poczatkowa plansza gry jest multigraf H. Dodatkowe zasady sa nastepujace:
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(1) Konstruktor wygrywa w grze RRC(Cy, P,, H, v, ¢e), jesli po maksymal-
nie e — |E(H)| rundach na planszy znajduje sie czerwony C lub nie-

bieska P,, w przeciwnym razie przegrywa.
(2) Po kazdej rundzie plansza ma co najwyzej v wierzchotkow.
(3) Po kazdej rundzie plansza jest spdjna.

(4) W kazdej rundzie konstruktor tworzy taka krawedz x, ze multigraf in-
dukowany przez wszystkie niebieskie krawedzie i x zawiera $ciezke na

n wierzchotkach.

Bedziemy rowniez zapisywaé rc(Cy, P, H,v,e) = 1, jesli konstruktor ma
strategie wygrywajaca w grze RRC(Cy, P, H,v,e), i re(Cy, Py, H,v,e) = 0
w przeciwnym razie. Zasadnicza réznica miedzy RRC(Cy, P,,, H, 00, 2n — 2)
a RR(Cy, P,, H) polega na warunku spdjnosci. Warunek ten sprawia, ze
gra jest potencjalnie trudniejsza dla konstruktora. Ponadto, jesli v < v/, to
re(Gy,Ge, Hyv,e) < re(Gr, Gy, H V', e) (dodatkowe wierzchotki nie szkodza
konstruktorowi).

Nasz program, opisany ponizej, oblicza wartosci rc¢(Cy, P, H,n+1,2n —
2) dla n € 8,9,...,13 oraz kazdego H, ktéry jest jednym z pokolorowa-
nych multigrafow: graf pusty, b-Sciezka, br-sciezka, brr-§ciezka, brb-$ciezka, d-
multisciezka, dr-multisciezka, drr-multisciezka lub drb-multisciezka. W wyni-
ku obliczen otrzymali$my rc(Cy, P,, H,n+1,2n—2) = 1 w kazdym przypad-
ku. Dowodzi to lematu , poniewaz warunek rc(Cy, P,, Hn+1,2n—2) =1
implikuje réwniez strategie wygrywajaca konstruktora w grze RR(Cy, P, H).

Korzystajac z programu, obliczyliémy réwniez, ze re(Cy, Pr,0,8,13) = 1

i dowodzi to drugiej czesci twierdzenia [8.1)

11.1 Idea algorytmu

Gléwnym celem algorytmu jest znalezienie wygrywajacego ruchu konstruk-

tora w kazdej pozycji (planszy), wynikajacej z kazdej mozliwej strategii ma-
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larza. Analizujemy drzewo gry RRC(Cy, P,, H, v, €) za pomoca metody reku-
rencyjnej i prostej wersji standardowego przycinania alfa-beta. Ponizej przed-
stawiona jest idea algorytmu tworzacego te strategie.

Rozwazamy pozycje (plansze) H'. Tworzymy liste wszystkich mozliwych
ruchéw konstruktora, ktére nie naruszaja zasad (2), (3) i (4) gry i nie tworza
dodatkowych multikrawedzi.

Rozwazamy pierwszy ruch z tej listy, powiedzmy krawedz x i oba moz-
liwe pokolorowanie krawedzi x. Dla uzyskanego pokolorowanego multigra-
fu H' U x sprawdzamy, czy jest on izomorficzny z pozycja, ktora zostala
juz wezesniej rozwazona. Jesli tak, uzywamy znanej wartosci re(Cy, P,, H' U
x,v,e). W przeciwnym razie wywolujemy procedure rekurencyjna, aby zna-
lez¢ re(Cy, Py, H'Uz", v, €) oraz re(Cy, P,, H' Uz, v, €). Jedli obie te wartosci
sa rowne 1, to stwierdzamy, ze rc(Cy, P,, H' ,v,e) = 1 i koficzymy analize
pozycji H'. W przeciwnym razie rozwazamy nastepny ruch konstruktora na
liscie ruchéw z pozycji H' i kontynuujemy analize.

Algorytm koniczy sie, jesli na planszy pojawi si¢ czerwony Cy lub niebieski
P,, lub po e — e(H) rundach. Ocena koncowej pozycji H' jest oczywista:
ustawiamy rc(Cy, P,, H',v,e) = 1, jesli H' zawiera czerwony Cy lub niebieski
P,; w przeciwnym razie ustawiamy rc(Cy, P,, H' ,v,e) = 0.

Aby skroci¢ czas dzialania programu, tworzymy liste wszystkich mozli-
wych ruchéw konstruktora w pozycji H gry RRC(Cy, Py, H, v[t], e[t]) w taki

sposéb, ze jesli x jest ruchem wygrywajacym w pozycji H w grze
RRC(Cy, Pap—1y, H,v[t — 1], e[t — 1]),
to x znajduje sie na poczatku listy podczas analizy pozycji H' w
RRC(Cy, Pay, H, v[t], et])

(funkcje nlt], v[t], e[t] oznaczaja tu parametry t¢-tej analizowanej gry w pro-

gramie).
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W kodzie mamy v[t] = n[t] + 1 dla kazdego t. Innymi stowy, konstruktor
nigdy nie uzywa wiecej niz n + 1 wierzchotkéw w trakcie gry. Zauwazmy,
ze jest to minimalna liczba — jesli konstruktor moze uzywac tylko n wierz-
chotkéw, malarz moze uniknaé¢ zbudowania niebieskiego P, i czerwonego (Y,
wybierajac jeden wierzchotek u i kolorujac krawedz na czerwono, wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ma ona jeden z koncow w u.

Ponadto, gdy analizujemy ruchy konstruktora w danej pozycji, zaczynamy
od ruchéw bez izolowanych wierzchotkéw. Gdy analizujemy ruchy malarza,

zaczynamy od kolorowania krawedzi na czerwono, potem na niebiesko.

11.2 Weryfikacja

Dla kazdej pozycji poczatkowej, w ktorej konstruktor ma strategie wygrywa-
jaca, wywolywana jest funkcja printBook(blueG, redG). Generuje ona strate-
gie dla konstruktora, zapisuje ja do pliku i sprawdza jej poprawnos¢. Funkcja
ta rozwaza gre RRC(Cy, Puy, G, v[t], e[t]), gdzie G jest reprezentowany jako
graf z niebieskimi krawedziami blueGG oraz czerwonymi krawedziami redG.

Pseudokod tej funkcji jest podany ponizej.

1. Dla danej pozycji poczatkowej sktadajacej sie z blueG i redG, znajdz

wygrywajacy ruch uw dla konstruktora.
2. Rozwaz multigraf H bedacy suma blueG, redG oraz uw.

3. Jesli liczba (nieizolowanych) wierzchotkow w H jest wigksza niz v[t] lub

liczba krawedzi jest wieksza niz e[t], zgto$ blad.

4. Jesli krawedZ uw jest izolowana w H, a na planszy znajduja sie inne

krawedzie, zgto$ btad.

5. Zapisz pozycje (czyli blueG i redG) oraz ruch gwarantujacy zwyciestwo
uww do pliku.
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6. Jedli aktualnie analizowana pozycja jest izomorficzna z pozycja H' wy-

stepujaca juz w pliku, zapisz numer linii H’ i zakoncz.

7. Jesli blueG U uw nie tworzy Sciezki na nlt] wierzchotkach, wykonaj
printBook(blueG U uw, redG).

8. Jesli redG U uw nie zawiera cyklu 'y, wykonaj
printBook(blueG, redG U uw).

Punkt [6] nie jest konieczny, ale stuzy optymalizacji szybkosci dzialania
oraz zmniejszeniu rozmiaru plikow wyjsciowych. Nie istnieje jednak zna-
ny wielomianowy algorytm do sprawdzania izomorfizmu grafow. W zwigz-
ku z tym porzadkujemy wierzchotki multigraféw wedtug stopni niebieskich
i czerwonych, a nastepnie sprawdzamy, czy multigraf o tej samej macierzy sa-
siedztwa wystapil wezeéniej. W rezultacie moze sie zdarzy¢, ze algorytm nie
rozpozna, iz aktualnie analizowana pozycja byta juz wczesniej rozpatrywana.

Aby sprawdzi¢, czy graf GG jest Sciezka na n wierzchotkach, najpierw
sprawdzamy, czy zawiera n — 1 krawedzi, kazdy wierzchotek ma stopien co
najwyzej 2 oraz czy istnieje wierzchotek u o stopniu 1. Jedli tak, to sktado-
wa spojnosci grafu G zawierajaca wierzchotek u jest Sciezka, wiec wystarczy
sprawdzi¢, czy ma ona n — 1 wierzchotkéw.

Aby sprawdzié, czy G U uw zawiera cykl C, (zaktadajac, ze G go nie
zawiera), wystarczy sprawdzi¢, czy ktérykolwiek z sasiadéw w ma wspdlnego
sgsiada z u w grafie G.

Dodatkowa weryfikacja zostata zaimplementowana w jezyku Python, gdzie
funkcja validateStrategy pelni podobna role jak printBook. Gtéwna roz-
nica polega na tym, ze validateStrategy uzywa wyjscia printBook jako
swojego wejscia. Ponadto wersja w Pythonie wykorzystuje kilka algorytmoéw
z pakietu networkx, takich jak sprawdzanie izomorfizmu graféw czy czy graf
jest drzewem (co wykorzystywane jest do sprawdzania, czy graf jest $ciez-
ka P,).
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11.3 Informacje techniczne

Zaimplementowaliémy powyzszy algorytm w jezyku C++ — kod programu
znajduje si¢ w dodatku [A] Program zostal skompilowany za pomoca kompi-
latora GCC w wersji 12.2.0 z flaga optymalizacji -02. Uruchomilismy go na
laptopie wyposazonym w procesor AMD Ryzen 5 5500U (6 rdzeni, 12 wat-
kéw, 2.10-4.00 GHz, 11 MB cache), 20 GB pamieci RAM (DDR4, 3200 MHz)
oraz system operacyjny Linux Mint 20.3. Program przeanalizowatl wszystkie
gry wymienione w lemacie (oraz kilka innych) w czasie okoto 12 minut
(717 sekund) i wykorzystat 9.27 GB pamieci operacyjnej.

W repozytorium https://github.com/urojony/c4pn/tree/main umie-
SciliSmy osobny program weryfikujacy, napisany w jezyku Python. Zostat on
uruchomiony na tym samym komputerze z wykorzystaniem Pythona w wersji
3.8.10, biblioteki numpy w wersji 1.21.5 oraz networkx w wersji 3.1. Program
potwierdzit poprawno$¢ wynikéw w czasie okoto 6 minut (373 sekundy) i zu-
zyt 187 MB pamieci RAM.

12 Dowdd twierdzenia [8.1]

Pierwsza czes¢ twierdzenia gtdéwnego wynika z faktu, ze konstruktor ma stra-
tegie wygrywajaca w grze RR(Cy, P,), co stwierdzono w twierdzeniu[9.1] Dru-
ga czes¢ twierdzenia wynika z obliczenia rc(Cy, Pr,0),8,13) = 1, o ktérym
mowa w rozdziale . Oznacza ono, ze konstruktor w grze R(Cj, P;) moze
wymusi¢ utworzenie czerwonego Cy lub niebieskiej $ciezki P; w czasie nie

dtuzszym niz 13 rund.
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13 Uwagi konncowe

Twierdzenia[8.1]i[4.1)implikuja, ze wartosci 7(Cy, P,) = 2n+ O(1) sa istotnie

mniejsze niz
F(Cops1, Pn) = on+(n—1) —2p+ 1~ 2,6n— 3,2

dla dowolnie ustalonego k. Nie jest zaskoczeniem, ze tatwiej jest uniknaé
nieparzystego cyklu niz parzystego i podejrzewamy, ze kazda gra R(Chy, P,)
jest tatwiejsza dla konstruktora niz, na przyklad, gra R(Cs, P,). W pracy [3]
postawilismy hipoteze, ze liczby 7(Co, P,) niewiele réznia sie od 7(Cy, P,).

Doktadniej brzmiata ona tak:
Hipoteza 13.1. Dia kazdego ustalonego k > 3 zachodzi: 7(Co, P,) = 2n +
o(n).

W pracy [4] wykazaliSmy prawdziwosé tej hipotezy i pokazalismy ponizsze

cztery ograniczenia goérne dla 7#(Cy, P,) oraz 7(Cy, Cy,).
Twierdzenie 13.2. 7(C, C,,) < 2n+ 20k dla n > 3k oraz parzystych k > 4.

Twierdzenie 13.3. 7#(Cy, C,,) < 3n + logyn + 60k dla n > 12k oraz niepa-
rzystych k > 3.

Twierdzenie 13.4. 7(Cy, P,) < 2n + 11k dla wszystkich n oraz parzystych
k> 4.

Twierdzenie 13.5. 7#(Cy, P,) < 3n+60k dla wszystkich n oraz nieparzystych
k> 3.

Strategia konstruktora w dowodzie twierdzenia ma dos¢ zaskakuja-
cg wlasnos¢ — kazda krawedz, ktorg malarz pokoloruje na niebiesko, staje
sie ostatecznie krawedzig niebieskiej $ciezki P,. Zastanawiamy sie, czy jest
to cecha charakterystyczna dla par (Cy, P,), czy tez moze wystepowaé row-
niez w przypadku innych par (Co, P,). Ponizej stawiamy pytanie dotyczace
strategii tego typu w przypadku (Cs, P,).
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Pytanie 13.6. [3] Rozwazmy gre R(Cs, P,) dla dostatecznie duzego n. Za-
tozmy, ze malarz nigdy nie tworzy czerwonego Cy. Czy istnieje strategia wy-
grywajgca dla konstruktora, taka zZe liczba niebieskich krawedzi na koncu gry

wynosi doktadnie n — 17
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A Kod programu wyznaczajacego RRC(Cy, P,, H, v, e)

#include<vector>

#include<array>

#include<bitset>

#include<set>

#include<unordered_set>

#include <unordered_map>

#include<algorithm>

#include<cstdio>

#include<string>

#include <map>

using namespace std;

///Tmax - number of considered games

///T2max - number of considered starting positions in each game
constexpr int T_MAX=12,T2_MAX=9;

///Parameters of considered games - the T-th game

///is played on V[T] vertices, the goal for the builder is to build
///a red C4 or a blue path of length N[T] in E[T] moves.

///N should be sorted in nondescending order for faster performance
///For any T, V[TI>N[T] (otherwise Painter wins trivially or easy)
constexpr int V[]={4,5,6,7,8,8,9,10,11,12,13,14},
E[]1={6,8,9,11,13,12,14,16,18,20,22,24},
N[]={3,4,5,6,7,7,8,9,10,11,12,13};

///Vmax has to be the biggest number in V[O0],V[1],...,V[Vmax-1]
///1f it’s not V[Tmax-1], change manually

constexpr int V_MAX=V[T_MAX-1],V_MAX_SQ=V_MAX*V_MAX;

int T=0;

///will be treated as Vmax*Vmax matrix (usually representing a graph)
typedef bitset<V_MAX_SQ> matrix;

///1list of starting positions: j-th position is stored in RED_EDGES[j]
///and BLUE_EDGES[j], each edge is stored as two consecutive numbers
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///so e.g. {0,1,2,3} means two edges: 0-1 and 2-3;
///if a position is not possible in a given game, it will be ignored
///for example if V[0]=4 (so the set of vertices={0,1,2,3}) then all
///positions in the 0O-th game which contains a vertex 4 will be ignored
char NAMES[T2_MAX][20]=
{"empty","b-path","br-path","brr-path","brb-path",
"d-multipath","dr-multipath","drr-multipath","drb-multipath"};
const vector<int> RED_EDGES[]
{{}.,4{}, {1,2},{1,2,2,3},{1,2%},
{0,1},{0,1,1,2}%,{0,1,1,2,2,3},{0,1,1,2}},
BLUE_EDGES []
{{},{0,1},{0,1},{0,1}, {0,1,2,3},
{0,1},{0,1%}, {0,1}, {0,1,2,3}};

#define ST first
#define ND second

///map of all analysed positions with builder to move
///key=position
///value=0 if builder has no winning move or (v1<<8)+v2
///if (v1,v2) is winning
unordered_map<matrix,int> ANAL_POS[T_MAX];
matrix strictlyLowerTriangularMask () {
matrix low;
for(int i=1;i<V_MAX;++1i)
for (int j=0;j<i;++j)
low [i*V_MAX+jl=1;
return low;
}
const matrix LOWER_MASK=strictlylowerTriangularMask ();
matrix strictlyUpperTriangularMask (){

matrix upp;
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for(int i=0;i<V_MAX;++1i)
for(int j=i+1;j<V_MAX;++j)
upp [i*V_MAX+j]=1;
return upp;
}
const matrix UPPER_MASK=strictlyUpperTriangularMask();
const array<matrix,V_MAX> verticesMasks (){
///masks for each row of a matrix
array<matrix , V_MAX> ver;
int i=0;
for(i=0;i<V_MAX;++1i)
ver [0][i]=1;
for(i=1;i<V_MAX;++1i)
ver[i]l=ver [1-1] <<V_MAX;
return ver;
}
const array<matrix,V_MAX> ROW_MASKS=verticesMasks ();
int degree(matrix& graph,int v){
return (graph&ROW_MASKS[v]).count ();
}
struct Graph{
matrix m; ///adjacency matrix
int e=0; ///number of edges
void addEdge (int v1l,int v2){
m[vi*V_MAX+v2]=m[v2*xV_MAX+vi]=1;
++e;
}
void removeEdge (int v1,int v2){
m[vi*xV_MAX+v2]=m[v2*xV_MAX+v1]=0;
-—e;
}
void clear (){
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m.reset ();
e=0;
}
int degree(int v){

return ::degree(m,v);

};

void reorder (matrix &graph,int invOrder [1){
///reorders vertices in a graph - useful for decreasing
///the number of unique positions in the game
matrix res;
for(int i=graph._Find_first();i<V_MAX_SQ;i=graph._Find_next(i))
res[invOrder [1/V_MAX]*V_MAX+invOrder [i%V_MAX]]=1;
graph=res;
}
matrix sortAndMerge
(matrix blueG,matrix redG,int v,int invOrder[],pair<int,int> order []){
///sorts vertices of matrices by blue degree, then by red degree
///after that it merges two matrices into one
///it sends back the merged matrix and the order of sorting
int 1i;
for(i=0;i<v;++1)
order[i]l={-degree(blueG,i)*4194304-degree(redG,i)*65536,1i};
sort (order ,order+v) ;
for (i=0;i<v;++1i)
invOrder [order [i].ND]=1i;
reorder (blueG, invOrder);
reorder (redG, invOrder);
return (blueG&LOWER_MASK) | (redG&UPPER_MASK);
}
bool isPnPath(matrix graph){
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///returns true iff graph is a P_N[T] path
//return 1;
///if V[T]==N[T]+1, it should always return 1 when invoked
if ((int)graph.count () !=2%N[T]-2)
///check if number of edges equals N[T]-1
return O;
int i,j,k,leaf=-1,1en=0;
///find a leaf and check if all degrees are <=2
for (i=0;i<VI[T];++1i)
if (degree (graph,i)==1)
leaf=1i;
else if (degree(graph,i)>2)
return O;
if (leaf==-1)
return O;
for(j=leaf;;){ ///start from the leaf, walk and burn edges
k=graph._Find_next (j*V_MAX-1)-j*V_MAX;
if (k>=V_MAX)
break;
graph [j*V_MAX+k]=graph [k*xV_MAX+j]=0;
++1len;
j=k;
}
return len+1==N[T];
}
bool hasC4 (Graph& graph,int i,int j){
///checks if graph has a C4 cycle which contains i-j edge
if (graph.e<4)
return O;
auto graph2=graph.m&ROW_MASKS[i];
///macro for iterating a bitset over interval [beg,end)

#define FOR_BS(i,bset,beg,end)\
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for(int i=(bset)._Find_next ((beg)-1);i<end;i=(bset)._Find_next (i))
///for any j’s neighbour x, different from i, check if x and i
///have more than one common neighbour;
///in this implementation, k=x+j*V_MAX
FOR_BS (k,graph.m, j*V_MAX, j*V_MAX+i){
if (((graph2>>((i-k+j*V_MAX)*V_MAX))&graph.m).count ()>1)
return 1;
}
FOR_BS (k,graph.m, j*V_MAX+i+1, j*V_MAX+V_MAX){
if (((graph2<<((k-j*V_MAX-i)*V_MAX))&graph.m).count ()>1)
return 1;
}

return O;

bool hasOnlyPaths (matrix graph,int vi1,int v2){

///assuming graph contains only disjoint paths, check if

///the edge v1-v2 doesn’t destroy this property

int j,k;
const int dl=degree(graph,vl),d2=degree(graph,v2);
if (d1>1 || d2>1)
return O;
if (d1==0 || d2==0){
return 1;
}
for(j=vi;;){
///find the other end of the path starting with vil
k=graph._Find_next (j*V_MAX-1)-j*V_MAX;
if (k>=V_MAX)
break;
graph [j*V_MAX+k]=graph [k*xV_MAX+j]1=0;
j=k;
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return j!=v2;
}
int NUM_OF_UNIQ_POS=0,NUM_OF_ALL_PO0S=0;
bool colour (Graph blueG,Graph redG,int v,int i,int j);
bool construct (Graph blueG,Graph redG,int v){
///returns 1 iff builder has a winning move
if (blueG.e>=N[T] || redG.e>E[T]-N[T]+1)
return O;
int invOrder [v+3];
pair<int,int> order [v+3];
auto position=sortAndMerge(blueG.m,redG.m,v,inv0rder ,order);
++NUM_OF_ALL_POS;
if (ANAL_POS[T].count(position)) ///if isomorphic position was reached
return ANAL_POS[T][position]; ///return the result
++NUM_OF_UNIQ_POS;
if ((NUM_OF_UNIQ_PO0S&((1<<23)-1))==0)
printf ("Unique positions analysedso,far:%d\n",NUM_OF_UNIQ_POS);
if (blueG.e+redG.e==E[T])
return O;
order [v] .ND=v;
order [v+1] .ND=v+1;
matrix allEdges=blueG.m|redG.m; ///union of blue and red graphs
if (T>0 && ANAL_POS[T-1].count(position) && ANAL_POS[T-1][position]){
///checks if in the previous game this position was reached
int moove=ANAL_POS[T-1][position];
int vli=order [moove>>8] .ND,v2=order [moove&255] .ND;
if (colour (blueG,redG,max ({v,vi+1,v2+13}),v1,v2)){
///try to play the same move
ANAL_POS[T] [position]=moove;
return 1;
}

else

73



allEdges [v1*V_MAX+v2]=allEdges [v2*V_MAX+v1i]=1;
}
///try moves with vertices that already have edges
for(int i=v-1;i>=0;--1i)
if (blueG.degree (i) <=1)
for (int j=v-1;j>i;--3)
if (1allEdges [i*V_MAX+j] && blueG.degree(j)<=1){
if (colour (blueG,redG,v,i,j)){
ANAL_POS[T][position]=(invOrder [i]<<8)+inv0Order [j];
return 1;
}
else
allEdges [i*V_MAX+jl=allEdges [j*xV_MAX+i]=1;
}
///try moves with an unused vertice
if (v<VI[T])
for(int i=0;i<v;++i){
if (blueG.degree(i)<=1&& !allEdges [i*V_MAX+v]
&& colour (blueG,redG,v+1,i,v)){
ANAL_POS[T][position]=(inv0rder [i]<<8)+v;

return 1;

}
///the first move has two unused vertices
if (v==0 && colour (blueG,redG,v+2,v,v+1)){
ANAL_POS[T] [position]=(v<<8)+v+1;
return 1;
}
///if no move is winning for Builder, mark
///this position as losing for him
ANAL_POS[T] [position]=0;

return O;
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}
void print(const matrix& mergedG,int moove){
printf ("r: ");
int i,j;
for(i=0;i<V_MAX;++1i)
for (j=i+1;j<V_MAX;++j)
if (mergedG [i*V_MAX+j1)
printf ("%X%XL",1,3);
printf ("b:y");
for(i=1;i<V_MAX;++i)
for(j=0;j<i;++j)
if (mergedG [i*V_MAX+j]1)
printf ("%X%X,",1,3);
printf ("m:,%X%X\n" ,moove>>8,moove&255) ;
}
void print(const matrix& blueG,const matrix& redG,
int moove,FILE *fp,bool newline=1){
fprintf (fp,"r:,");
int 1i,j;
for(i=0;i<V_MAX ;++1i)
for(j=i+1; j<V_MAX;++j)
if (redG[i*V_MAX+3])
fprintf (fp,"%hX%XL",1,3);
fprintf (fp,"b:,");
for(i=0;i<V_MAX;++1i)
for (j=i+1; j<V_MAX;++j)
if (blueG[i*V_MAX+j])
fprintf (fp, "%X%Xu",1i,3);
fprintf (fp,"m: %X%X" ,moove >>8,moove &255) ;
if (newline)

fprintf (fp,"\n");
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bool colour (Graph blueG,Graph redG,int v,int i,int j){
///returns 0 iff painter has a winning move
if ('hasOnlyPaths (blueG.m,1i,j))
return O;
blueG.addEdge (i, j);
bool isVertexWithoutBlueEdges=0;
for (int i=V[T]-1;i>=0;--1)
if (blueG.degree (i)==0){
isVertexWithoutBlueEdges=1;
break;
}
if (!isVertexWithoutBlueEdges) ///if all vertices have blue edges,
return 0; ///then at least one edge will be wasted
///paint i-j red and check who’s winning
blueG.removeEdge (i,]j);
redG.addEdge (i, j);
if ('hasC4(redG,i,j) && !'construct(blueG,redG,v)){
return O;
}
///paint i-j blue and check who’s winning
redG.removeEdge (i, j);
blueG.addEdge (i, j);
if ((blueG.e+2<N[T] || !isPnPath(blueG.m))&& 'construct (blueG,redG,v)){
return O;
}
return 1;
}
unordered_map<matrix,int> BOOK_POS;
int LINE_NUMBER;
void printBook (Graph blueG,Graph redG,int v,int e,FILE *xfp){
///this function is only invoked when Builder

///has a winning strategy in RRC(C_4,P_N[T],H,V[T],E[T])
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///where H is represented by blueG and redG;
///it boths verifies a strategy for Builder and
///prints it to a file;
///however, it is only verified whether r_H(C_4,P_N[T])<=E[T],
///so for example connectivity condition is not checked here
int invOrder [v+3];
pair<int,int> order [v+3];
auto position=sortAndMerge (blueG.m,redG.m,v,inv0rder ,order);
order [v] .ND=v;
order [v+1] . ND=v+1;
if (! ANAL_POS[T].count(position)){
///this if statement is for a case, when the function
///can’t find a given position among analysed positions;
///it doesn’t mean it wasn’t analysed, but rather
///the isomorphic position was reached
///and now this function can’t find it
construct (blueG,redG,v);
}
int u,w,moove;
moove=ANAL_POS[T] [position];
if (moove==0){
///if ANAL_POS database says that this position is losing or
///maximum number of moves has been reached
printf("Can’t,find winning,strategy,for Builder\n");
exit (2137); ///this shouldn’t happen
}
u=moove/256;
w=moove %256 ;
u=order [u] .ND;
w=order [w] .ND;
///at this point move u-w is chosen for Builder

if (max(u,w)>v && v>0){
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///if new edge is isolated and it’s not first
printf ("Connectivity ,condition failed\n");
exit (420);
}
if (e>=E[T]){
printf ("Maximum_ ,number of moves has been reached\n");
exit (57);
}
if (max (u,w)>=V[T]){

printf ("Too_ many_ vertices are used_ in the_ game\n");

exit (42);
}
if (u==w){
printf ("Loops ,are not allowed\n");
exit (934);
}
if (u<o || w<0){
printf ("Invalid vertices\n");
exit (OXxEEEEEE);
}

for (int h=0;h<e;++h)
fprintf (fp,"u");
print (blueG.m,redG.m,u*x256+w,fp,0);
if (BOOK_POS.count (position)){
///if the isomorphic position was reached in this file
///print the line number and
///stop going down the decision tree
fprintf (fp,"ul:,%d\n" ,BO0K_POS [position]);
++LINE_NUMBER;
return;
}
elseq
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fprintf (fp,"\n");

BOOK_POS[position]=++LINE_NUMBER;
}
///analyze the decsion subtree where Painter colours the edge blue
blueG.addEdge(u,w);
if (!isPnPath(blueG.m))

printBook (blueG,redG ,max ({v,u+l,w+1}) ,e+1,£fp);
blueG.removeEdge (u,w);
///analyze the decision subtree where Painter colours the edge red
redG.addEdge (u,w) ;
if (thasC4(redG,u,w))

printBook (blueG,redG,max ({v,u+l,w+1}) ,e+1,fp);

int fillGraph (Graph& blueG,Graph& redG,const int t2){

///puts t2-th starting position into blueG and redG

}

blueG.clear ();
redG.clear ();
for(int i=1;i<(int)BLUE_EDGES[t2].size();i+=2)
blueG.addEdge (BLUE_EDGES [t2] [i],BLUE_EDGES [t2][i-11);
for(int i=1;i<(int)RED_EDGES[t2].size();i+=2)
redG.addEdge (RED_EDGES [t2] [i] ,RED_EDGES [t2][i-1]1);
int mxVertexIndex=-1;
for(int i:BLUE_EDGES[t2])
mxVertexIndex=max (i,mxVertexIndex);
for (int i:RED_EDGES[t2])
mxVertexIndex=max (i,mxVertexIndex);

return mxVertexIndex;

int main(){

Graph blueG,redG;
FILE x*xfp;
for(T=0;T<T_MAX;++T){
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BOOK_PO0S.clear ();
LINE_NUMBER=0;
char filename [100];
sprintf (filename,"C4PJd_in_%d_moves_%d_verts.txt",
N[T],ELT],VIT]);
fp=fopen(filename ,"w"
for(int t2=0;t2<T2_MAX;++t2){
///iterates through every of the 9 starting positions
int mxVertexIndex=fillGraph(blueG,redG,t2);
if (mxVertexIndex>=V[T])
continue;
int result=construct(blueG,redG,mxVertexIndex+1);
fprintf (fp,"rc(C4,P%d,%s,%d,%kd)=%d\n",
N[T],NAMES[t2],V[T],E[T],result);
printf ("rc(C4,P%d,%s,%d,%d)=%d\n",
N[T],NAMES[t2],V[T],E[T],result);
printf ("unique/total positions analysed:_ ");
printf ("%d,%d\n" ,NUM_OF_UNIQ_POS,NUM_OF_ALL_PO0S);
++LINE_NUMBER;
if (result)
printBook (blueG,redG,mxVertexIndex+1,
BLUE_EDGES [t2] .size () /2+RED_EDGES [t2].size ()/2,£fp);
}
fclose (fp);
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