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4 Omoéwienie osiggniecia, o ktérym mowa w art. 219 ust. 1 pkt.
2 Ustawy

4.1 Tytul cyklu prac stanowigcych w.w. osiagniecie:

Maksymalna reqularnosé liniowych rownan ewolucyjnych w przestrzeniach Banacha
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4.3 Wstep

W niniejszym podrozdziale opiszemy cele warsztatowe i koncepcyjne ww. osiggniecia. Opis
ten zostanie poprzedzony oméwieniem, w formie matematycznego eseju, problematyki teorii
LP-maksymalnej regularnosci, bedacej gtéwna motywacja przeprowadzonych badan. Ponadto,
wskazemy klasyczne teorie zwigzane z tg problematyka, dla ktérych wyniki osiggniecia stanowia
istotny wktad. Odnosniki do Zrédel, na podstawie ktorych opracowany jest wstep, zredukowane
zostang do minimum.

4.3.1 Omoéwienie celu naukowego ww. osiggniecia

Gléwnym celem cyklu prac [K1-K6] stanowiacych osiagniecie bylo wypracowanie metod i na-
rzedzi do badania zagadnien wywodzacych sie bezposrednio z problematyki teorii regularnosci
abstrakcyjnych réwnan ewolucyjnych w przestrzeniach Banacha. W niniejszym paragrafie, dla
przejrzystoéci prezentacji, ograniczymy opis tych zagadnien jedynie do abstrakcyjnego problemu
Cauchy’ego pierwszego rzedu postaci:

(4PC) {u—i—Au—f w Ry,

u(0) = =z,

gdzie A oznacza domkniety operator liniowy na przestrzeni Banacha X, x € X oraz Ry :=
[0, +00). Na poziomie terminologicznym ponizsze rozwazania przenosza sie¢ w sposéb analogicz-
ny na przypadek probleméw Cauchy’ego drugiego i utamkowego rzedu. Zwréémy uwage, ze to



specyfika probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu miata gtéwny wplyw na forme twierdzen po-
mocniczych, ktére stanowig wspdlny mianownik dla réznych typéw abstrakcyjnych probleméw
ewolucyjnych.

Przypomnijmy, ze o operatorze A badZ o zagadnieniu (APC) moéwimy, ze posiada LP-
maksymang reqularnosé dla stanu poczgtkowego = € X, jesli dla kazdej funkcji f € LT (Ry; X)
istnieje funkcja wu, nalezaca do przestrzeni Sobolewa Wlicl (R4; X), taka ze @, Au € L} (Ry; X)
oraz u spelnia (APC). Innymi stowy, wymagamy, ze jezeli funkcja f po prawej stronie réwnania
@+ Au = f nalezy do przestrzeni L} (R;;X), to wowczas istnieje takie jego rozwiazanie u
spelniajace warunek poczatkowy u(0) = x, dla ktérego sktadniki wystepujace po lewej stronie
réwniez nalezg do przestrzeni LY (Ry;X), a wiec kazdy z nich ma taka sama (maksymalng)
regularnosé jak funkcja f.

W przypadku, gdy z = 0, méwimy, ze operator A ma LP-maksymalng reqularnosé, a wiec nie
wskazujemy wprost, ze odpowiada to zerowej wartosci poczatkowej. Wtasnosé¢ LP-maksymalnej
regularnosci problemu (APC) jest klasycznym przedmiotem badan teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych o dlugiej historii (zob. np. [102] oraz [97]). Jej wazno$é wynika gldéwnie z tego, ze
odgrywa ona istotna role w linearyzacji probleméw nieliniowych stowarzyszonych z operatorem
A (zob. [97]). Ponizej, w paragrafie 4.5.1, podamy wiecej informacji dotyczacych rozwoju teorii
LP-maksymalnej regularnoéci.

Wspomniana powyzej problematyka teorii regularnodci abstrakcyjnych réwnan liniowych,
w odniesieniu do problemu (APC), dotyczy nastepujacych zagadnien:

(a) znalezienia warunkéw wystarczajacych na to, aby dany operator A posiadal LP-maksymalna
regularnosé,

(b) badania ekstrapolacji tej wlasnosci, to znaczy opisu przestrzeni funkcyjnych @, takich ze LP-
maksymalna regularno$é¢ implikuje automatycznie ®-maksymalng regularno$é (definiowana
podobnie jak w przypadku ® = LP). Ponadto, charakteryzacji przestrzeni Xg standéw
poczatkowych x € X, takich, ze jesli operator A ma ®-maksymalng regularnoé¢, to ma on
®-maksymalna regularnosé dla kazdego stanu = € Xg.

Tematyka badawcza prac [K1-K3] écisle odpowiada zagadnieniu (b), natomiast tematyka prac
[K4-K6] wpisuje sie w kierunki badan, ktére wywodza sie z zagadnienia (a). Skrécony opis glow-
nych wynikéw poszczegdlnych prac stanowigcych osiagniecie jest przedstawiony w paragrafie
4.3.2. Poprzedzimy go omowieniem dwéch kierunkéw badan majacych Zrodto w zagadnieniach
(a) i (b). Wskazemy réwniez klasyczne teorie, z ktérych te kierunki badan zaadaptowaly na-
rzedzia 1 metody, a do ktérych wyniki prac [K1-K6] naleza i stanowia ich istotne rozszerzenie.
Z jednej strony pozwoli to wyjasni¢ motywacje i powiazanie tematyki badawczej prac [K1-K6]
z problematyka ujeta w (a) i (b). Z drugiej strony, ze wzgledu na dwutorowos$é otrzymanych
wynikéw, jest to w pewnym sensie zabieg konieczny, poniewaz stosowane metody i otrzymane
wyniki osiagniecia sa z pogranicza dwoch dziedzin: analizy harmonicznej i teorii abstrakcyjnych
réwnan ewolucyjnych.

Jak zostalo to wyjasnione ponizej (zob. paragraf 4.5.1), analiza formul przedstawiajacych
rozwiazania problemu (APC) wskazuje, ze kluczem do rozstrzygniecia zagadnien (a) i (b) sa
operatorowo-wartosciowe odpowiedniki pewnych klasycznych wynikéw skalarnej analizy har-
monicznej. Mianowicie, w kontekscie zagadnienia (a), formuly te wskazuja potrzebe i zasadno$é
utworzenia wektorowych wariantéw klasycznych wynikéw z teorii mnoznikow Fouriera dla mnoz-
nikéw z symbolami bedacymi funkcjami o wartosciach w przestrzeni ograniczonych operatordéw
liniowych na X. Z kolei, w odniesieniu do zagadnienia (b), operatorowych odpowiednikéw wielu
klasycznych rezultatéw z teorii operatoréw catkowych, gtéwnie z teorii Calderéna-Zygmunda.



Jednakze, shusznosé¢ i forma takich operatorowych wariantéw wynikéw skalarnych zalezy istot-
nie od geometrii przestrzeni Banacha X. Powoduje to jednoczesnie, ze pomimo tego naturalnego
powiazania z dobrze rozwinietymi klasycznymi teoriami, badanie zagadnien (a) i (b) jest zlozone,
oparte na wspotdziatlaniu metod analizy harmonicznej, teorii operatoréw, geometrii przestrzeni
Banacha, teorii interpolacji, czy tez metod teorii abstrakcyjnych réwnan ewolucyjnych, gtéwnie
teorii pétgrup holomorficznych, teorii operatoréw sektorialnych, czy rachunkéw funkcyjnych. To
wspoldzialanie jest charakterystyczne dla cyklu prac [K1-K6].
Kierunki badan odpowiadajace zagadnieniom (a) i (b) dotycza:

(a’) mnoznikéw Fouriera i zagadnienn pokrewnych, m.in. oszacowan funkcji typu Littlewooda-
Paleya ([K4-K6)),

(b') operatoréw catkowych ([K1-K3]).

Klasyczne teorie powiazane z powyzszymi kierunkami badan, ktérych wyniki osiggnigcia
stanowig uzupelnienie to:

(¢) teoria mnoznikéw Fouriera ([K4,K5]), teoria Littlewooda-Paleya ([K5]), teoria probleméw
Cauchy’ego drugiego rzedu ([K6]), teoria operatoréw catkowych ([K1,K3]), teoria ekstra-
polacji Rubio de Francia ([K1,K3]), teoria interpolacji ([K2]), teoria regularnosci abstrak-
cyjnych réwnan ewolucyjnych ([K1,K3,K6]).

Z punktu widzenia analizy harmonicznej, uzyskane rezultaty w pracach [K1-K6] dotycza osza-
cowan klasycznych operator6w analizy harmonicznej, a dokladniej: operatora Hardy’ego (zob.
[K2, Sect. 4]), operatora funkcji maksymalnej Hardy’ego-Littlewooda ([K1, Sect. 3]), operato-
réw catkowych z jadrami spelniajacymi ostabione warunki Calderéna-Zygmunda ([K1, Sect. 4]),
funkcji typu Littlewooda-Paleya ([K5]), czy tez transformaty Cauchy’ego wzdluz pewnej krzywej
Carlesona ([K6, Sect. 5]). Tytul osiagniecia, biorac pod uwage te perspektywe, mozna przefor-
mulowaé nastepujaco: zastosowanie oszacowan klasycznych operatoréw analizy harmonicznej do
problematyki abstrakcyjnych rownan ewolucyjnych.

Wilasnie te oszacowania sa kluczowe w wielu dowodach wynikéw z prac [K1-K6]. Metody
przeprowadzonych badan oparte sa czeéciowo na subtelnych adaptacjach metod z analizy har-
monicznej (teorii mnoznikéw Fouriera (w [K4,K5]), teorii Calderéna-Zygmunda ([K1,K3]), teo-
rii ekstraplolacji Rubio de Francia ([K1,K3,K5])), teorii abstrakcyjnych probleméw Cauchy’ego
pierwszego i drugiego rzedu ([K1, K6]), czy tez z teorii interpolacji ([K2]).

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze to problematyka zwiazana z zagadnieniami (a) i (b)
wskazala potrzebe rozszerzenia klasycznych teorii ujetych w punkcie (¢), a nie na odwrét. Po-
nadto, niektére badania przeprowadzone w pracach [K1-K6] wskazaly po raz pierwszy, ze pewne,
na pozor abstrakcyjne, wyniki analizy harmonicznej czy teorii interpolacji, ktérych motywacja
powstania byta daleka od zastosowan do problematyki réwnan ewolucyjnych, takie zastosowania
w istocie posiadaja, czy nawet sa kluczowe do wyjaénienia pewnych zjawisk z nimi zwiazanych
(np. jednostronne operatory Hardy’ego-Littlewooda, klasy wag spelniajacych warunki Sawyera,
uogoélnione przestrzenie interpolacyjne). Oczywiscie nadaje im to tez wazno$é w obrebie swoich
macierzystych teorii. Kierunki badan wywodzace si¢ z problematyki (a) i (b) byly motywem
przewodnim kazdej pracy wchodzacej w skilad osiggniecia. Pomimo ze po pominieciu metod teo-
rii abstrakcyjnych probleméw Cauchy’ego wiekszo$¢ otrzymanych wynikoéw wpisuje sie w ramy
analizy harmonicznej, zgodnie z tym motywem przewodnim zostang one ponizej opisane.

Niniejszy wstep zakonczymy oméwieniem kierunkéw badan wywodzacych sie z zagadnien (a)
i (b), pokreslajac jednoczes$nie na tym tle poszczegélne cele badawcze osiagniecia.



Kierunek badan odpowiadajacy zagadnieniu (a). Temu kierunkowi badan odpowiada te-
matyka badawcza prac [K4-K6]. Dotyczy ona bezposrednio mnoznikéw Fouriera ([K4],[K5]) i za-
gadnien pokrewnych zwiazanych z réwnaniami Cauchy’ego drugiego rzedu ([K6]). Naszym celem
byto uzupelnienie pewnych klasycznych wynikéw o mnoznikach Fouriera, ktérych operatorowe
odpowiedniki maja bezposrednie zastosowanie do rownan ewolucyjnych w przestrzeniach Bana-
cha.

W ostatnim dwudziestoleciu istotnie wzrosto zainteresowanie problematyka bezposrednio
zwiazang z zagadnieniem (a)(w konsekwencji tez z (b)), gléwnie za sprawa przelomowego wyni-
ku Weisa charakteryzujacego LP-maksymalna regularno$¢ generatorow holomorficznych pétgrup
na przestrzeniach Banacha X z wlasnoscia UMD w terminach pojecia R-ograniczonoéci ([145]).1
Dowdd tego wyniku, pomijajac standardowe rozwazania z teorii pétgrup holomorficznych, na-
$laduje schemat dowodu klasycznego twierdzenia Miklina o mnoznikach Fouriera. Kluczowa ob-
serwacja poczyniona przez Weisa jest to, ze wladnie R-ograniczonos$é rodziny operatoréow stowa-
rzyszonych z dana funkcja mnoznikows (zamiast zwyklej normowej ograniczonoéci) prowadzi do
operatorowego odpowiednika wektorowych L?(I?)-oszacowan dla diadycznych obcieé¢ danej funk-
¢ji mnoznikowej. Byt to jedyny z trzech sktadnikow dowodu twierdzenia Miklina, ktory takiego
odpowiednika woéwczas nie posiadal (dwa pozostale wynikaja bezposrednio z twierdzenia Bour-
gaina o ograniczono$ci transformaty Hilberta na przestrzeniach Lebesgue’a-Bochnera LP(R; X)
i z rozktadu Littlewooda-Paleya takich przestrzeni). 2

To powiazanie LP-maksymalnej regularnosci z twierdzeniem mnoznikowym Miklina dla funk-
cji operatorowo-warto$ciowych jeszcze bardziej podkreslito zasadnosé tworzenia wektorowych
wariantéw klasycznych wynikéw z analizy harmonicznej. Oczywiscie, wiele takich wariantéw
zostalo utworzonych juz wczesniej dostarczajac podstawowe narzedzia geometrii przestrzeni Ba-
nacha, czy analizy stochastycznej w przestrzeniach Banacha, jednak bez wyraznych motywacji
pochodzacych z teorii rownan ewolucyjnych.

Obserwacja Weisa stata si¢ zrédtem inspiracji dla wielu matematykéw z réznych pokrewnych
dziedzin.? Ponadto dawata nadzieje, ze podobne techniki, oparte na wspétdziataniu metod geo-
metrii przestrzeni Banacha i analizy harmonicznej, doprowadza do rozstrzygniecia pokrewnych
probleméw z teorii réwnan ewolucyjnych (taka synergia zastosowana zostala istotnie w pracy
[K6] do badania zagadnien Cauchy’ego drugiego rzedu). Szybki rozwdj wielu idei majacych 7ré-
dlo we wspomnianej pracy Weisa ([145]) doprowadzit do wyodrebnienia si¢ analizy harmonicznej
funkcji wektorowych jako samodzielnej, obszernej dziedziny badawczej. Dwutomowa monografia
Hytonena, van Neervena, Veraara i Weisa [83] stanowi systematyczne opracowanie zaréwno kla-
sycznych wynikow analizy harmonicznej funkcji wektorowych, jak réwniez tych motywowanych
wynikiem Weisa.

W pierwszym etapie tych inspiracji, istotny nacisk potozony zostal na znalezienie wiernych
operatorowych odpowiednikéw zatozen klasycznych twierdzen o mnoznikach Fouriera i o operato-
rach catkowych (zob. np. prace [80, 81], jak réwniez [79], [82], do ktérych nawiazuja wyniki pracy
[K5] dotyczace rozkladéw typu Littlewooda-Paleya oraz ich wektorowe odpowiedniki otrzymane
w [2, 3]). Niejednokrotnie, otrzymane wyniki o mnoznikach Fouriera dla symboli o wartosciach
operatorowych okazaly sie nowe nawet w przypadku skalarnym (zob. np. [78], do ktérej nawia-
zuja wyniki pracy [K4]). Dos¢ szybko mechanizmy odpowiadajace za przeformulowanie wynikéw
skalarnych na przypadek funkcji o wartosciach operatorowych staly sie dobrze zrozumiane (w

'Pojecie R-ograniczonosci, po raz pierwszy zostato uzyte w kontekscie operatorowych mnoznikéw Fouriera
przez Bourgaina [20].

2Podkreslmy, ze warunki typu R-ograniczonoéci okazujg sie warunkami koniecznymi do tworzenia operatoro-
wych odpowiednikéw wielu wynikéow skalarnych, nie tylko zwigzanych z mnoznikami Fouriera.

3Praca ta wedlug bazy MathSciNet ma 400 cytowan (dane z dnia 30.08.2021).



pracach [K4,K5] koncentrujemy sie na modelowych wynikach dla funkcji skalarnych?).

Udato sie¢ rowniez powiazaé problematyke LP-maksymalnej regularnosci z innymi znacza-
cymi narzedziami, ktére rozwijaly sie niezaleznie, miedzy innymi, z takimi narzedziami jak
H®°-rachunek funkcyjny oraz uogdlnionymi funkcjami kwadratowymi dla operatoréw sektorial-
nych wprowadzonymi przez Mclntosha i jego wspétautoréw (zob. np. [114]), technikami dylata-
cyjnymi (zob. np. [59]), czy tez metoda Dore i Venni badania domknietosci sumy operatoréw
domknietych (zob. [44], [86], [97]). Pozwolilo to zbudowaé¢ pomost pomiedzy z pozoru odlegltymi
koncepcjami. Idee te wykorzystane sa istotnie w pracy [K6] dotyczacej problematyki réwnan
Cauchy’ego drugiego rzedu.

Kierunek badan odpowiadajacy zagadnieniu (b). Badania przeprowadzone w [K1-K3]
kontynuuja kierunek badan odpowiadajacy bezposrednio zagadnieniu (b). Celem ich bylo utwo-
rzenie jednolitej teorii wyjasniajacej zjawisko ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci réwnan
ewolucyjnych.

Zjawisko to w pewnym stopniu bylo juz znane w latach szesédziesiatych. Niezaleznie de Simon
[42] (w przypadku, gdy X jest przestrzenia Hilberta) oraz Sobolewskii [138] (w ogdlnym przy-
padku) pokazali, ze LP-maksymalna regularnosé¢ jest niezalezna od p € (1,00). To znaczy, jesli
operator A posiada LP-maksymalng regularno$é dla pewnego p, to posiada on L?-maksymalnag re-
gularnosé dla kazdego ¢ € (1, 00). Dowdd tego faktu zredukowali do teorii operatoréw catkowych
z operatorowo-wartosciowymi jadrami, a doktadniej do faktu, ze odpowiadajacy operator mak-
symalnej regularnosci spelnia stabe (1, 1)-oszacowania oraz L>°- BMO-oszacowania (zob. réwniez
Benedek, Calder6n, Panzone [13], Cannarsa i Vespri [24], czy Hieber [73]).

Nastepnie, Priiss i Simonett [125] pokazali, ze LP-maksymalna regularnosé¢ dla pewnego p im-
plikuje ®-maksymalng regularnos¢ dla @ := Lf, := LP(R, wg dt), gdzie p € (1,00), 8 € (0,p—1),
oraz wg jest waga dana wzorem wpg(t) := [t|%. Opisali oni réwniez odpowiadajaca przestrzen sta-
néw poczatkowych X;» ; (zob. punkt (b) powyzej). Rozszerzenie tego wyniku do wszystkich
wag potegowych w klasie Muckenhoupta A,(R), tzn. gdy § € (—1,p — 1), zostalo podane po-
zniej przez Haaka i Kunstmanna [65]. Algebraiczna struktura wag wg odgrywa w tych wynikach
istotna role (dowdd oparty jest na niezaleznosci od parametru p). Nastepnie, Auscher i Axels-
son [7] wykazali, ze wynik ten mozna rozszerzy¢ do wag potegowych, ktére nie naleza do klas
Muckenhoupta, mianowicie, gdy € (—oo,p — 1), zakladajac jednakze, ze X jest przestrzenia
Hilberta, p = 2 oraz operator A posiada ograniczony H*-rachunek funkcyjny.® Uzyte w tych
pracach argumenty sa oparte na szczegdlnej postaci wag potegowych. Podkreslmy, ze wartosé
8 = —1 odgrywa istotng role w nowym podejéciu zaproponowanym przez Auschera i Axelssona
do badania probleméw brzegowych z nieregularnymi warunkami brzegowymi (zob. [8]). Zaloze-
nie o ograniczono$ci H*°-rachunku funkcyjnego operatora A zostalo usuniete przez nich w [§]
(podali elementarny dowdd oparty na lemacie Schura). Proba wytlumaczenia zjawiska zauwa-
zonego przez Auschera i Axelssona w jezyku analizy harmonicznej zostala podjeta w [10, 9],
gdzie zostala wykazana w ogélnym przypadku jedynie ograniczonos$¢ operatora maksymalnej re-
gularno$ci na przestrzeniach namiotowych (ang. tent spaces). Ograniczonos¢ tego operatora jest
w tym przypadku wlasnoscia stabsza niz odpowiadajaca maksymalna regularno$é zagadnienia
(APC), ktéra wymaga dodatkowo aby dane zagadnienie byto dobrze postawione w sensie teorii
Co-potgrup.

W [27], Chill i Fiorenza powiazali problem ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci z roz-

4Utworzenie operatorowych odpowiednikéw wynikéw pracy [K4] nalezato juz wéwezas do kanonu standardo-
wych technik. Operatorowe warianty wynikéw z pracy [K5] zostaly utworzone w pracach [2, 3] i oparte sa na
pojeciu 12(1%)-ograniczonosci, ktére jest znacznie mocniejsze niz R-ograniczonosé.

SWagi potegowe wgs nie naleza do klasy wag rozwazanych przez Sawyera (zob. paragraf 4.4.2)



szerzeniem klasycznego twierdzenia Rubio de Francia zaproponowanym w [37]. Pokazali, ze LP-
maksymalna regularnosé¢ dla problemu Cauchy’ego pierwszego rzedu implikuje ®-maksymalna
regularno$é jesli ® = E,,, gdzie E jest przestrzenia symetryczna nad (R, dt) z nietrywialnymi
indeksami Boyda pg, gg oraz w € Ay, (R). Rozwazali oni analogiczne zagadnienie dla nieautono-
micznych probleméw Cauchy’ego. Prace [K1, K2] kontynuuja powyzszy kierunek badan.

Pojecie LP-maksymalnej regularnoéci dla zagadnien Cauchy’ego drugiego rzedu zostato wpro-
wadzone stosunkowo niedawno w [28] przez Chilla i Srivastave, gdzie rozwinigta zostala teoria
rownolegta do tej w przypadku probleméw Cauchy’ego pierwszego rzedu. Nalezy jednak podkre-
§li¢, ze ten przypadek w wielu miejscach rézni si¢ od swego pierwowzoru (zob. uwagi w paragrafie
4.5.3). W szczegblnosci, w kontekscie ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci tego zagadnie-
nia, nie udalo sie wykazaé, ze jadra stowarzyszonych operatoréw catkowych spetniajg odpowiedni
warunek wzrostu. W [29], korzystajac z twierdzenia Hormandera, Chill i Srivastava wykazali, ze
LP-maksymalna regularno$é¢ tych zagadnien jest niezalezna od p (wyniki te zostaly rozszerzone
w pracach [K1, K3|). Pojecie LP-maksymalnej regularnosci dla abstrakcyjnych réwnan Volterry
zostalo wprowadzone w [124] (zob. réwniez [149]). Jednakze, ekstrapolacja tej wlasnosci zostala
opisana dopiero w [K1].

4.3.2 Opis najwazniejszych wynikéw prac [K1]-[K6]

W niniejszym paragrafie wyszczegdlnione zostaly najwazniejsze wyniki prac stanowiacych osia-
gniecie. Paragraf ten mozna traktowaé jako drogowskaz do lektury pelniejszego opisu tych wy-
nikéw w dalszej czedci niniejszego autoreferatu. Podane odnos$niki do kolejnych podrozdziatéw
réwnoczesnie wskazuja organizacje omawianego ponizej materiatu.

[K1, K3] Z perspektywy analizy harmonicznej gtéwnym wynikiem pracy [K1], wpisujacym
sie w kierunek badan odpowiadajacy zagadnieniu (b), jest twierdzenie o ekstrapolacji pewnej
klasy operatoréw caltkowych (zob. twierdzenie 4.4.9). Twierdzenie to moze by¢ rozwazane jako
rozszerzenie klasycznego twierdzenia Boyda orzekajacego o ograniczonosci transformaty Hilberta
na przestrzeniach symetrycznych. Zatozenia o regularnosci jader w tym twierdzeniu sg asyme-
tryczne i istotnie stabsze od klasycznych warunkéw Calderéna-Zygmunda, co ma znaczenie dla
stosowalnosci tego wyniku. Forma tych zalozen byla motywowana zagadnieniem ekstrapolacji
LP-maksymalnej regularnoéci dla probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu i pytaniami postawiony-
mi w [107, 110]. Klasa dopuszczalnych wag w tym twierdzeniu, ktéra oznaczamy przez A, (R, ),
zawiera w sposob wlasciwy obciecia wag Muckenhoupta do przedziatu (0, 00), czy nawet ob-
cigcia wag spelniajacych jednostronny warunek Sawyera (klasy te przedstawione zostaly w pa-
ragrafie 4.4.2). Jest ona wystarczajaco duza, aby wyjasni¢ zjawiska zwiazane z ekstrapolacja
LP-maksymalnej regularnosci abstrakcyjnych réwnan ewolucyjnych (zob. podrozdzial 4.5).

Na drodze do tego wyniku w pracy [K1] otrzymane zostaly dla klas A; (R ) oraz jednostron-
nego operatora Hardy’ego-Littlewooda M~ odpowiedniki klasycznego twierdzenia Muckenhoup-
ta (zob. twierdzenie 4.4.1), nieréwnosci Feffermana-Steina (twierdzenie 4.4.5), nieréwnosci Co-
ifmana (twierdzenie 4.4.4), twierdzenia Lorenza-Shimogaki (twierdzenie 4.4.8), czy twierdzenia
ekstrapolacyjnego Rubio de Francia (zob. paragraf 4.4.5). W szczegdlnoéci, otrzymany wariant
nieréwnosci Coifmana dostarcza dodatkowo twierdzaca odpowiedZ na pytanie postawione przez
Lorente, Riveros oraz de la Torre w [107] o slusznosci nieréwnosci Coifmana dla operatoréw,
ktorych jadra spelniaja ostabione warunki Calderéna-Zygmuda (zob. paragraf 4.4.4).

Twierdzenie o ekstrapolacji operatoréw catkowych, twierdzenie 4.4.9, zostalo zastosowane
do rozstrzygniecia zagadnienia ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnoéci dla probleméw Cau-
chy’ego pierwszego rzedu (zob. twierdzenie 4.5.1 i 4.5.2), jak réwniez analogicznych zagadnien



dla probleméw Cauchy’ego durgiego rzedu (twierdzenie 4.5.8) i abstrakcyjnych réwnan Volterry
(twierdzenie 4.5.18). Opis tych wynikéw zostal przedstawiony odpowiednio w paragrafach 4.5.1,
4.5.3, oraz 4.5.5. Podkre$lmy, ze pomimo, ze te trzy typy zagadnien posiadaja wspélny mia-
nownik w postaci twierdzenia 4.4.9, weryfikacja zatozen tego twierdzenia w przypadku kazdego
z tych zagadnien wymaga réznych narzedzi i technik. W tych paragrafach podane zostaly row-
niez przyktady zagadnien pochodzacych z teorii réwnan rézniczkowych czastkowych ilustrujace
abstrakcyjne wyniki.

[K2] Wyniki pracy [K2] motywowane byly wynikami wezesniejszych prac [K1] i [K3], ktére
wskazaly potrzebe doktadniejszego zbadania powiazania teorii interpolacji z teorig regularnosci
rozwigzan probleméw Cauchy’ego w zaleznosci od warunkéw poczatkowych. Przestrzenie Xg
stanéw poczatkowych z € X, ktérym odpowiada ®-maksymalna regularnosé problemu (ACP)
(o ktérych mowa w (b)), naturalnie identyfikowane sa jako przestrznie interpolacyjne definio-
wane poprzez metode Sladu. W celu ich bardziej efektywnego opisu w [K2] wykazana zostala
najpierw réwnowazno$¢ K-metody z metoda $ladu w terminach ograniczonosci operatora Har-
dy’ego na przestrzeniach funkcyjnych definiujacych funktory danych metod (zob. twierdzenie
4.5.4). Wagowe oszacowania operatora Hardy’ego sa gléwnym narzedziem w tych rozwazaniach.
Otrzymane wyniki rozszerzaja wyniki Muckenhoupta [119] (zob. paragraf 4.4.3). Opis przestrze-
ni X¢ za pomoca K-metody pozwolil na dalsza identyfikacje tych przestrzeni jako przestrzeni
typu Besova, co istotnie rozszerzylo wczesniejsze wyniki w tym kierunku otrzymane m.in. przez
Komatsu [93], J.-L. Lionsa (zob. np. [143, Sect. 1.13]), Haase [66], Kaltona i Kucherenko [84].
W pracy przedstawione zostaly charakteryzacje tych przestrzeni w terminach holomorficznego
rachunku funkcyjnego i regularnosci orbit pélgrup operatorowych (zob. odpowiednio twierdze-
nia 4.5.5 1 4.5.6). Wyniki te pozwolily otrzymac rozszerzenie wyniku Kaltona i Kucherenko [84]
orzekajacego, ze czesci operatora sektorialnego w uogélnionych przestrzeniach interpolacyjnych
posiadaja ograniczony holomorficzny rachunek funkcyjny (tzn. twierdzenia typu Dore; zob. [K2,
Thm. 3.6)).

[K4] Gléwnym celem badan przeprowadzonych w pracy [K4] byto utworzenie jednolitej teo-
rii mnoznikéw Fouriera opartej na warunkach wyrazonych w terminach operatoréw réznicowych
odpowiadajacych normom typu Besova. Wyniki tej pracy nawiazuja bezposrednio do wynikdw
otrzymanych przez Kolomoitseva [91, 92| i Hytonena [78]. Przedstawiony wariant twierdzenia
Hytonena o zanurzeniu fourierowskim (zob. [K4, Lem. 3.1]) pozwolil rozszerzy¢ i ujednolicié
szereg warunkéw wystarczajacych na to, aby dana funkcja byla mnoznikiem Fouriera na prze-
strzeniach Hardy’ego (zob. ponizej twierdzenie 4.6.9, jak réwniez wniosek 4.6.10 oraz twierdzenie
4.6.11). Praca ta kontynuuje i rozszerza badania rozpoczete, miedzy innymi, przez Hérmandera
[77], Calderéna i Trochinskiego [23], Miyachi [117, 118], Bearnsteina i Sawyera [11], Kurtza i
Wheedena [98], Stomberga i Trochinskiego [140]. Warunki wystarczajace wyrazone sa w termi-
nach odpowiednich norm typu Besova i uwzgledniajg réowniez dodatkowe zachowanie asympto-
tyczne symbolu (zob. twierdzenie 4.6.12 i 4.6.14).

[K5] Wyniki pracy [K5] dotycza klasycznej teorii mnoznikéw Fouriera na przestrzeniach
LP, jak réwniez teorii Littlewooda-Paleya. Mianowicie, stosujac metody ekstrapolacji Rubio de
Francia, otrzymane zostaly w tej pracy nowe oszacowania dla funkcji typu Littlewooda-Paleya
(zob. twierdzenie 4.6.6). W szczegdlnosci udowodniony zostal wariant hipotezy Rubio de Fran-
cja o stusznoéci wagowych L2-oszacowan dla funkcji kwadratowych odpowiadajacych dowolnym
rodzinom rozlacznych przedzialéw prostej rzeczywistej (zob. twierdzenie 4.6.6(ii)). Oszacowa-
nia te wraz z technikami interpolacyjnymi zastosowane sg do rozszerzenia klasycznych wynikéw



o mnoznikach Fouriera bedacych przedmiotem wczesniejszych badan Kurtza [99], Coifmana,
Rubio de Francia i Semmesa [33], Bergsona i Gillespie [16], Xu [148], czy Lacey’a [100] (zob.
twierdzenie 4.6.5). Warunki wystarczajace sa warunkami typu Marcinkiewicza, to znaczy wyra-
zone sa w terminach pojecia g-wariacji symbolu na przedziatach diadycznych.

[K6] W pracy [K6] w szczegblnosci przedstawiony jest odpowiednik twierdzenia McIntosha
o charakteryzacji H°°-rachunku funkcyjnego operatoréw sektorialnych w terminach funkcji kwa-
dratowych typu Littlewooda-Paleya (zob. twierdzenie 4.5.17). Wynik ten dostarcza nowa cha-
rakteryzacje generatoréw operatorowych funkeji cosinus. Jego dowdd, w poréwnaniu z dowodem
wyniku McIntosha, wymaga gtebokich wynikéw z teorii transformaty Cauchy’ego na krzywych
Carlesona. Praca ta zawiera réwniez szereg waznych wynikow z teorii zagadnien Cauchy’ego
pierwszego i drugiego rzedu, m.in. rozwiagzanie problemu otwartego postawionego przez Fatto-
riniego w [54] dotyczacego zachowania odcietej wykladniczego wzrostu operatorowych funkeji
cosinus (zob. twierdzenie 4.5.14), czy tez charakteryzacje generatoréw funkcji cosinus i Cy-grup
typu Gomilko-Feng-Shi (zob. twierdzenie 4.5.12 i 4.5.13), ktére pozwolily przedstawié¢ elemen-
tarny dowdd klasycznego twierdzenia Fattoriniego o pierwiastku generatora funkcji cosinus (zob.
dowéd [K6, Thm. 4.1] oparty na podstawowych wlasnosciach operatoréw sektorialnych).

Reasumujac, do najwazniejszych wynikéw osiagniecia naleza:
e twierdzenie o ekstrapolacji ograniczonoéci operatoréw catkowych,

e charakteryzacje wagowych LP-oszacowan jednostronnych operatoréw Hardy’ego-Littlewooda
i zastosowanie tych wynikéow do rozszerzenia metody ekstrapolacji Rubio de Francia,

e rozstrzygniecie zagadnienia ekstrapolacji L”-maksymalnej regularnosci dla abstrakcyjnych
réwnan ewolucyjnych,

e opis przestrzeni standéw poczatkowych probleméw Cauchy’ego pierwszego rzedu posiada-
jacych LP-maksymalng regularnosé,

e udowodnienie oszacowan funkcji typu Littlewooda-Paleya i zastosowanie tych oszacowan
do rozszerzenia klasycznych wynikéw teorii mnoznikéw Fouriera opartych na warunkach
typu Marcinkiewicza,

e charakteryzacje klasy generatoréw operatorowych funkcji cosinus (w terminach funkcji
kwadratowych Littlewooda-Paleya oraz warunkéw typu Gomilko-Feng-Shi) i zastosowanie
uzyskanych wynikéw do rozwigzania problemu otwartego dotyczacego zachowania odcietej
wyktadniczego wzrostu operatorowych funkcji cosinus.

4.4 Twierdzenia ekstrapolacyjne

Poniewaz czes$¢ metod zastosowanych w pracach [K1-K3, K5|] posiada podobna baze narzedzio-
wa 1 terminologiczna (przestrzenie funkcyjne, klasy wag, algorytm iteracyjny Rubio de Francia,
operatory maksymalne), w pierwszych paragrafach tego podrozdziatu usystematyzujemy rozwa-
zania przeprowadzone w tych pracach. Pozwoli to nam w sposéb przejrzysty sformutowaé¢ wyniki
osiagniecia.



4.4.1 Przestrzenie funkcyjne

W sformutowaniu wielu twierdzenn wchodzacych w sktad osiagnigcia wystepuja wektorowe od-
powiedniki klasycznych funkcyjnych przestrzeni Banacha. W tym paragrafie wprowadzimy te
przestrzenie i podkreslimy ich gléwne charakterystyki odgrywajace istotng role w przeprowa-
dzonych dowodach.

W pracach [K1-K3, K5|, rozwazamy gléwnie przestrzenie funkcji mierzalnych okreslonych
na dwoch typach przestrzeni z miara, mianowicie na R oraz na Ry := [0, 00), obie rozwazane
z miarg Lebesgue’a. Aby wyrazié¢ zwiazane z nimi pojecia w usystematyzowany sposéb, tzn. tam
gdzie to mozliwe nie rozréznia¢ pomiedzy R i Ry, uzywamy ponizej wspolnego symbolu I na
oznaczenie tych zbioréw.

Niech M oznacza przestrzen klas rownowaznosci zespolonych funkcji mierzalnych okreslo-
nych na I wyposazong w topologie zbieznosci w mierze Lebesgue’a. Przestrzen Banacha & € M
nazywaé bedziemy funkcjng przestrzenig Banacha nad (I, dt), jesli ® jest krata Banacha i ide-
alem w M, tzn. ® jest podkrata przestrzeni M oraz jedli |f| < |g|, g € &, f € M, to f €
ilfle < llglle.® Szczegdlng klasa funkcyjnych przestrzeni Banacha rozwazanych w osiagnie-
ciu sa przestrzenie symetryczne okreslone na przestrzeni (I, dt) (doktadniej, przestrzeni (R, dt)
odpowiadaja prace [K3] i [K5], natomiast przestrzeni (R, d¢) prace [K1] i [K2]). Przestrzen
symetryczna definiujemy zgodnie z [15, Def. 4.1, p. 59] i oznaczamy ponizej symbolem E. Naj-
wazniejsze przyktady przestrzeni symetrycznych stanowia przestrzenie Lorentza LP9, Orlicza
L%, czy Marcinkiewicza M. Wigcej informacji o tych szczegélnych przestrzeniach symetrycz-
nych mozna znalezé, miedzy innymi w [15], czy [104].

Przypomnijmy, ze zgodnie z twierdzeniem Luxemburga o reprezentacji (zob. np. [15, Thm.
4.10, p. 62]) dla kazdej przestrzeni symetrycznej E nad (I, dt) istnieje przestrzen symetryczna
E nad (R4, dt), taka ze dla kazdej funkcji f € M, f € E wtedy i tylko wtedy, gdy f* € E,
dodatkowo |[|f|lg = || f*[lg, edy f € E. Przez f* oznaczamy tutaj nierosngce przestawienie
funkcji f wzgledem miary Lebesgue’a.” W przypadku przestrzeni symetrycznej E nad (R, dt),
oczywiscie E = E.

Pojecie interpolacyjnych indekséw Boyda dla przestrzeni symetrycznej E nad (R, dt), czy nad
(R4, dt), definiuje sie w terminach stowarzyszonej z nia, na mocy wspomnianego twierdzenia
Luxemburga, przestrzeni E nad (R, dt) (zob. [104]).

W pracy [K2], na potrzeby opisu przestrzeni stanéw poczatkowych X¢ (zob. zagadnienie (b)
i odpowiadajacy mu paragraf 4.5.2), rozszerzyliSmy formalnie pojecie indekséw Boyda na wieksza
klase funkcyjnych przestrzeni Banacha ® nad (R, dt) niz przestrzenie symetryczne. Mianowicie,
definiujemy dolny i gorny indeks Boyda przestrzeni funkcyjnej Banacha ¢ odpowiednio jako:

i logt I logt
= lim ——=——  oraz = llm —————
Pe = T log ha (t) @@= ek log ha(t)’

gdzie ho(t) = || D¢l z(a) oraz Dy : @ — @ (t > 0) jest operatorem dylatacji danym wzorem:
D f(s) := f(s/t), 0<s<oo, feod.

Oczywiscie, definicja ta ma sens tylko wtedy, gdy operatory dylatacji sa dobrze okreslone i ogra-
niczone na ®. Wtedy zachodzi 1 < pg < gp < oo (zob. [15, Prop. 5.13, p. 149], gdzie indeksy

SDefinicja ta jest zgodna z ta w monografii Meyer-Nieberga [115], gdzie uzywane jest okreslenie zupelna prze-
strzen funkcyjna Kothe’go (ang. complete Kothe function space), ale rézni sie od definicji w monografii Bennetta
i Sharpley’a [15], gdzie dodatkowo zakladana jest wlasno$é Fatou. W monografii Brudnyija oraz Krugljaka [21],
to co nazywamy tutaj funkcyjnymi przestrzeniami Banacha, nazywane jest kratami Banacha.

Tang. decreasing rearrangement
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Boyda sa zdefiniowane jako odwrotnosci tych powyzej). Indeksy Boyda mozna wyliczyé dla wielu
konkretnych przykladéw przestrzeni symetrycznych (zob. np. [15, Chap. 4]). W szczegblnosci,
dla przestrzeni Lorentza E = LP? (1 < p < 00,1 < ¢ < o0) mamy, ze pp = qp = p. Wiecej
informacji o indeksach Boyda przestrzeni symetrycznych mozna znalezé w [15] oraz [104]. Po-
wtarzajacym sie zalozeniem w wielu twierdzeniach osiagniecia jest zalozenie o nietrywialno$ci
indeksow Boyda przestrzeni symetrycznych [E wystepujacych w ich sformutowanich, tzn. pg # 1
oraz qg # 0.

Niech w oznacza wage na I, to znaczy dodatnia funkcje okreslona prawie wszedzie na I.
Niech E oznacza przestrzen symetryczna nad (I, dt). Z przestrzenia E i waga w stowarzyszamy
przestrzen symetryczna (E, || - |, ) nad (I, w dt) nastepujaco:

By ={feM(I): f, €B} oraz |fle, = fills (f €Euw),

gdzie f} oznacza nierosnace przestawienie funkcji f wzgledem miary wdt. W pracach [K1-K6]
szczegllny nacisk ktadziemy na klasy wag spetniajacych warunek typu Muckenhoupta. Klasy te
zostana opisane w kolejnym paragrafie.

W pracach [K1-K3, K5|] rozwazamy nastepujace wektorowe odpowiedniki funkcyjnych prze-
strzeni Banacha ®. Niech X bedzie przestrzenia Banacha z norma | - |x. Niech

O(I; X) :={f: I — X mocno mierzalna : |[f|x € ®(I)}.

oraz || fllorx) = [Iflxlleq) dla f € ®(I; X). Dodatkowo, gdy I = R, definiujemy lokalny
wariant tych przestrzeni nastepujaco:

Proe(Ry; X) i={u: Ry — X tuyp,) € P(Ry; X) dla kazdego 7 > 0}.

Ponizej bedziemy uzywali symbolu ®(X) zamiast ®(I;X), gdy to nad jaka przestrzenia
z miarg rozwazana jest przestrzen £ wynika z kontekstu badz tez nie ma znaczenia dla naszych
rozwazan. Analogicznie bedziemy postepowaé w przypadku lokalnych odpowiednikéw tych prze-
strzeni. Zauwazmy, ze przestrzen E,,(X) dlaE = LP jest niczym innym jak klasyczna przestrzenia
Lebesgue’a-Bochnera LP(I,w dt; X).

4.4.2 Warunek Muckenhoupta

W niniejszym paragrafie przedstawimy wyniki z pracy [K1] charakteryzujace ograniczonosé jed-
nostronnego operatora Hardy’ego-Littlewooda na przestrzeniach LP nad (R, wdt) (zob. twier-
dzenie 4.4.1). Wynik ten odgrywa istotna role w twierdzeniach prowadzacych do gtéwnego twier-
dzenia ekstrapolacyjnego, twierdzenia 4.4.9.

Rozpoczniemy od przypomnienia warunku Muckenhoupta (A,) charakteryzujacego te wagi
w na R, dla ktérych operator Hardy’ego-Littlewooda M jest ograniczonym operatorem na prze-
strzeni LP(R, w dt). W terminach tych klas sformulujemy takze w podrozdziale 4.6 wynki z prac
[K4, K5].

Méwimy, ze waga w na R spelnia warunek Muckenhoupta (A,), p € (1,00), co zapisujemy
w € Ap(R), jezeli

L L)
(W] A, (®) = 7oo<i1§z<+oo <b — /a w(z) dx) (b — a/a w(x) d:n) < 00.

W celu okreslenia klasy A;(R) przypomnijmy, ze operator maksymalny Hardy’ego-Littlewooda
dany jest wzorem:

1
Mf(t) = sup 2
—oo<at<b<4+o0 0 — @

L[ﬂ@@ (f € Line(R), £ € R).
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Waga w spelnia warunek Muckenhoupta (A7), jesli istnieje stata C, taka ze
Muw(t) < Cw(t) dla prawie wszystkich t € R.

Ponadto, niech Ao (R) := U,~1 Ap(R). Klasyczne twierdzenie Muckenhoupta [119] orzeka, ze
jesli p € (1,00) oraz w jest waga na R, to M jest ograniczonym operatorem na przestrzeni
LP(R,wdt) wtedy i tylko wtedy, gdy w € Ap(R). W przypadku p = 1, M jest operatorem
stabego typu (1,1) nad (R, wdt) wtedy i tylko wtedy, gdy w € A;(R).

Przypomnijmy réwniez definicje jednostronnych operatoréw Hardy’ego-Littlewooda M. Niech

1 st 1 [itt+h
M™f(t):= sup—/ |flds oraz MTf(t):= sup—/ |f] ds
h>0 b Ji—h h>0 h Ji

dla f € L}OC(R) oraz t € R. W [137, Thm. 1] Sawyer wykazal, ze odpowiednikami klasy Muc-

kenhoupta A,(R), ktére charakteryzuja wagowa ograniczono$é operatoréw M= sa klasy A;t (R),
gdzie w € A;‘(]R), jesli

1 fa 1 path o \PT
sup —/ w dt —/ w P dt < 0.
acR, h>0 P Ja—h h Ja

Klasa A, (R) definiowana jest analogicznie, jak réwniez klasy AE(R) oraz AL (R). Podkreslmy,
ze klasa Af(R) jest wigksza niz klasa Muckenhoupta A,(R).® Ponadto, AZ (R) C L}, (R).
Elementarna, choé¢ kluczowa, obserwacja w kontekscie zagadnienia (b), bylo zauwazenie,
ze przestrzen funkcji o nosnikach zawartych w R, jest niezmiennicza ze wzgledu na opera-
tor M~ oraz to, ze jest on operatorem ograniczonym na przestrzeniach LP(R,w dt) dla kazdej
wagi w bedacej funkcja nierosnaca na (0,00). W szczegblnosci obserwacja ta wskazuje, ze kla-
sa wag charakteryzujaca wagowe LP(R, )-oszacowania operatora M~ jest znacznie wieksza niz
klasa obcig¢ wag z klasy Sawyera A ; (R) do pdlprostej Ry. Podobne rozwazania odnosza sie
do kazdego z pozostatych obcieé¢ operatoréw MT do przestrzeni funkceji okreslonych na R oraz

R_ := (—o00,0]. Mianowicie, mozemy wyréznié¢ cztery nastepujace operatory:

Mitf = XR_ " Mif (f € Llloc(R—))7
Mi:f = XRy M:l:f (f € Llloc(R+))'

Zauwazmy, ze funkcja maksymalna zdefiniowana po raz pierwszy przez Hardy’ego i Littlewooda
w [72] odpowiada operatorowi M, a nie operatorowi M.

W pracy [K1], z kazdym z tych operatoréw stowarzyszyliSmy klase wag charakteryzujaca
jego wagowe LP-oszacowania. Niech p € (1,00). Méwimy, ze waga w na R4 spelnia warunek
Sawyera (A,) na Ry (odpowiednio, warunek Sawyera (A;) na Ry), co piszemy w € A; (Ry)
(odpowiednio, w € Af(Ry)), jezeli

1 e b\
— —p
[w]A;(R+) = ogig:@ (c—a)y /b w dt (/a w dt) < 00

1 b c , p—1
odpowiednio, [w ‘= su 7/ w dt </ w'P dt> < 0
( P [ ]A;(RJF) 0§a<€<c (C - a)p a b )

Sstotnie, jesli w = ¢v, gdzie ¢ jest funkcja niemalejaca a v € A,(R), to w € Af(R). W szezegblnosci, A} (R),
zawiera wszystkie niemalejace, dodatnie funkcje na R.
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(zob. [K1, Def. 2.1]). Ponadto, jezeli w jest waga na R_, taky ze w(—) € AX(Ry), to méwi-
my, ze w spetnia warunek Sawyera (A}) na R_, co zapisujemy w € AF(R_), oraz okreslamy
[wlag @) jako ()45 @)

Warto poréwnaé warunek definiujacy klase A, (Ry) z warunkiem Sawyera (A, ) na R, czy
tez z warunkiem definiujacym klase wag charakteryzujacych wagowe LP-oszacowania operatora
Hardy’ego P (zob. paragraf 4.4.3, warunek (W),)). Kazda waga w € A, (R4 ) (odpowiednio, w €
AF(R_)) jest lokalnie catkowalna na (0, 00) (odpowiednio, na (—o0,0)), nickoniecznie w punkcie
0. Wagi spelniajace warunek Muckenhoupta, czy tez Sawyera, sa catkowalne lokalnie na R. W
analogiczny sposob jak w przypadku klas Sawyera definiujemy klasy Ali(RJr) (odp. Ali(R,)),
jak réwniez AL (Ry) (odp. AL (R_)). Poniewaz ich okreélenie nie jest konieczne do zrozumienia
ponizszego opisu wynikéw pracy [K1], nie zostanie ono tutaj podane (zob. [K1, Def. 2.1]).

Zgodnie z obserwacja zawarta w [K1, Rem. 2.2], jezeli w jest malejaca funkcja okreslona
na (0,00) oraz v € A, (R4), 1 < p < oo, wtedy iloczyn wv nalezy do A, (R ). Zatem, wagi
w(t) := t% (t > 0) naleza do A, (Ry) dla kazdego parametru 3 € (—o0,0]. Przypomnijmy,
ze w przypadku wag potegowych w klasie Muckenhoupta Ap,(R), czy klasie Sawyera A;,E(R),
B > —1. W szczegblnodei, wagi rozwazane przez Auschera i Axelssona w [7] naleza do klasy
Ay (Ry).

Ponizsze twierdzenie jest odpowiednikiem wspomnianego powyzej twierdzenia Muckenhoup-
ta oraz twierdzenia Sawyera dla operatoréw Hardy’ego-Littlewooda Mf oraz M*.

Twierdzenie 4.4.1 ([K1, Thm. 2.3]). Niech 1 < p < 0o orazw bedzie wagg na Ry (odpowiednio,
na R_). Wéwczas, operatory Hardy’ego-Littlewooda Mf (odpowiednio, M,i) Sg ograniczone na
LP(Ry,wdt) (odpowiednio, LP(R_, wdt)) wtedy i tylko wtedy, gdy w € Ag[ (Ry) (odpowiednio,
we AF(RL))

5 (RL)).

Dowdd tego twierdzenia stosuje idee zawarte w alternatywnym dowodzie twierdzenia Sawyera
podanym przez Martina-Reyesa w [112] (zob. réwniez de Rosa i Segovia [127]). W pierwszej
kolejnosci pokazujemy, ze warunek Sawyera (A‘,f) na R_ (odp. na R ) charakteryzuje wagi w dla
ktérych operatory M* (odp. M) sa stabego typu (p, p) wzgledem (R_,w dt) (odp. (R, w dt))
(zob. [K1, Lem. 2.4]). Nastepnie, w celu zastosowania twierdzenia Marcinkiewicza o interpolacji,
wykazujemy, ze klasy Ag[(R_) (odp. A;,t(RJr)) majg tak zwang wlasnosé otwartosci, tzn. jesli
1 <p<ooorazw e Af(Ry), to wtedy

quw =1inf{g>1:we Af(Ry)} <p.

Odpowiedni wynik zachodzi dla klas A, (R+) (zob. [K1, Lem. 2.5]).

Dodatkowe wtasnosci wag spelniajacych warunek Sawyera A;)t na R, ktére odgrywaja istot-
na role w algorytmie iteracyjnym metody ekstrapolacyjnej Rubio de Francia odpowiadajacej
operatorowi M, jak réwniez wykorzystywane przy identyfikacji przestrzeni X¢ standéw poczat-
kowych (zob. punkt (b)) zestawiamy ponizej.

Wtasnosdci 4.4.2 ([K1, Cor. 2.6, Lem. 4.2]). (1) Niech 1 < p < 0o oraz niech F bedzie podzbio-

rem w A (Ry), takim ze

sup |w| 4+ < 00.
we]-'[ ]Ap (R+)

Witedy, istnieje ¢ < p, takie Ze F C A;(Ri) oraz

sup |w| 4+ < 00.
wG]—'[ ]Aq (R+)
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W szczegdlnosci, supyer |MI|lpw < 00. Analogiczne stwierdzenie zachodzi dla klas A, (Ry)
oraz operatorow MZ .

(2) Niech E bedzie przestrzeniq symetryczng nad (R4, dt) z indeksami Boyda pg, qg € (1, 00).
Wtedy nastepujgce stwierdzenia sq¢ prawdziwe.

(i) Niech w bedzie wagg na Ry, ktdra jest lokalnie calkowalna na (0,00). Wowczas, dla kazdego
p € [Lps) oraz q € (gg,00] mamy:

Lz) N LZ](RJ,_) CE, C Lﬁ) + L?U(R+),
Pray czym powyisze zanurzenia sq ciggle.

(43) Dla kaidej wagi w € A, (Ry) oraz kaidego v € [1,pg/qw) przestrzen E, zanurza sig
w sposob ciggly w przestrzeni L], (R4).

Znaczenie wlasnosci (1) oméwimy w paragrafie 4.4.5.

4.4.3 Operator Hardy’ego

Klasyczny operator Hardy’ego P jest gléwnym narzedziem zastosowanym w pracy [K2] poswie-
conej identyfikacji przestrzeni X standéw poczatkowych, dla ktérych rozwiazania zagadnienia
(APC) posiadaja zadana z géry regularno$é (zob. punkt (b)). Wiele wynikéw z tej pracy wy-
razonych jest w terminach ograniczonosci tego operatora (w szczegélnosci, te przedstawione
w paragrafie 4.5.2). Przed ich oméwieniem podamy w tym paragrafie kilka wstepnych informacji
pochodzacych gltéwnie z [K2, Sect. 2 and 4].

Przypomnijmy, ze operator Hardy’ego P oraz jego (formalne) sprzezenie okreslane sa naste-
pujaco:

1

IO =5 [ ds oo Qi) =[5

dla wszystkich f € M = M(R,), takich ze powyzsze calki istnieja dla kazdego ¢t € (0, 00).
Zatem maksymalng dziedzina okreslonosci operatora P jest przestrzen L}OC(RJF), podczas gdy
maksymalng dziedzing operatora () jest przestrzen funkcji mierzalnych f € M, takich ze
IX(r,0) € LY (t~1 dt) dla kazdego 7 > 0. Operator P + @ nazywany jest czesto w literaturze
operatorem Calderona ([15]).

W kontekscie opisu przestrzeni Xg standéw poczatkowych zagadnienia (ACP) podkreslmy,
ze operator Hardy’ego P (odpowiednio, P + Q) jest ograniczony na przestrzeni symetrycznej ®
wtedy i tylko wtedy, gdy ps > 1 (odpowiednio, 1 < pg < ¢ < 00); zob. [15, Thm. 5.15, p. 150].
Doktadniejsza analiza tego dowodu pokazuje, ze warunek pg > 1 implikuje, ze P jest ograniczony
na ® dla dowolnej przestrzeni funkcyjnej Banacha ®, ktéra posiada normujgcg przestrzen dualna
w sensie Kothego @', tzn. || f|le = sup{| Jr, fodt]: g€ ' |lgller < 1} dla wszystkich funkeji
f € ®. Przypomnijmy, ze na mocy twierdzenia Lorentza-Luxemburga (zob. [15, Thm. 2.7, p.10]),
kazda przestrzen funkcyjna Banacha z wlasnoscig Fatou posiada normujaca przestrzen dualng
P’ (zob. [K2, Rem. 2.4]).

Dla danej przestrzeni symetrycznej E oznaczmy przez Wg (odpowiednio, W) klase wszyst-
kich wag w na R, takich ze E,, C Lllo . (odpowiednio, E,, jest podzbiorem maksymalnej dziedziny
operatora () oraz takich, ze operator Hardy’ego P (odpowiednio, operator Q) jest ograniczony
na E,,.? Dodatkowo, niech Cg := Wg N WE.

ds

S

W pracy [K2] klasy Wg oraz WE oznaczane byly odpowiednio przez Mg oraz ME.
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W [120, Thm. 1] Muckenhoupt wykazal, ze waga w na Ry nalezy do klasy Wr» =: W),
(p € (1,00)) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujacy warunek:

v, = ([ 5% ) ([0 00)" <o ke

Dla parametru p = 1, w € Wy, =: W) wtedy i tylko wtedy, gdy

[w]w, = [|Qu/w| Lo r,) < oo (W)

Klasy W" =: WP dlap € [1, 00) sa definiowane analogicznie, przy czym mamy, ze W? = {w! P :
w € Wy} oraz [wlwr = [wl/l_p]wp/ dla p € (1,00). Ponadto, w € W wtedy i tylko wtedy, gdy
| Pw/wl| oo (m, ) < 00.

Zauwazmy, ze operator P jest majoryzowany przez operator Hardy’ego-Littlewooda M,
ktory zostal wprowadzony w poprzednim paragrafie, tzn. |Pf| < M, f (f € L} .(Ry)). W
konsekwencji, A, (R}) C W), dla kazdego p € (1,00). Wynika to tez bezposrednio z poréwnania
warunkéw opisujacych klasy A, (Ry) i W),

Charakteryzacja klas Wi oraz WE dla dowolnych przestrzeni symetrycznych E nie byla
przedmiotem systematycznych badan w literaturze. Wyjatkiem sa wagowe oszacowania opera-
tora P na przestrzeniach Lorentza (zob. prace Sawyera [136], jak réwniez Martina i Milmana
[111)).

Korzystajac z technik interpolacyjnych, gléwnie z twierdzen interpolacyjnych Calderéna
i Boyda, zidentyfikowalismy w [K2] podzbiory wag zawartych w klasach Wg i W, ktére okazaly
si¢ wystarczajace do opisu przestrzeni Xo, gdzie ® = E, oraz w € A, (Ry) (zob. paragraf
45.2).

Twierdzenie 4.4.3 ([K2, Thm. 4.2, Cor. 4.3]). Niech E bedzie przestrzeniq symetryczng nad
(R4, dt) z nietrywialnymi indeksami Boyda, tzn. pg, qg € (1,00). Wéwczas ponizsze stwierdzenia
sq prawdziwe.

(i) Dla kazdej wagi w € |J
Ey, tzn.

4<DE W, operator P jest ograniczonym operatorem na przestrzeni

A (Ry)C | Wy C We.
4<PE

(13) Dla kazdej wagi w € |J
E., tzn.

q<pe W1 operator Q@ jest ograniczonym operatorem ma przestrzeni

ARy C | wicw™

q<PE

(#i1) Dla kazdej wagi w € Ug<pe Wq N W1 operator Calderéna P + Q jest ograniczonym opera-
torem na przestrzeni E,, tzn.

AL (R NAL(Ry) C | WenW?C Cg.

q<pPE

Pierwsze inkluzje w punktach powyzszego twierdzenia sg konsekwencja wspomnianej w po-
przednim paragrafie wlasnosci otwartosci klas A (Ry), tzn. U,, A; (R+) = A, (R4). Poniewaz
klasy W,, WP i C}, nie maja wlasnosci otwartoéci (zob. [K2, Prop. 4.4]), ktéra definiujemy
analogicznie jak w przypadku klas Muckenhoupta, inkluzje te sa wtadciwe.

Prawdziwosc¢ inkluzji Wy, C Wg, czy tez inkluzji Cp,, C Cg dla dowolnej przestrzeni syme-

trycznej E nad (R4, dt) z indeksami Boyda pg, gr € (1,00) nie zostala rozstrzygnieta w pracy
[K2].
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4.4.4 Nieré6wnosci Coifmana

W tym paragrafie przedstawimy otrzymany w [K1, Thm. 3.5] odpowiednik klasycznej nieréw-
nosci Coifmana dla jednostronnego operatora Hardy’ego-Littlewooda M oraz dla pewnej klasy
operatoréw catkowych, ktérych jadra maja noéniki zawarte w sektorze {(t,s) € Ry x Ry : ¢ >
s} oraz ich regularnosé jest slabsza niz regularnos$é jader klasycznych operatoréw Calderéna-
Zygmunda (zob. warunek (D, ) oraz twierdzenie 4.4.4 ponizej). Badanie tej klasy operato-
row catkowych motywowane byto analizg formul reprezentujacych rozwiazania probleméw Cau-
chy’ego drugiego rzedu wykonana w [K3] podczas realizacji celéw odpowiadajacych zagadnieniu
(b). Zanim jednak przejdziemy do opisu tych wynikéw, wprowadzimy kilka pojeé pomocniczych
(operatory catkowe, warunki typu Hérmandera) i przypomnimy klasyczna nieréwnosé Coifma-
na wiazacg operator Hardy’ego-Littlewooda M z operatorami Calderéna-Zygmunda. Ponadto,
przedstawimy pewien kierunek badan, ktorego twierdzenie 4.4.4 stanowi bezposrednie uzupet-
nienie.

Niech X oraz Y beda przestrzeniami Banacha, ktérych normy oznaczmy odpowiednio przez
|- |x oraz |- |y. Funkcje K : R x R — £(X,Y) mierzalna w sensie Bochnera nazywamy jgdrem,
jezeli K(t,-) € L} (R \ {t};£(X,Y)) dla kazdego t € R. Ponadto, ograniczony operator 7T
z LP(R; X) w LP(R;Y) (p € (1,00)) jest operatorem catkowym, jesli istnieje jadro K, takie ze
dla kazdej funkcji f € L°(R; X) oraz kazdego t ¢ supp f

TF(t) = /RK(t, $)f(s) ds.

Symbol L¥(RR; X') oznacza przestrzen wszystkich X-warto$ciowych funkeji, ograniczonych, mie-
rzalnych, ze zwartym noénikiem w R. Operator catkowy z jadrem K nazywamy operatorem
splotu, jezeli jego jadro jest translacyjnie niezmiennicze, tzn. K(t,s) = K(t — s) dla pewnej
funkeji K € L}, (R \ {0}; £(X,Y)). Jezeli X = Y = C, to méwimy, ze operator catkowy ma
jadro skalarne.

Ponadto, operator catkowy nazywamy operatorem Calderona-Zygmunda, jezeli jego jadro, jak
i jadro operatora sprzezonego, tzn. K', gdzie K'(t,s) := K(s,t) (t, s € R), spelniaja warunek

Lipschitza, zwany réwniez drugim warunkiem Calderéna-Zygmunda'®, tzn.
|t — S|1+6 / *
[Klps, == sup 7,|51K(t7 s) = K(t,s)|cxy) < oo (D%)

t,s,s’ €R, |S -8
2|s—s!|<|t—s]|

Warunek ten w przypadku jadra translacyjnie niezmienniczego przyjmuje postaé:

t 1+6
Kz, = swp K (= 9) ~ KO)lece) < oo ()
2ls|<[t|

Przypomnijmy, ze nieréwno$¢ Coifmana, w ogélnej formie ukazala sie w [32, Thm. II] i do-
tyczy klasycznych operatoréw Calderéna-Zygmunda ze skalarnymi jadrami. Przenosi sie ona
jednak bezposrednio na przypadek operatoréw Calderéna Zygmunda z jadrami operatorowo-
wartosciowymi okreslonymi powyzej i orzeka, ze dla kazdego takiego operatora 7', dla kazdego

10Na, ogét klasa operatoréw Calderéna-Zygmunda w literaturze definiowana jest przez dodatkowy warunek
wzrostu jadra |K(t, s)|z(x,y) < C|t — s|7', ktéry wykorzystywany jest gtéwnie do wykazania ich ograniczonoci
na przestrzeni L?(R), a w kontekécie nieréwnosci Coifmana do wykazania, ze Tf € L% (R, dt;Y) dla f z gestego
podzbioru L% (R, dt; X). Warunek ten w naszych rozwazaniach zostal zastapiony zalozeniem o ograniczonosci
operatora catkowego.
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p € (0,00) oraz kazdej wagi w € A (R) istnieje stala C, zalezna od p oraz A.o-stalej wagi w,
taka ze

/ny\ w dt < c/ (1f]x))Pw di (4.1)
R

dla kazdej funkcji f € L(R; X), takiej ze M (|Tf|y) € L2 (R).1!

Z nieréwnosci tej wynika, ze jesli p € (0, 00) oraz w € Ax(R), to ograniczono$é operatora M
na przestrzeni LP (R) dziedziczona jest przez kazdy operator Calderéna-Zygmunda 7. Jednakze,
podkreslmy, ze pomimo takiego dopuszczalnego zakresu wag w i parametru p, z twierdzenia
Muckenhoupta wynika, ze z nieréwnoéci Coifmana potrafimy otrzymaé jedynie ograniczonosé
operator6w Calderéna-Zygmunda z przestrzeni LP (R; X) w LE(R;Y), gdzie p € (1,00) oraz
w € A,(R). W ogélnoéci ten wynik jest optymalny, gdyz istnieja skalarne operatory Calderéna-
Zygmunda, ktore nie sa ograniczone na L (R) (p € (1,00)), jesli waga w nie nalezy do A,(R).
Z drugiej strony, poniewaz z twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu mamy, ze |f| < M f dla
[ € L}, (R), jezeli operator T jest ograniczony na L% (R) dla wagi w € Ax(R) oraz p € (0,00),
wtedy nieréwnoéé¢ Coifmana (4.1) zachodzi dla wszystkich f € LP (R).

Warianty nieréwnosci Coifmana dla operatorow catkowych, ktérych jadra spelniaja stabsze
warunki niz powyzszy (DZ)) byly przedmiotem badan wielu autoréw (zob. w szczegdlnodci,
pionierskie prace Kurtza i Wheedena [98], Rubio de Francia, Ruiza i Torrea [134], Alvareza
i Péreza [5]). Nasladujac terminologie w [134, Def. 1.1, Part III], powiemy, ze jadro K spelnia
warunek (D,) (r € [1,00))(zwany czasami warunkiem szego), jezeli

[K]p, S;lp |s — s | Z 27 (/S (.87 |K(t,5) — K(tasl)|2(x,y) dt) < 00, (Dr)

gdzie Sp(s,s') :={t e R:2™|s—§'| < [t —&'| < 2™Tls —§'|} (m € N), oraz K spelnia warunek
(Doo), jezeli

[K]p,, :=supls— ¢ Z 2™ sup |K(t,s) — K(t,s)|zx,y) < 0o (Do)
s#£s! teSm(s,s’)

Dodatkowo, powiemy, ze jadro K spelnia warunek (D)) dla r € [1,00], jezeli jadro z nim
sprzezone K' spelnia warunek (D). Wtedy piszemy [K|p: := [K']p,. Jezeli jadro K spelnia
warunek (D,) dla pewnego r € [1, 00|, wtedy spelnia warunek (D,) dla kazdego ¢ € [1,7].

Ostatecznie, zauwazmy, ze translacyjnie niezmiennicze jadro spelnia warunek (D)) wtedy
i tylko wtedy, gdy spelia (D,), ktéry w tym przypadku oznaczamy przez (H,) i nazywamy
warunkiem typu Hormandera (zob. Lorente, Riveros i de la Torre [107], jak réwniez Kurtz
i Wheeden [98]). Warunek ten przyjmuje nastepujaca postac:

(K (t =) = K(t)[x ) dt) <0 (H)

o] <lt<2m 1 s|

K, += sup sl er (/

jezeli r € [1,00), oraz dla r = 0o

o0
[K]g,, :==supl|s| Y _ 2™ sup [K(t—s) — K(t)|zx,y) < 0. (Hoo)
570 2m|s|<[t}<2m+1]s]

N Zauwazmy, ze gdy jadro operatora T spelnia dodatkowo warunek wzrostu, wéwczas bezposrednie rozwazania
pokazuja, ze M (|T f|y) € L%, (R) dla kazdej funkeji f € L (R; X).
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Zauwazmy, ze warunek (Hoo) dla K € Lj, (R \ {0}; £(X)) jest stabszy niz warunek Calderéna-
Zygmunda (HZY).

Jezeli jadro K spelnia warunek (H,), wtedy stowarzyszony z nim operator T' spelnia wa-
riant nieréwnosci Coifmana (4.1), gdzie operator M zastapiony jest przez operator M,., gdzie
v i=r/(r — 1) oraz M, f := (M(|f|"))"/" dla kazdej funkcji f € L}, .(R) (zob. [134, Thm. 1.3,
Part II] w przypadku r < oo oraz [5, Thm. 2.1] dla r = oo, jak réwniez [134, Part III] odpowia-
dajace wyniki dla ogélnych jader, tzn. niekoniecznie translacyjnie niezmienniczych). Zauwazmy,
ze w [110, Thm. 3.2], Martell, Pérez i Trujillo-Gonzalez pokazali, ze te warianty nieréwnosci
Coifmana sg optymalne w tym sensie, ze operator maksymalny M, nie moze by¢ zastapiony
przez mniejszy operator M dla zadnego s < 1.

Motywowani badaniami dyskretnej funkcji kwadratowej przeprowadzonymi w [40], Lorente,
Martell, Riveros i de la Torre podali dalsze rozszerzenie powyzszych wynikéow (zob. [106], jak
réwniez odnosniki do powiazanych wynikéw w literaturze). Podkre$lmy, ze jadro odpowiadajace
tej funkeji kwadratowej spelnia warunek (H,) dla wszystkich r < oo, jednakze nie spelnia
warunku (Heo).

W szczegdlnodei, autorzy pracy [107], wprowadzaja nowa skale warunkéw typu Hormandera
(H ) parametryzowana funkcjami Younga .A. Dla odpowiednich funkcji Younga A, warunki
(H4) okazuja sie¢ warunkami posrednimi pomiedzy warunkiem (Hs,) a warunkiem bedacym
przekrojem warunkéw (H,) dla r € [1,00). Odpowiadajacy wynik orzeka, ze jezeli T' jest ska-
larnym operatorem splotu, ktérego jadro spelnia warunek (H4), wtedy dla kazdego p € (0, 00)
oraz w € Ax(R), nieréwnos$¢ Coifmana (4.1) zachodzi z operatorem M zastapionym przez ope-
rator M j, ktéry odpowiada funkcji Younga A oraz definiowany jest w analogiczny sposéb jak
operatory M, (zob. [107, Thm. A]). Jednakze, patrzac z perspektywy zastosowan, zauwazmy,
ze Mf < CMjf dla kazdej funkcji Younga A oraz f € L} .(R). Uwzgledniajac twierdzenie
Lebesgue’a o rézniczkowaniu, klasa wag, dla ktérych operator M 7 jest operatorem ograniczo-
nym na LP (R), nie jest wieksza od klasy wag Muckenhoupta A,(R) (p € (1,00)). Zatem, taki
M z-wariant nieréwnosci Coifmana pozwala wywnioskowaé ograniczono$é operatora 1" na L (R)
co najwyzej dla p € (1,00) oraz w € Ap(R).

Pytanie o stuszno$¢ nieréwnosci Coifmana (4.1)(z operatorem M) dla kazdego operatora
catkowego T z jadrem spelnajacym warunek (H,) dla kazdego r < oo zostalo postawione w [107]
(zob. [107, Rem. 1]). W [K3, Thm. 7] pokazaliSmy, ze takie operatory splotu sa ograniczone na
LP (R) dla kazdego p € (1,00) oraz w € A,(R), co prowadzi do nieréwnoéci Coifmana (4.1) dla
wag w i parametru p w pelnym zakresie jej praktycznego przeznaczenia. Otrzymany wynik ([K3,
Thm. 7]) jest ogblniejszy, tzn. nie dotyczy tylko operatoréw splotu, przy czym zalozenia na jadra
sa asymetryczne wzgledem zmiennych. Twierdzenie to pozwolito otrzymaé¢ analogon wynikéw
Chilla i Fiorenzy [27] dla probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu (zob. [K3, Thm. 1]). Ze wzgledu
na to, ze praca [K1] zawiera ostateczne rozstrzygniecie problemu ekstrapolacji LP-maksymalnej
regularnodci takich probleméw Cauchy’ego, te wyniki z pracy [K3] nie beda tutaj przytoczone.
Podkreslmy jednak, ze to analiza przeprowadzona w [K3] doprowadzita do lepszego zrozumienia
mechanizmu bedacego u podstawy ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnoéci abstrakcyjnych
réwnan ewolucyjnych, ktora zostala ostatecznie opisana w pracy [K1].

Dodatkowo, w [107, Sect. 3] analogiczne pytania postawione zostaly w przypadku operatoréw
splotu z jadrami, ktérych noénik zawarty jest w pélprostych R_ i Ry. W szczegdlnosci, [107,
Thm. 3] orzeka, ze jezeli jadro K spelnia warunek (H 4) oraz jego noénik supp K C R_, wtedy
dla kazdego p € (0,00) oraz w € Al (R) istnieje stala C, taka ze skalarny operator splotu T'
stowarzyszony z K spelnia nastepujacy wariant nieréwnosci Coifmana:

/R|Tf,pw At < C /R (Mjf)pw dt (4.2)
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dla kazdej funkcji f € LX(R), takiej ze M;{(Tf) € LP(R). Operatory ME maja podobne
znaczenie jak operatory M 7. W szczegélnosci, poniewaz (znowu) dla kazdej funkcji Younga
A mamy, ze MTf < M;{ f (f € L,.(R)), na mocy twierdzenie Sawyera, powyzszy wariant
nieréwnosci Coifmana (4.2) kontroluje ograniczono$é¢ operatora 7' na LE (R) co najwyzej dla
p € (1,00) oraz wag w € Af(R).'?

Badania przeprowadzone w pracy [K1] uzupelniaja ten kierunek badan nad wagowymi LP-
oszacowaniami operatoréw catkowych, ktérych jadra spelniaja warunki (H,) dla kazdego r < oo
oraz ich noéniki zawarte sa w pélprostych Ri. W szczegdlnosci, nasze badania pokazuja, ze dla
takiej klasy operatoréw catkowych, dodatkowe informacje, ktére zawarte sa w nieréwnosciach Co-
ifmana (4.2) z operatorami maksymalnymi MF (r < oo) polaczone z wlasnogciami rozwazanych
klas wag oraz metodami interpolacji jak i ekstrapolacji, pozwalaja wykazaé¢ wagowe LP oszaco-
wania dla obszerniejszej klasy wag. Opis tych wynikéw poprzedzimy wprowadzeniem kilku pojeé
pomocniczych, w terminach ktérych zostana wyrazone tez kolejne wyniki z pracy [K1].

Rozszerzmy najpierw pojecie operatoréw catkowych na przypadek operatoréw Tz LP(Ry; X)
w LP(Ry;Y) (p € (1,00)). Mianowicie, taki operator nazywamy operatorem catkowym, jezeli
istnieje jadro K, takie ze dla kazdej funkcji f € L°(Ry; X) oraz kazdego t € Ry \ supp f

Tf(t) = - K(t,s)f(s) ds.

Zauwazmy, ze w tym przypadku wartosci K (t,s) jadra K dla (¢,s) ¢ Ry x Ry nie odgrywaja
zadnej roli. Majac na uwadze problematyke ekstrapolacji maksymalnej regularnosci (patrz (b)),
w [K1] ograniczyliémy dodatkowo nasze rozwazania do takich operatoréw catkowych, ktérych
jadra maja noéniki zawarte w sektorach Sy := {(¢,s) € Ry x Ry : £(t — s) > 0}. Mianowicie,
zaproponowaliémy nastepujace ostabienie warunkéw (D,.) i (D).). Podkreslmy, ze ich oslabienie
nie sprowadza sie tylko do uwzglednienia w tych warunkach ograniczenia na noéniki jader. Ich
posta¢ uwzglednia szczegdlng struktre jednostronnych operatoréw M oraz M™, w pewnym sen-
sie, mierzac jednostronna regularnosé jadra K ze wzgledu na kazda zmienna, co odzwierciedlone
jest w zbiorach I} i J,} wystepujacych w okresleniu tych warunkéw. Niech

1
1 O m "
K = sup hv 27 / K(t,s) — K(t,s+ h)|’ dt | < oo, D,
[K]p, , s>0,fILD>O mz::l < L (o) |K(t,s) ( )\L(X,Y) > (Dr.4)
1 s m "
Klp := sup h¥ 27 / K(t,s) — K(t—h,s)|; ds| < oo, D)
[ ]DTV+ t>07}?>0 mz::l < TR |K(t,s) ( )|£(X,Y) ) (D7)

Ih(s,h) :={t Ry :2™h <t —s< 2" h},
JEt,h)={s€R, :2"h <t —s<2™"h} (m e N).

W sposéb analogiczny okreslane sa warunki (D, ) i (D,Cﬁ) zwigzane ze struktura operatora
M7 (zob. [K1, Sect. 3]).

W [K1] otrzymaliémy nastepujacy wariant nier6wnosci Coifmana (4.1) wiazacej operator
M7 oraz operatory catkowe, ktorych jadra spelniaja powyzsze warunki. Jest on uzupelniony

12Klasa wag charakteryzujacych wagowe LP oszacowania dla operatoréw maksymalnych M g, czy tez M;{, dla
danej funkcji Younga A, nie zostala jak dotad opisana w literaturze.

19



dodatkowo o informacje dotyczaca jakoSciowej zaleznosci wystepujacej w tej nieréwnosci staltej.
Informacja ta odgrywa istotna role w zastosowaniu metod ekstrapolacyjnych opartych posred-
nio na tej nieréwnosci (zostanie to wyjasnione w opisie algorytmu iteracyjnego w nastepnym
paragrafie).

Twierdzenie 4.4.4 ([K1, Thm. 3.5]). Niech T' bedzie operatorem calkowym stowarzyszonym
z jadrem K, ktdrego nosnik zawarty jest w sektorze {(t,s) € Ry x Ry : t > s}. Zalézmy, ze K
spetnia warunek (D1 ) oraz (D). ) dla pewnego r € (1, 00).

Wtedy, dla kazdego p € (0,00) oraz dla kazdej wagi w € A (Ry), istnieje stala C' =
C(p,w,T,[K]p, , [K]D’r,+)’ taka Ze

[orgwar<o [ (mpos5)"" war

dla kazdej funkcji f € LY (Ry; X), takiej ze My (|Tfly) € LE (RL).

Dodatkowo, jezeli F C A (Ry) (p € (1,00)) oraz supwef[w]A;(R+) < 00, wtedy state C'

mozna wybraé tak, zeby
sup C(p,w, T, [K]p, ., [K]D'r+) < 0.
weF ’

Analogiczne twierdzenie wiazace operator M i operatory catkowe z jadrami spetniajacymi
warunki Diniego (D1,-) i (D;._) stanowi tres¢ [K1, Thm. 3.1]. W pracy [K1] podajemy peiny
dowdd wlasnie tego twierdzenia, dowéd [K1, Thm. 3.5] otrzymujemy przez odpowiednia zamia-
ne zmiennych. Pomimo ze dalsze wyniki otrzymane w pracy [K1] bazuja na twierdzeniu 4.4.4,
wybraliémy taka metode jego dowodu, ze wzgledu na to, ze powiazane wyniki w literaturze, z
ktorych korzystamy w tej pracy, dotycza operatora M ™, a nie operatora M. W krétkim opisie
sktadnikéw dowodu twierdzenia 4.4.4 podamy skladniki dowodu [K1, Thm. 3.1], aby uniknaé
odsylania czytelnika do pracy [K1], ktére wymagaloby sprawdzenia poprawnosci przeformuto-
wania [K1, Lem. 3.2, Prop. 3.3, Lem. 3.4] (odpowiadajacych operatorowi M* ) na przypadek
operatora M.

Tak samo jak w przypadku klasycznej nieréwnosci Coifmana (4.1) dowéd twierdzenia 4.4.4
posiada dwa istotne sktadniki. Gléwnym sktadnikiem dowodu jest wariant nieréwnoéci Feffermana-
Steina odpowiadajacy klasie AT (R_). Odpowiednikiem klasycznej funkcji maksymalnej Feffermana-
Steina M* (ang. the sharp maximal operator) jest nastepujacy operator odpowiadajacy opera-
torowi M+ dany wzorem:

M¥Ef(E) = sup - /”h< 5 -1 /t”h ) s (feLL(R)).

h>0

(Analogiczna definicja dla M*~ zwiazanego z M~.) Operator ten zostal wprowadzony przez
Martina-Reyesa i de la Torre w [113], gdzie wykazali wariant nieréwnosci Feffermana-Steina dla
operatoréw M T i M*# oraz dla klasy Sawyera AL (R) (zob. [113, Thm. 4]). W kontekscie wag
spetniajacych jednostronny warunek Sawyera na Ry, AX (R_), rozwazamy oczywiscie czesé tego
operatora w przestrzeni L} (R_), tzn.

MEFfi=xo MY (f € Ljpe(R).

Adaptujac techniki dowodowe z pracy [113], otrzymaliSmy w [K1] nastepujacy wariant [113,
Thm. 4] dla operatoréw M* i M™* * oraz klasy AT (R_) (dodatkowo uzupelniony o informacje
dotyczaca jakosciowej zaleznosci wystepujacych w tej nieréwnosci stalych).

20



Lemat 4.4.5 ([K1, Lem. 3.2]). Zaldimy, ze w € AT (R_) oraz niech f > 0 bedzie lokalnie
catkowalng funkcjq, takq ze MY f € LPO(R_) dla pewnego po € (0,00). Wtedy, dla kazdego
p = po istnieje stala, taka Ze

/ (M= f)Pw dt < C(p,w)/ (M f)Pw dt.
R R

Dodatkowo, jezeli F C AF(R_) (1 < p < 00) spelnia 811pw€]_-[w]A+(R ) < 00, wtedy stale C(p,w)
TR
potrafig byé wybrane w taki sposdb, aby

sup C(p, w) < 0.
weF

Dowéd tego wyniku oparty jest na nastepujacej wlasnosci wag w klasie AT (R_) (zob. [K1,
Prop. 3.3]): Dla kazdej wagi w € AZ (R_) istniejq stale C,§ > 0, takie ze

w(S) <of Kl )‘5

w(a, c) c—b

dla kazdych liczb a < b < ¢ < 0 oraz kazdego mierzalnego zbioru S C (a,b), gdzie przez w(S)
rozumiemy [gqw dt.

Drugim sktadnikiem dowodu twierdzenia 4.4.4 jest nastepujaca nieréwnos$é¢ wiazaca operatory
Mf’ﬁ, M7 oraz T.

Lemat 4.4.6 ([K1, Lem. 3.4]). Przy tych samych zalozZeniach na operator T jak w twierdzeniu
444 istnieje stata C = C(T,[K]|p, _, [K]|p, ), taka, ze dla kazdej funkcji f € Lg°(R-; X)

M (Tl < © (M)

Wynik ten jest odpowiednikiem [134, Thm. 1.2 and 1.3, Part III], ktére dotycza operatoréw
M, M*, oraz operatoréw catkowych T z jadrami spelniajacymi klasyczne warunki Diniego (D).
Dowdéd korzysta ze standardowych technik rozwinietych miedzy innymi w pracach [13] oraz
[134] (zob. réwniez podejscia oparte na nieréwnosci Kolmogorova [5], [107]). To wladnie w tym
dowodzie zostala wykorzystana subtelna zaleznos¢ pomiedzy ostabionymi warunkami Diniego
(Dy.—), a struktura jednostronnego operatora Hardy’ego-Littlewooda M*.

Aby wykazaé, ze operatory catkowe, takie jak w twierdzeniu 4.4.4, sa ograniczone na wiek-
szej klasie funkcyjnych przestrzeni Banacha, niz tylko wagowe przestrzenie LP, w pracach [K1]
i [K3| stosujemy techniki interpolacyjne i metode ekstrapolacji Rubio de Francia. Oméwimy je
w kolejnym paragrafie.

4.4.5 Algorytm iteracyjny metody ekstrapolacji Rubio de Francia

Istotnym narzedziem stosowanym w dowodach wielu twierdzen otrzymanych w pracach [K1, K3,
K5] sa subtelne adaptacje algorytmu iteracyjnego metody ekstrapolacji rozwinietej przez Rubio
de Francia w serii prac [128, 129, 130, 133]. Idea tej metody, wyrazona przez Rubio de Francia
w [133], brzmi nastepujaco: The boundedness properties of a linear operator depend only on the
weighted L? inequalities that it satisfies.

Podany przez Rubio de Francia dowéd tej zasady ekstrapolacji (jak i wielu jej wariantéw
otrzymanych wczesniej) jest niekonstruktywny. Istotnym narzedziem w [133] jest twierdzenie
faktoryzacyjne Maurey’a i nieréwnos$¢ Krivina. Konstruktywny dowdd pewnych wczesniejszych
wariantéw tej zasady zostal podany przez Garcia-Cuerve w [60] poprzez wyabstrahowanie tak
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zwanego algorytmu iteracyjnego pozwalajacego konstruowaé wagi z klasy A;(R) posiadajace
szczegdlne wlasnoéci. W formalnym ujeciu algorytm ten jest wyrazony przez nastepujace ope-
ratory:

[ Mkf / 00 Skf ,
R = onasll \k Lp R raz R = - v @ Lp R
Fo= 2 Gty R oz RF= 0 Gy, € ).

gdzie M* oznacza k-ta iteracje operatora Hardy’ego-Littlewooda M, Sf := M(fw)/w (f €
LP(R)), p € (1,00) oraz w € Ay(R).

W pracy [K1] otrzymujemy odpowiednik tego algorytmu dla klas A, (R, ), gdzie odpowia-
dajace mu operatory wyrazone s w terminach operatoréw maksymalnych M i Mi Wymaga
to utworzenia odpowiednika twierdzenia Lorenza-Shimogakiego, ktére oméwimy ponizej (zob.
twierdzenie 4.4.8). W pracy [K3] stosujemy subtelna adaptacje algorytmu iteracyjnego w kla-
sycznej postaci. Natomiast, w pracy [K5] stosujemy pewne twierdzenia ekstrapolacyjne dla ogra-
niczonego zakresu wag.

Chociaz metody ekstrapolacyjne poczatkowo stosowane byly w kontekscie operatoréw i prze-
strzeni LP, autorzy pracy [37] zauwazyli, ze w algorytmie iteracyjnym operatory nie odgrywaja
istotnej roli i pewne twierdzenia ekstrapolacyjne potrafig by¢ wyrazone w terminach rodzin par
nieujemnych mierzalnych funkcji. W tym ujeciu systematyczne opracowanie metody ekstrapo-
lacji Rubio de Francia dla wag Muckenhoupta z rozszerzeniem do symetrycznych przestrzeni
funkcyjnych ukazalo sie w [36].

Przytoczona powyzej idea, stanowigca podstawe metody ekstrapolacji Rubio de Francia,
zostala w tej monografii wyrazona nastepujaco.

Twierdzenie 4.4.7 (Curbera, Garcia-Cuerva, Martell & Pérez, [36]). Niech p € (1,00) oraz
niech F bedzie rodzing par nieujemnych, mierzalnych funkcji na R. Zalézmy, ze dla kazdej wagi
v € Ap(R) istnieje stata Cp, taka Ze

gl ey < Cpoll fllzewy — dla kazdej pary (f,g) € F, g € LY(R).

Wtedy, dla kazdej przestrzeni symetrycznej Ey,, takiej ze pg,qr € (1,00), oraz dla kazdej wagi
Muckenhoupt w € Ay, (R), istnieje stala Cg, taka ze

l9llg. < Crwlflle, dla kazdej pary (f,g) € F,g € Ey.

Dowdd tego twierdzenia oparty jest na algorytmie iteracyjnym Rubio de Francia, tzn. wy-
korzystuje wlasnosci operatoréow R i R'.

7 pozoru ogdlne sformulowanie przy probie bezposredniego zastosowania do operatorow
o bardziej ztozonej strukturze oraz ogdlnych przestrzeni symetrycznych E, jak réwniez wag w,
rodzi pewne trudnosci wynikajace chocby stad, ze a priori nie istnieje kanoniczny podzbiér D
o tej wlasnosci, ze D C E,, w sposéb gesty oraz T'f € E,, dla kazdego f € D. Zauwazmy, ze
przy zalozeniu, ze dla pewnego p € (1,00) operator T jest ograniczony na przestrzeni LP(R)
dla kazdej wagi v € Ap(R), naturalnie okreslamy F jako {(|f|,[Tf]) : f € Uyea,m) LH(R)}
Wtedy, przyjmujac C(p,v) = || T|,», mamy stusznosé¢ zalozenia twierdzenia 4.4.7. Zgodnie z te-
zg otrzymujemy, ze jesli E jest przestrzenig symetryczng i w € Ay, to istnieje stala C, taka
ze [T fllg, < C|fllw dla kazdej funkcji f € Uyea,m) LY (R), dla ktérej Tf € E,. Wykaza-
nie, ze zbidr takich funkcji jest gestym podzbiorem przestrzeni E,,, bez dodaktowych zalozen
o przestrzeni E, wymaga odpowiednich argumentéw granicznych, czy tez interpolacyjnych.

W przypadku klasycznych operatorow Calderéna-Zygmunda, warunek wzrostu na jadra tych
operatorow pozwala rozstrzygnaé te kwestie aproksymacyjne. Nalezy tu podkredli¢, ze w przy-
padku tych operatoréw dowéd ich ograniczonosci na L (R) jest niezalezny od p i w (oparty jest
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na nieréwnosci Coifmana). Zatem, zgodnie z uwaga podana po [K3, Thm. 7], w przypadku ska-
larnym, ograniczonos¢ takich operatoréw na przestrzeniach symetrycznych wynika bezposrednio
z twierdzenia interpolacyjnego Boyda, w ktérym kluczowa role odgrywa miedzy innymi wynik
Calderéna (zob. np. [104, Lem. 2.b.12]). W przypadku operatoréw okreslonych na przestrze-
niach Lebesgue’a-Bochnera LP (X) (X dowolna przestrzen Banacha) nie jest jednak jasne jak
otrzymaé¢ odpowiednik wspomnianego wyniku Calderéna.

Poniewaz, w pracach [K1, K3, K5] mamy do czynienia z operatorami o bardziej zlozonej
strukturze niz operatory Calderéna-Zygmunda, dodatkowo z operatorowo-wartosciowymi jadra-
mi, aby uniknaé powyzej opisanych trudnosci, przeprowadziliSmy dokladniejsza analize algo-
rytmu iteracyjnego, wyodrebniajac jego cechy, ktoére wierniej oddaja przytoczona powyzej idee
metody ekstrapolacji Rubio de Francia, a ktére zostaly zatracone w ujeciu zaproponowanym
w [36]. Mianowicie, za pomoca algorytmu iteracyjnego wyrézniamy w tych pracach dwa istotne
aspekty tej metody. Dla przejrzystosci sformutowania, podamy je ponizej jedynie w przypad-
ku przestrzeni symetrycznych E nad (R; dt) z indeksami Boyda pg,qg € (1,00) oraz wagami
Muckenhoupta w € A, (R) (w tej wersji stosujemy je w pracy [K3]). Analogiczne podejécie
otrzymaliSmy w pracy [K1] w kontekscie klas A, (R+) odpowiadajacych operatorowi M (omé-
wimy je w kolejnym paragrafie).

(al) Dla kazdej funkcji f € E,(R;X) za pomca algorytmu iteracyjnego, tzn. korzystajac
z odpowiednich wlasnosci operatoréw R i R’, konstruujemy wage v € As(R), taka ze
f € L2(R; X), a wiec pokazujemy, ze

Eo(R;X)C |J LiR;X).
’UEAQ(R)

(a2) Dla operatora T, ktéry jest ograniczony na L2(R,; X) dla kazdej wagi v € A2(R) oraz

sup [Tl z(z2 rx)) < oo dla kazdego F C Aa(R), takiego ze sup[w]a, < oo,  (4.3)
weF v wEF
stosujac algorytm iteracyjny oraz twierdzenie Lorenza-Luxemburga wykazujemy, ze dla
kazdego f € E,(R; X), T'f € E,(R; X), jednoczesnie kontrolujac jego norme jako opera-
tora ograniczonego na E,,(R; X).

Zauwazmy, ze punkt (al) pokazuje, ze jezeli rozwazany przez nas operator T jest ograniczonym
operatorem na kazdej przestrzeni L2 (R, X), w € As(R), to T jest okreslony na calej przestrze-
ni E,(R; X). W szczegdlnodei, pokazuje to, ze zalozenia w [46, Thm. (E)] odnosnie dziedziny
rozwazanego tam operatora sa zbedne.

Warunek (4.3) powyzej ttumaczy forme twierdzen pomocniczych uzytych w dowodach gtow-
nych twierdzen osiagniecia (zob. m.in. twierdzenie 4.4.4, czy twierdzenie 4.6.6). Uwalnia nas to
od rozwazan granicznych sugerowanych w [36] przy stosowaniu twierdzenia 4.4.7. Podejscie to
wymaga kontroli zaleznosci statych Muckenhoupta w wielu klasycznych nieréwnosciach analizy
harmonicznej. W kontekscie naszych rozwazan wystarczy kontrola dajaca mozliwosé weryfikacji
warunku (4.3).

4.4.6 Twierdzenie o ekstrapolacji operatoréw catkowych

W pracy [K1], aby otrzymaé¢ analogiczne podejécie do tego zawartego w punktach (al) i (a2)
powyzej, udowodniliémy najpierw odpowiednik klasycznego twierdzenia Lorentza-Shimogakiego
dla operatoréw MjrIE
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Twierdzenie 4.4.8 ([K1, Prop. 4.1]). Niech E bedzie symetryczng przestrzenig nad (R4, dt)
z indeksami Boyda pg,qr € (1,00). Wowczas, dla kazdej wagi w € A;JEE (Ry) operator Mf jest
ograniczony na E,,.

Dowdéd tego twierdzenia jest konsekwencja otwartosci skali A;,t (R4) (zob. wniosek 4.4.2) oraz
twierdzenia 4.4.1, polaczonych z twierdzeniem Boyda o interpolacji zastosowanym do odpowied-
nio dobranego operatora Calderéna S, .

Wynik ten pozwolil nam w [K1] rozszerzy¢ algorytm iteracyjny Rubio de Francia na przypa-
dek klas A, (R4) oraz operatoréw Mf Mianowicie, jezeli przestrzen symetryczna E ma nietry-
wialne indeksy Boyda oraz w € A, (R ), wtedy operatory R = R,y oraz R’ = Rf,, okreslone
przez

R = _~ T < Ew R — Ay ]Ew’
T VR o R 2 g U

gdzie E/, oznacza przestrzefi dualng do E,, w sensie Kéthego oraz Sf := M (fw)/w dla f €
E!,, sa dobrze okreslone. Podane powyzej punkty (al) i (a2) maja swéj odpowiednik w tym
przypadku. Ostatecznie, w [K1] otrzymaliSmy nastepujacy, wielokrotnie juz wspominany, wynik

o ekstrapolacji operatoréw catkowych.

Twierdzenie 4.4.9 ([K1, Thm. 4.3]). Niech T bedzie operatorem calkowym, ktdrego jadro K :
R xR — L(X,Y) ma nosnik zawarty w sektorze {(t,s) € Ry xRy : t > s} oraz spelnia warunki
(D1,+) oraz (Dy ) dla kaZdego 1 <1 < co.

Wéwczas, dla kazdej przestrzeni symetrycznej E z indeksami Boyda pg, qg € (1,00) oraz dla
kazdej wagi w € A, (Ry), operator T jest ograniczony z Ey(Ry; X) w Ey(Ry;Y).

Twierdzenie to stanowi rdzen twierdzen o ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci réznych
typéw réwnan ewolucyjnych, ktore beda tematem kolejnego podrozdziatu.

4.5 Ekstrapolacja L’-maksymalnej regularnosci
4.5.1 Problem Cauchy’ego pierwszego rzedu

Niniejszy paragraf nawiazuje bezposrednio do opisu zagadnienia (b) przedstawionego w para-
grafie 4.3.1. Zgodnie z zamieszczonym tam odnosnikiem, rozpoczniemy od krétkiego uzupelnie-
nia informacji dotyczacych rozwoju teorii maksymalnej regularnoéci dla probleméw Cauchy’ego
pierwszego rzedu (APC).

Juz w literaturze lat szeéédziesiatych zauwazyé mozna byto dwa odmienne teoretyczne podej-
$cia do badania LP-maksymalnej regularnosci eliptycznych operatoréw rézniczkowych. Klasyczne
podejscie oparte bylo na teorii potencjatu i zostalo systematycznie opisane przez Ladyzhenska-
ja, Solonnikowa i Uraltseve w [102]. Alternatywne podejscie, zaproponowane niezaleznie przez
Sobolovskiego [138], Grisvarda [64], oraz DaPrato [38], polegalo na przeformulowaniu proble-
matyki tej teorii w terminach teorii holomorficznych pétgrup operatorowych na przestrzeniach
Banacha. Pozwolito to zidentyfikowa¢ szeroka klase operatoréw rozniczkowych posiadajacych
wlasno$¢ LP-maksymalnej regularnosci, miedzy innymi, generatory holomorficznych pétgrupy na
przestrzeniach Hilberta (De Simon [42]), operatory akretywne na przestrzeniach L¢ (Lamberton
[103]), czy generatory pélgrup spelniajacych oszacowania gaussowskie (Hieber i Priiss [75]). Po-
nadto, metoda domknietosci sumy operatorowej pozwolita wykazaé¢ LP-maksymalng regularnoéé
dla generatoré6w holomorficznych pétgrup na klasycznych przestrzeniach interpolacyjnych, oraz
dla generatoréw z ograniczonymi potegami utamkowymi na przestrzeniach typu UMD (Dore
i Venni [44]).
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Przypomnijmy réwniez, ze w [45] Dore wykazal, ze je$li domkniety operator A posiada
LP-maksymalng regularno$é, to jest on generatorem holomorficznej pétgrupy na X. Hipoteza
Brézisa (zob. [35]) méwiaca, ze kazdy generator holomorficznej pélgrupy na przestrzeni LP ma
te wlasno$é¢ zostala negatywnie rozstrzygnieta przez Kaltona i Laciena w [101]. Wykazali oni
stosujac techniki baz Schaudera, ze przestrzenie Hilberta to jedyne przestrzenie z bezwarunkowsg
baza, dla ktérych bycie generatorem holomorficznej pélgrupy jest réwnowazne z posiadaniem
LP-maksymalnej regularnosci.

Wspomniana w paragrafie 4.3.1 charakteryzacja LP-maksymalnej regularnosci otrzymana
przez Weisa ([145]) okazala sie bardzo uzytecznym narzedziem do sprawdzania LP-maksymalnej
regularnosci eliptycznych operatoréw rézniczkowych. Z jednej strony wynik ten pozwolit uproscié
dowody znanych juz faktéw, z drugiej, objal swoim zakresem nowe klasy operatoréw (np. klase
operatoréw eliptycznych w postaci dywergencyjnej [17, 18], czy operatory Stokesa [43, 57, 58]).

Przejdziemy teraz do omdwienia twierdzenia o ekstrapolacji maksymalnej regularnosci dla
abstrakcyjnych probleméw Cauchy’ego pierwszego rzedu, twierdzenia 4.5.1. Twierdzenie to od-
nosi sie w szczegoblnosci do konkretnych operatoréw rézniczowych rozwazanych w powyzej wspo-
mnianych pracach.

Niech A bedzie domknigtym operatorem na przestrzeni Banach X. Niech E oznacza prze-
strzen symetryczng nad (R4, dt) oraz niech w bedzie waga na R (zob. paragraf 4.4.1). Méwimy,
ze problem Cauchy’ego

w4+ Au=fwRy, u(0)=0, (4.4)

ma E,-maksymalng regqularnosé, jezeli dla kazdej funkcji f € Ey joc(R4; X) istnieje dokladnie
jedna funkcja u € I/Vlf)cl (R4, X), taka ze @, Au € Ey joc(R4; X) oraz u jest rozwigzaniem (4.4).

Przypomnijmy, ze jezeli —A generuje Cp-poOlgrupe, wtedy rozwiazanie tagodne u problemu
(4.4) jest dane przez formule Duhamela, tzn. u(t) = [°e~¢=5)4f(s)ds (¢ > 0). Dodatkowo,
jezeli (4.4) posiada LP-maksymalng regularnosé (E = LP oraz w = 1), wtedy pélgrupa genero-
wana przez operator — A, ktéra oznaczamy przez (e_tA)t>0, jest holomorficzna. W konsekwencji
otrzymujemy, ze dla kazdej funkcji f € L°(R; X) oraz dla kazdego ¢ ¢ supp f

Au(t) = /Ot Ae= =941 (5) ds.

Zatem, jesli (4.4) ma LP-maksymalna regularnosé, wtedy operator

T:17

loc

(Ry; X) — LP

loc

(R+7X)7 fHTf = A’LL,
jest operatorem splotu z jadrem danym wzorem:
Ae=t=9)A " edlit > s > 0,
K(t,s):=
0, W przeciwnym razie.

Holomorficzno$¢ tej pétgrupy implikuje, ze jadro K spelnia lokalnie (oba) warunki Calderéna-
Zygmunda. Gléwne twierdzenia ekstrapolacyjne, twierdzenie 4.4.9, prowadzi do nastepujacego
twierdzenia o ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci dla probleméw Cauchy’ego pierwszego
rzedu.

Twierdzenie 4.5.1 ([K1, Thm. 5.1]). Zalézmy, zZe problem Cauchy’ego pierwszego rzedu (4.4)
ma LP-maksymalng reqularnosé dla pewnego p € (1,00). Wowczas, posiada on E,-maksymalng
reqularno$é dla kazdej przestrzeni symetrycznej E nad (R, dt) z indeksami Boyda pg, qg €
(1,00) oraz dla kaidej wagi w € A, (Ry).
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Podkreslmy, ze oprocz ekstrapolacji powyzszego operatora catkowego T', ktora jest bezpo-
Srednia konsekwencja twierdzenia 4.4.9, nalezy przede wszystkim wykazac¢, ze dane zagadnienie
jest dobrze postawione w Ey, joc(R4; X). Zgodnie z terminologia podana na poczatku paragrafu
4.3.1, w tezie tego twierdzenia stwierdzamy, ze dane zagadnienie ma E,,-maksymana regularnosc¢
dla zerowego stanu poczatkowego, tzn. = 0. Charakteryzacje przestrzeni Xg, ztozonych z tych
wektoréw x € X, dla ktorych operator A ma E,-maksymalng regularnoé¢ dla kazdego = € Xg,
oméwimy w kolejnym paragrafie.

W pracy [K1] pokazujemy, ze ogblne twierdzenie o ekstrapolacji operatoréw catkowych, twier-
dzenie 4.4.9, moze by¢ zastosowane réwniez do nieautonomicznych probleméw Cauchy’ego pierw-
szego rzedu postaci:

u+A()u=fwRy, u(0)=0. (4.5)

Maksymalna regularnosé dla takich probleméw definuje sie analogicznie jak w przypadku auto-
nomicznym, tzn. gdy A(t) = A dla kazdego t > 0. W literaturze istnieje kilka (logicznie) nieza-
leznych warunkéw na operatory A(t), ktére implikuja, ze dany problem jest dobrze postawiony,
a w niektorych przypadkach warunki te gwarantuja nawet LP-maksymalng regularno$é danego
problemu. W tak zwanym przypadku parabolicznym, takimi warunkami okazuja sie by¢ warunki
Kato-Tanabe [88], [142, Sect. 5.3], warunki Acquistapace-Terrenigo [1], czy warunki wystepu-
jace w [123, Thm. 6.1, p. 150], badZ ostatecznie - w przypadku przestrzeni Hilberta - warunki
z [39, Thm. 1, p. 670]. Badania przeprowadzone w [27, Sect. 7] pokazaly, ze jezeli (A(t)):er,
jest rodzing domknietych operatoréw liniowych, ktore spelniaja warunki Kato-Tanabe, badz
jezeli zaréwno (A(t))ier, jak i (A(t)")ter, spelniaja warunki Acquistapace-Terreniego, wtedy
(A(t))ter, generuje tak zwang rodzing ewolucyjna (U(t,s))i>s>0 oraz rozwigzanie problemu
(4.5) jest dane wzorem:

¢
ult) = [ Ut s)f(s) ds,
0
a jadro
At)U(t,s), jeslit>s>0,
K(t,s):=
0, W przeciwnym razie,

stowarzyszone z operatorem maksymalnej regularnosci T'f := A(-)u spelnia oba warunki Calderéna-
Zygmunda. W szczegdlnosci, konsekwencja tych obserwacji i naszego twierdzenia ekstrapolacyj-
nego jest nastepujacy odpowiednik twierdzenia 4.5.1.

Twierdzenie 4.5.2 ([K1, Thm. 5.3]). Zaléimy, Ze rodzina (A(t))icr, spetnia warunki Kato-
Tanabe, badZ (A(t))ter, i (A(t) )ier, spelniajq warunki Acquistapace-Terreniego. Zalézmy do-
datkowo, Ze problem (4.5) ma LP-maksymalng regularnosé dla pewnego p € (1,00).

Wowczas, posiada on E,-maksymalng reqularno$é dla kazdej przestrzeni symetrycznej E
z indeksami Boyda pg, qr € (1,00) oraz kazdej wagi w € A, (Ry).

W przypadku, gdy X jest przestrzenia Hilberta, na mocy wynikéw Hiebera i Monniaux (zob.
[74, Thm. 3.1 and 3.2]), warunki Acquistapace-Terreniego gwarantuja LP-maksymalna regular-
nos$é dla kazdego p € (1,00). Z kolei w przypadku dowolnych przestrzeni typu UMD warunki te
implikuja LP-maksymalna regularno$é¢, gdy warunek sektorialnosci w nich wystepujacy zostanie
zastapiony przez mocniejszy warunek R-sektorialnosci (zob. [141, Satz 4.2.6]).

Przyktad nieautonomicznego réwnania parabolicznego, ktére moze zostaé przeformulowane
do powyzszego nieautonomicznego problemu Cauchy’ego postaci (4.5) z rodzina (A(t)), ktéra
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spelnia warunki Acquistapace-Terrenigo, zostal podany przez Yagi (zob. [146, Thm 4.1], jak réw-
niez Ouhabaz i Spina [122, Thm. 3.3]). Laczac ten ostatni wynik z twierdzeniem 4.5.2 otrzymali-
$my w [K1] nastepujacy przyklad ilustrujacy zasade ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci
dla probleméw nieautomonicznych.

Whniosek 4.5.3 ([K1, Cor. 5.4]). Niech H oraz 'V bedg przestrzeniami Hilberta, takimi ze V' jest
w sposéb ciggly i gesty zanurzona w H. Niech (a(t))i>o0 bedzie rodzing form péltoraliniowych na
V. Zalozmy, Ze

(a) la(t,u,v)| < M ||u|lv ||v]lv dla pewnego M > 0 oraz wszystkich t > 0, u, v € V,
(b) la(t,u,uw)| +w|lull? = nlul} dla pewnego w, n > 0 oraz wszystkicht > 0, u € V,

(¢) la(t,u,v)—a(s,u,v)| < K [t—s|° |[ully [[v|lv dla pewnego K >0, B > 5 oraz dla wszystkich
t,s=20,u,veV.

Niech A(t) bedzie operatorem na H stowarzyszonym z forma a(t), tzn.

D(A(t)) :={ueV:3f e HYv € V : a(t,u,v) = (f,v)g},
At)u = f.

Wtedy, nieautomoniczny problem Cauchy’ego (4.5) na H ma E-maksymalng regqularnosé dla
kazdej przestrzeni symetrycznej E z indeksami Boyda pg, qg € (1,00) oraz kazdej wagi w €

Ap (Ry).

4.5.2 Przestrzenie stanéw poczatkowych Xg

W niniejszym paragrafie oméwimy wyniki z pracy [K2] dotyczace opisu przestrzeni X¢ zlozo-
nych z tych stanéw poczatkowych z € X, takich ze jesli zagadnienie (4.4) ma ®-maksymalna
regularno$é¢ (dla stanu z = 0), to ma ono ®-maksymalna regularnoéé¢ dla kazdego stanu x € Xg.
Rozpoczniemy od oméwienia kilku wynikéw pomocniczych, ktére uzupetniajg klasyczne wyniki
z teorii interpolacji operatoréw liniowych, jak rowniez kontynuuja kierunek badan nad oszaco-
waniami klasycznego operatora Hardy’ego (zob. paragraf 4.4.3).

Znaczenie metod interpolacyjnych w teorii regularnoéci eliptycznych i parabolicznych zagad-
nien brzegowych, w ujeciu abstrakcyjnych probleméw Cauchy’ego pierwszego rzedu, podkreslone
bylo miedzy innymi w monografiach [22], [108], [109] oraz [143]. Klasyczne, rzeczywiste prze-
strzenie interpolacyjne (X,Y), ¢ w sposéb naturalny identyfikowane sg jako przestrzenie Sladow
klasycznych przestrzeni Soboleva, co z kolei prowadzi do opisania przestrzeni tych wartoéci po-
czatkowych, dla ktérych rozwiazania zagadnienia (4.4) maja zadana regularnos$é (jako funkcje
wektorowe zmiennej ).

W celu efektywnego opisania przestrzeni X¢, w pracy [K2] najpierw okreslamy te przestrze-
nie jako przestrzenie $ladu [X,Y]e (zob. [K1, Sect. 2.1]). Naturalnym zalozeniem jest to, aby
przestrzen funkcyjna Banacha ® zanurzata sie w sposéb ciagly w przestrzen L}OC(RJF). W szcze-
gélnosci, jako ® mozemy rozwazaé przestrzenie E, (R ) z wagami nalezacymi do klas A, (R4)
(zob. paragraf 4.4.2).

Niech (X,Y") bedzie para interpolacyjna przestrzeni Banacha X i Y. Rozwazmy wogdlniong
przestrzen Sobolewa:

W (X,Y) = {u e Wil(X + V) ue d(Y),i € d(X)}.
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Przestrzen sladu odpowiadajaca przestrzeni ® definiujemy nastepujaco:
To(X,Y) = [X,Y]e := {u(0) :u € WH*(X, )}
Przestrzen ta jest przestrzenia Banacha ze wzgledu na norme:
2l yye = inf {[ulon) + l@loc) 1 u € WH(X,Y),u(0) = 2} .

Aby wyrazié przestrzenie §ladu [X, Y] w terminach bardziej dogodnych ze wzgledu na za-
stosowania, w [K2, Sect. 2.2] rozwazamy uogdlnione rzeczywiste przestrzenie interpolacyjne okre-
$lone za pomoca funkcyjnych przestrzeni Banacha &.

Rzeczywiste przestrzenie interpolacyjne w takiej ogélnosci byly rozwazane w ujeciu K-
metody zaproponowanej przez Peetre. Miedzy innymi, Bennett rozszerzyl K-metode zastepujac
klasyczne LP przestrzenie przstrzeniami symetrycznymi E w [14] (bez wag). Z drugiej strony
kilku autoréw rozwazalto rozszerzenie K-metody uzywajac ogélniejszych wag niz wagi potegowe,
pozostajac jednak przy przestrzeniach LP (zob. np. Kalugina [87] (wagi quasi-potegowe), Sagher
[135] (wagi typu Calderéna), czy niedawna praca Bastero, Milmana i Ruiza [12] (wagi typu Cal-
deréna). W pracy [12] rozwazane byly wagi w, wprowadzone przez Arino i Muckenhoupta w [6],
dla ktérych operator Hardy’ego jest ograniczony na stozku malejacych funkcji na L. W pelnej
ogolnosci rzeczywiste przestrzenie interpolacyjne okreslone dla przestrzeni funkcyjnych Banacha
byly badane przez Bennetta i Sharpley’a [15] oraz Brudnyi’a i Krugljaka [21]. Nasza definicja
tych przestrzeni nieznacznie rézni sie od tej w [21].

Przypomnijmy pojecie K-funkcjonatu: dla kazdego x € X 4+ Y oraz t > 0 niech

K(t,z):=inf{la|x +t|bly :a€ X, b€ Y,a+b=1zx}.

W terminach K-funkcjonatu definiujemy uogdlnione rzeczywiste przestrzenie interpolacyjne (X,Y)e
nastepujaco:

Ko(X,)Y) :=(X,Y)o := {x €EX+Y: [(0,00) Dt t'K(t,x)] € <I>},

i wyposazamy je w norme:
el = [OTKGD)|, @ (X V),

Funktory Tg oraz K¢ sa funktorami interpolacyjnymi wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednio
X(0,1) € ® oraz min(1, %) € & (zob. [K2, Lem. 2.1, 2.2]). Podkredlmy réwniez, ze jesli & =
Lr(tP1=9-14dt) (p € [1,00) oraz § € (0,1)), to odpowiadajaca przestrzen $ladu [X,Y]s oraz
przestrzen (X, Y ) sa niczym innym jak klasyczna rzeczywista przestrzenia interpolacyjna, ktéra
zazwyczaj oznaczana jest przez (X,Y)g, (zob. np. [109, Prop. 1.13], [143, Thm. 1.8.2, p. 44]).

Ponadto, niech £p (odpowiednio, £py¢) oznacza klase funkcyjnych przestrzeni Banacha &,
takich ze operator Hardy’ego P (odpowiednio, operator Calderéna P + @) jest ograniczony na
®. Zauwazmy, ze jezeli & € L£p, wtedy & C Llloc, oraz x(o,1) € ® wtedy i tyko wtedy, gdy
min(1, %) € ®. Ponadto, jezeli x(o,1) ¢ @, to [X,Y]e = {0} = (X,Y)s (zob. [K2, Lem. 2.1 (i),
2.2 (1)]).

Wspomniang powyzej rownowaznosé¢ funktoréw interpolacyjnych Ty oraz K mozna wyrazic¢
nastepujaco.

Twierdzenie 4.5.4 ([K2, Thm. 2.3]). Dla kazdej funkcyjnej przestrzeni Banacha ® € £p oraz
kazdej pary interpolacyjnej Banacha (X,Y), [X,Y]e = (X,Y)s.
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Podkreslmy, ze zgodnie z wynikami opisanymi w paragrafie 4.4.3, operator Hardy’ego P
jest ograniczony na E,, tzn. E,, € £p, dla kazdej przestrzeni symetrycznej z nietrywialnymi
indeksami Boyda i kazdej wagi w € A, (R ).

Twierdzenie to redukuje opis przestrzeni X¢ do opisu uogdlnionych rzeczywistych przestrze-
ni interpolacyjnych (X,Y )¢ otrzymanych za pomoca K-metody. Oczywiscie w kontekscie in-
teresujacego nas zagadnienia (b), nasze rozwazania ograniczaja sie do przypadku, kiedy Y jest
dziedzina D(A) operatora sektorialnego A na przestrzeni Banacha X wyposazona w norme
wykresowa. Operatory sektorialne odgrywaja istotng role w teorii réwnan rézniczkowych czast-
kowych, jak réwniez w abstrakcyjnym ujeciu teorii réwnan ewolucyjnych. Przypomnijmy, ze
operator A nazywany jest operatorem sektorialnym, jeli o(A) C Sy = {z : |argz| < ¢}
oraz supygg, [A(A — A)7Y| < oo dla pewnego ¢ € (0, 7). Dodatkowo, oznaczymy przez ¢4 kat
sektorialnosci operatora A, tzn. infimum po tych ¢, dla ktorych zachodzi powyzszy warunek
sektorialnosci.

Alternatywny opis klasycznych rzeczywistych przestrzeni interpolacyjncych (X, D(A)), ¢ byl
tematem badan wielu autoréw. W szczegdlnosci, przedstwienie tych przestrzeni jako przestrzeni
typu Besova bylo badane przez Komatsu [93] (zob. rézniez Triebel [143]), Haase [66, Chap. 6],
oraz Kaltona i Kucherenko [84] (zob. rézniez prace Krieglera i Weisa [95], czy Kunstmanna
i Ullmanna [96]).

Zaproponowane w [K2] podejscie opisuje uogdlnione przestrzenie interpolacyjne (X, D(A))s
w terminach holomorficznego rachunku funkcyjnego operatora A (zob. [K2, Thm. 3.1]), jak réw-
niez w terminach regularnosci orbit Cy-pdlgrupy generowanej przez operator —A (zob. [K2, Thm.
3.5]). Przejrzyste sformulowanie tych wynikéw wymaga wprowadzenia kilku poje¢ pomocnicz-
nych. Niech H*(Sy) (¢ € (0, 7)) bedzie algebra wszystkich, holomorficznych funkcji zespolonych
okreslonych na sektorze Sy. Rozwazmy nastepujace podalgebry algebry H*(Sy):

H{O(Sy) :={f € H*(Sy) : 3C, s > 0 takie ze |f(z)] < Cmin(|z|*, |2|7%) (z € Sy)},
E(Sp) = H*(Sp) @ (1 +2)71) @ (1).
Dla kazdej funkeji f € H3°(S4) (¢ € (¢pa, 7)) okredlamy operator

f(A) = | FeRGEA) 6
¢

T 2mi
oraz dla f = fo+ 7= + p € £(94) (fo € H3®(Sp), A, u € C), niech
FA) = fo(A) + NI+ A7+ ul.

Twierdzenie 4.5.5 ([K2, Thm. 3.1]). Niech A bedzie operatorem sektorialnym na X oraz niech
¢ € (pa, ). Zaloimy, Ze 1 jest funkcjq holomorficzng na Sy spetniajgce nastepujgce warunki:

(Z) 1/]7 (')_lw € E(S¢)f
(i3) lim,—o 2z '9(2) # 0 oraz () # 0 dla kazdego z € Sg, oraz

P(s2)
s1p(2)

< 00

sup
ZES¢,S>1

Wtedy, dla kazdego ® € £p, takiego Ze min(1, %) € P,
(X,Da)e = {z € X : [(0,00) 3t [t (tA)a|x | € B}
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oraz
2l (x,0008 = l2lx +[|() T (A)2lx]ly  (z € (X, Da)s).

Dodatkowo, jesli A jest operatorem odwracalnym, to
2l nae = ||V A, (@€ (X, Da)e).

Przy dodatkowym zalozeniu, ze operator ) jest ograniczony na ®, warunek (i7) na funkcje
1 # 0 w powyzszym twierdzeniu mozna pominaé (zob. [K2, Thm. 3.4]). Dowdd tych charak-
teryzacji nasladuje idee dowodu [66, Thm. 6.2.1] podanego przez Haase, ktéry wyraza w je-
zyku rachunkéw funkcyjnych wyniki Komatsu ([93, 94]) dotyczace opisu klasycznych rzeczywi-
stych przestrzeni interpolacyjnych (X, D(A)), 0. W celu rozszerzenia tych wynikéw na przypadek
uogélnionych przestrzeni interpolacyjnych (X, D 4)¢ zastepujemy nieréwnosci Hardy’ego-Younga
uzyta w [66], przez ograniczonos$¢ operatora Hardy’ego P, badz tez jego sprzezenia @), na prze-
strzeni funkcyjnej ® pelniagcej role parametru danego funktora interpolacyjnego K.

W szczegélnym przypadku powyzszej charakteryzacji, gdy ¢ (z) := ze™* oraz — A jest genera-
torem holomorficznej pélgrupy na X powyzszy opis przestrzeni (X, D4)g przyjmuje nastepujaca
postac:

(X,Da)p ={zreX: {(O,oo) St ]Ae_tAa:|X] € P}

oraz
2l (x,D)e = l2lx + [[Ae™ 2] (z € (X, Da)o)

dla kazdej przestrzeni ® € £p (zob. [K2, Rem. 3.3]). Dla klasycznych rzeczywistych przestrzeni
interpolacyjnych (X, Da)gyp (0 € (0,1), p € [1,00]) taki opis jest dobrze znany (zob. Komatsu
[93], badZ Butzer i Berens [22]).

Graniczny przypadek twierdzenia 4.5.5, ktorego dowdéd wymaga innych technik dowodowych,
odpowiada sytuacji, w ktérej operator — A jest generatorem ograniczonej Cy-pdigrupy, a funkcja
1 jest, na przyklad, postaci ¢¥(z) = e™* — 1.

Twierdzenie 4.5.6 ([K2, Thm. 3.5]). Niech —A bedzie generatorem ograniczonej Co-pdlgrupy
S na przestrzeni Banacha X. Wtedy, dla kaZdej przestrzeni funkcyjnej Banacha ® € £p,

(X,Da)gp = {x € X : [(0,00) Dt t1|(S(t) — I)z|x] € D}

2l (x,pa)e = |2lx + () THSC) = Dalxlly (o€ (X, Da)y)-

Mozliwos¢ wyrazenia rzeczywistych przestrzeni interpolacyjnych (X, D)g, w terminach or-
bit Cy-pdlgrup operatorowych po raz pierwszy zostala zauwazona przez J. L. Lionsa (zob. np.
[143, Sect. 1.13]).

Wracajac do twierdzenia 4.5.5, wynik ten rozszerza wynik otrzymany przez Kaltona i Ku-
cherenko (zob. [85, Thm. 5.4] dla ¢ = 0,7 = 1). Zaproponowane w [K2] podejscie r6zni si¢ od
ich podejécia w kilku punktach. Nasze zalozenie i techniki dowodowe nie wymagaja, aby opera-
tor sektorialny A byl injektywny, ani by miat gesty obraz i dziedzine. Ponadto, nasze zatozenie
o przestrzeni funkcyjnej ® nie wymaga, aby przestrzen L2° byla gesta w przestrzeni @, ani nie
nakladamy ograniczen na gorny indeks Boyda. Zauwazmy, ze L° nie jest gesta w przestrzeniach
Lorentza ® := LP*°. Jezeli oznaczymy przez ®, domkniecie L2°® w ¢, wtedy mozna pokazal, ze
(X,Y)a, jest wlasciwym podzbiorem zbioru (X,Y)s, tzn. Xo, jest wlasciwym podzbiorem Xg.
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Charakteryzacja ta pozwolila nam otrzymaé alternatywny, elementarny dowdéd podanego
przez Kaltona i Kucherenko rozszerzenia twierdzenia Dore orzekajacego, ze cze$¢ operatora sek-
torialnego A w przestrzeniach (X, D4)g zawsze posiada ograniczony holomorficzny rachunek
funkeyjny (zob. [K2, Thm. 3.6]).

Wynikiem podsumowujacym badania przeprowadzone w pracach [K1,K2] w kontekscie eks-
trapolacji LP-maksymalnej regularnosci probleméw Cauchy’ego pierwszego rzedu z uwzglednie-
niem przestrzeni stanéw poczatkowych, jest nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.5.7 ([K2, Thm. 5.1]). Zalézmy, Ze problem (4.4) ma LP-maksymalng regular-
nosé dla pewnego p € (1,00). Wtedy, dla kazdej przestrzeni symetrycznej E nad (Ry, dt) z in-
deksami Boyda pg, qr € (1,00), dla kaidej wagi w € A, (Ry), dla kaZdej funkcji f € By joc(X)
oraz kazdego wektora x € (X, Da)g, zagadnienie

4+ Au=f wRy, u(0)=mux,

posiada dokladnie jedno rozwigzanie u € T/Vli’cl (X), takie Ze 0, Au € By, 1oc(X).

4.5.3 Problem Cauchy’ego drugiego rzedu

W tym paragrafie oméwimy wyniki z pracy [K3] prowadzace do twierdzenia o ekstrapolacji LP-
maksymalnej regularnosci probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu, ktére w ostatecznej formie
wyrazone zostato w [K1, Thm. 5.5].

Pojecie LP-maksymalnej regularnoéci dla probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu zostato
wprowadzone stosunkowo niedawno w pracy [28]. Niech A oraz B beda domknietymi, linio-
wymi operatorami na przestrzeni Banacha X. Podobnie jak w przypadku problemu Cauchy’ego
pierwszego rzedu mdéwimy, ze problem

i+ Bu+ Au=f wRy, u(0)=1u(0)=0. (4.6)

ma LP-maksymalng regularnosé, jezeli dla kazdej funkcji f € Lf “o(Ry; X) posiada on dokladnie
jedno rozwigzanie u € VVli’cl(RJr;X), takie ze u, 4, i, Au, Bu € L} (Ry;X). Analogicznie
definiuje si¢ ®-maksymalna regularnosé dla funkcyjnych przestrzeni Banacha @, ktére w sposob
cialgy zanurzaja si¢ w przestrzen L ., w szezegdlnosci dla przestrzeni E,,, gdzie w € A, (Ry).

W [29] Chill i Shrivastava pokazali, ze LP-maksymalna regularno$¢ takiego problemu jest
niezalezna od parametru p € (1,00). Wynik ten opiera si¢ na stabych (1,1) oraz L*°-BMO
oszacowaniach dla operatoréw catkowych zwigzanych z tym problemem oraz twierdzeniu in-
terpolacyjnym Marcinkiewicza. Kluczowa obserwacja w tej pracy jest to, ze LP-maksymalna
regularno$¢ problemu (4.6) pozwala wykazaé istnienie tak zwanej funkcji sinus (ang. sine fa-
mily) S € C(Ry; L(X)) N C*®((0,00); L(X, D4 N Dp)), dla ktérej jednoznacznie wyznaczone
rozwiazanie tego problemu ma postaé¢ u = Sx f (zob. [29, Prop. 2.2]). W konsekwencji, operato-
vy f Au, f Bii f — ii sy operatorami catkowymi na Ly, (R+; X) odpowiednio z jadrami
AS(-), BS() i S(-). W przeciwienstwie do przypadku problemu Cauchy’ego pierwszego rzedu,
nie potrafiliSmy wykazaé, ze jadra te spetniaja warunek wzrostu, tzn. pierwszy warunek w de-
finicji klasycznych operatoréw Calderéna-Zygmunda. Jednakze, spelniaja one (lokalnie) drugi
warunek Calderéna-Zygmunda (zob. [29, Thm. 4.2] oraz [K3, Thm. 6]), co w szczegblnosci po-
zwolito ekstrapolowaé¢ LP-maksymalna regularno$é¢ tych probleméw do wagowych przestrzeni
symetrycznych nad (R, dt), gdzie wagi w spelniaja klasyczny warunek Muckenhoupta (zob. [K3,
Thm. 1]). PéZniejsze badania nad ekstrapoalcja opertoréw catkowych przeprowadzone w pracy
[K1] (zob. paragraf 4.4.6), pozwolily nam rozszerzy¢ ten wynik na wagi z wigkszej klasy A, (R+).
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Twierdzenie 4.5.8 ([K1, Thm. 5.5]). Zalézmy, zZe problem Cauchy’ego drugiego rzedu (4.6)
ma LP-maksymalng reqularnosé dla pewnego p € (1,00). Wowczas, posiada on E,-maksymalng
reqularno$é dla kazdej przestrzeni symetrycznej E z indeksami Boyda pg, qz € (1,00) oraz dla
kazdej wagi w € A, (Ry).

Ponizej opiszemy kluczowe wyniki z pracy [K3], ktére prowadza do powyzszego twierdzenia,
podkreslajac jednoczesnie réznice pomiedzy wynikami otrzymanymi dla problemu Cauchy’ego
pierwszego rzedu (4.4).

Dla dowolnych przestrzeni Banacha Y oraz Z w sposéb ciggly zanurzonych w przestrzen
Banacha X, okreSlmy przestrzen maksymalnej reqularnosci:

VvliiEw(RJr;Xax Z) = {u € M/lig(R+aX) NS Ew,lOC(R+; Z)au € Ew,loc(RJr;Y)a
oraz i € Eqy joc(R4; X)},

ktora rozwazamy jako przestrzen Frécheta. Dodatkowo, zdefiniujmy przestrzen sladu nastepuja-
co:

loc

(XY, Z)g, = {(u(0),d(0)) € X x X :uc Wi (Ry; X, Y, 2)},

ktora jest przestrzenia unormowang ze wzgledu na norme ilorazowa:

(w0, u1)l(x,v,2)s, = Inf{llux(o,nllEw(2) + @x(0,1)llEL. () + X (0,1) I (x) :
ue W2E (R, X,Y, Z) oraz (u(0),4(0)) = (ug,u1)}.

loc
Przestrzen ta pelni taka sama role jak przestrzen sladu [X,Y]e w kontekscie problemu (4.4)
(zob. [K3, Lem. 3]). W tym przypadku, nie udalo sie nam opisa¢ odpowiadajacej przestrzeni
stanéow poczatkowych w podobny sposéb do tego oméwionego w paragrafie 4.5.2. W ogdlnoéci
nie jest nawet jasne, czy przestrzen Sladu (X,Y, Z)g,, jest przestrzenia zupelna. Ma to miejsce,
gdy w = 1, oraz w przypadku wag potegowych, tzn. w(t) = t“ (¢t > 0)). Ponadto, rozwazania
przeprowadzone w [K3, Sect. 3] pokazuja, ze zachodzi nastepujacy rozklad tej przestrzeni, gdy
w=1:
(X,Y,Z2)e = (X,Y, 2)% x (X,Y, Z)g,

gdzie (X,Y, Z)% i (X,Y, Z)i, sa przestrzeniami Banacha w sposéb ciagly zanurzonymi w X (zob.
[K3, Lem. 2]). W terminach tego rozktadu sformulowany jest wynik o catkowej reprezentacji
rozwiazan zagadnienia (4.6). W [K3, Thm. 6] zawarte sa informacje zastosowane w [K1] do wy-
kazania ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci problemu (4.6). Podkreslmy, ze w przypadku
tego problemu, nalezy pokazaé, ze kazdy z nastepujacych operatoréow catkowych:

T3f = ATof, Tif = (Tof), Tuf =B(Tof), Tof =(Tof)" (f € L}, .(Ry; X))

he(Ri; X) — WEY (Ry; X, Dp, D) jest
operatorem, ktéry przyporzadkowuje prawej stronie réwnania (4.6) jego rozwiazanie (istniejace
na mocy zalozenia o LP-maksymalnej regularnosci). Ostatecznie, odpowiednikiem twierdzenia
Dore méwiacego, ze LP-maksymalna regularno$é zagadnienie (4.4) implikuje, ze stowarzyszony
z nim operator —A jest generatorem holomorficznej Cy-pdlgrupy, w przypadku problemu (4.6)
pelni role [K3, Thm. 4].

Przejdziemy do oméwienia zastosowania twierdzenia 4.5.8 do konkretnych réwnan réznicz-
kowych czastkowych. W literaturze istnieje zaledwie kilka wynikow podajacych warunki wystar-
czajace na operatory A i B, aby dany problem (4.6) posiadal LP-maksymalna regularno$é¢ dla
pewnego p € (1,00). W szczegélnym modelu problemu (4.6), w ktérym B := «aA® (¢ € [%, 1]

jest ograniczony na przestrzeni E,,(X). Operator Ty : L
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oraz a > 0), jego LP-maksymalna regularnosé potrafi by¢ wyrazona w terminach mnoznikéw Fo-
uriera zwiazanych z tym problemem (zob. [28, Thm. 3.1, 4.1]). W tym modelowym przyktadzie
przestrzen X jest przestrzenia UMD z wlasnoScia («) Pisiera, operator A posiada tak zwany
RH®-rachunek funkcyjny (okreslenie tych poje¢ znajduje sie m.in. w [28], [66], czy [145]).

Przyktad réwnania rézniczkowego czastkowego, ktore objete jest tym wynikiem, to nastepu-
jace liniowe réwnanie Eulera-Bernoulliego belki z po$rednim tlumieniem:

Ut — Utgg + Uggrar = f w R+ X (0,71'),
u(t,0) = u(t,m) = Upy(t,0) = ugy(t,7) =0 dla kazdego t € Ry, (4.7)
u(0,2) = up(x), u(0,2) = ui(x) dla kazdego = € (0, ).

Laczac [28, Thm 3.1, Thm. 4.1]) z [K1, Thm.5.5] otrzymaliémy nastepujaca wlasnosé regularnosci
rozwigzan tego réwnania.

Whniosek 4.5.9 ([K3, Cor. 11}, [K1, Thm. 5.5]). Niech q € (1,00), niech E bedzie przestrze-
niq symetryczng E z indeksami Boyda pg, gz € (1,00), oraz niech w € A, (Ry). Ponadto,
niech Dy = {u € W4P(0,7) : u(0) = u(7) = upz(0) = uge(7) = 0}. Wtedy, dla kaidej
[ € Eyoc(Ry; LU0, 7)) oraz kazdej pary (uo,u1) € (LI(0,1), W4 Wol’q(o,ﬂ'),DA)]Ew problem
(4.7) posiada dokladnie jedno rozwigzanie u € I/Vli’fz” (Ry;L9(0,1), W24 N Wol’q((),ﬂ),DA). w

szezegdlnosci, oznacza to, zZe u spelnia réwnanie (4.7) prawie wszedzie, oraz warunki poczatkowe
1 warunki brzegowe w sensie klasycznym, i ponadto

U, Uty Utzg, Uzzzz € Ew,loc(R—H Lq(oaﬂ))~

Innym przyktadem problemu Cauchy’ego drugiego rzedu posiadajacego LP-maksymalna re-
gularnos¢, do ktérego stosuje sie powyzsze twierdzenie 4.5.8, jest nastepujacy problem wariacyjny
drugiego rzedu.

Whniosek 4.5.10 ([K3, Cor. 12|, [K1, Thm. 5.5]). Niech V' oraz H bedqg dwoma osrodkowymi
przestrzeniami Hilberta, takimi, Ze V' zanurza sie w sposéb ciggly i gesty w H. Niech A oraz B
bedg dwoma lintowymsi, maksymalnie monotonicznymi, symetrycznymi, niekoniecznie komutujg-
cymi operatorami z V. do V'. Wtedy, dla kazdej przestrzeni symetrycznej E z indeksami Boyda
PE, g € (1,00) oraz kazdej wagi w € A, (R) problem

i+ Bu+Au=f wRy, u(0)=1a(0)=0. (4.8)
ma E,-maksymalng reqularnosé.

Fakt, ze powyzszy problem (4.8) ma L2-maksymalng regularnosé byt udowodniony w [39]
przez zastosowanie metody Faedo-Galerkina i pewnych a priori oszacowan. Podkreslmy, ze
dowdd istotnie zalezy od technik teorii przestrzeni Hilberta i nie implikuje bezposrednio LP-
maksymalnej regularnosci dla p réznych od 2.

Przykltad réwnania rézniczkowego, ktore ilustruje powyzszy wniosek przedstawiony jest w [K3,
Sect. 7.2]. Niech © C R bedzie otwartym zbiorem oraz niech a;j, bjj € L=(Q) (1 <4, j < N)
beda wspoétczynnikami, takimi ze dla pewnej statej n > 0,

a;j = aj; oraz b;; = bj; dla kazdego 1 <1, j < N,

> ai ()& > nlé)? oraz
i,J

> bij(2)&&; > nlé|* dla kazdego x € Q, £ € RN,
1,7
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Rozwazmy nastepujace zagadnienie:

Ofu+ 325 5 0(bij0i0ku) + 32 5 05(ai0u) = [ w Ry x Q,
w=0 w R, x 09, (4.9)
u(0,-) =0, Ju(0,-)=0 w .

Whniosek 4.5.11 ([K3, Cor. 13], [K1, Thm. 5.5]). Niech E bedzie przestrzeniq symetrycz-
ng z indeksami Boyda pg, qg € (1,00) oraz niech w € A, (Ry). Wtedy, dla kazdej funkcji
[ € Eyioc(Ry; HY(Q)) oraz kazdej pary (ug,u1) € (H1(Q), HL(), H(Q))E, problem (4.9)
posiada dokladnie jedno rozwigzanie u € I/Vli’fzw (Ry; H-Y(Q), H(Q), HL (), tzn. u spetnia réw-
nanie (4.9) oraz warunki poczgtkowe i brzegowe w stabym sensie, a w szczegdlnosci

u, O € Eyy joc(Ry; H&(Q)) oraz
a,?u, 05(bi;0;0pu), 0j(a;j05u) € Eyy joc(Ry; H Q) dla wszystkich 1 < i, j < N.

Stosujac techniki perturbacji mozna wykazaé analogiczne twierdzenia o ekstrapolacji LP-
maksymalnej regularnosdci dla nieautonomicznych probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu, tzn.
probleméw w kérych operatory A i B zaleza od czasu t (zob. [K3, Sect.7.3]).

4.5.4 Generatory operatorowych funkcji cosinus

W tym paragrafie oméwimy wyniki z pracy [K6] dotyczace rozwiazywalnosci jednorodnego pro-
blemu Cauchy’ego drugiego rzedu (4.6), w ktérym operator B jest operatorem zerowym. Ba-
daniem takich niekompletnych probleméw Cauchy’ego drugiego rzedu zajmuje sie teoria ope-
ratorowych funkcji cosinus. Opis podstaw tej teorii znajduje sie w [4, Sect. 14-16], natomiast
systematyczny przeglad jej wynikéw mozna znalezé w [144].

Przedstawione ponizej wyniki nie sg bezposérednio zwiazane z maksymalna regularnoscia
takich probleméw Cauchy’ego.' Jednakze ich dowody wykorzystuja pewne narzedzia i techniki
rozwiniete przy badaniu zagadnienia ujetego w punkcie (a) (zob. réwniez opis kierunku badan
odpowiadajacego temu zagadnieniu w paragrafie 4.3.1). Wyniki te dostarczaja przede wszystkim
kilka nowych charakteryzacji generatoréw funkcji cosinus. Ponadto, podane zostalto zastosowanie
tych charakteryzacji do pewnej problematyki teorii funkcji cosinus.

Przypomnijmy, ze jesli operator A jest generatorem funkcji cosinus C, to nastepujace proble-
my Cauchy’ego drugiego i pierwszego rzedu z nim stowarzyszone sa dobrze postawione zaréwno
w sensie klasycznych, jak i tagodnych rozwiazan (zob. [4, Sect. 14-16]):

W= Au wRe, W(0)=x, u(0)=y (r,yeX),

u=Au wRy, u(0)=z (z€X).

Ponadto, dobrze znane twierdzenie Fattoriniego [51] o pierwiastku generatora funkcji cosi-
nus implikuje, ze przy dodatkowych zalozeniach na przestrzen X oraz operator A nastepujacy
abstrakcyjny problem Schrédingera:

= —i(-A)?u wR, u(0)==z (z € X),

137wréémy uwage, ze kazdy generator operatorowej funkcji cosinus na przestrzeni UMD posiada LP-maksymalng
regularnos$é (jest to np. wniosek z [71, Thm. 5.5] oraz [86, Thm. 6.5]). Zatem dla stowarzyszonych z takimi
operatorami probleméw Cauchy’ego pierwszego rzedu (4.4) zachodzi, w szczegdlnosci, teza twierdzenia 4.5.7.
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jest réwniez dobrze postawiony, tzn. operator i(—A)Y/? generuje Cop-grupe (U(t))ier na X.

Wilasno$¢ ta nazywana jest w literaturze rozkladem funkcji cosinus, poniewaz woéwczas mamy,
ze C(t) = S(U(t) + U(-t)), t € R.

W serii prac [51, 52, 53, 54] Fattorini rozwinal teorie operatorowych funkcji cosinus gléwnie
w odniesieniu do powyzszych probleméw. W ostatnim dwudziestoleciu wzrosto zainteresowanie
kierunkiem badan zapoczatkowanym przez Fattoriniego. Gtéwnym celem bylo zrozumienie re-
lacji pomiedzy funkcja cosinus a stowarzyszona z nia Cp-grupa. Miedzy innymi, w [70] Haase
zaproponowal nowe podejsécie do badania rozkladu jednostajnie ograniczonych funkcji cosinus
na przestrzeniach typu UMD poprzez rachunek funkcyjny Phillipsa, tak zwana zasade transferu
oraz operatorowe mnozniki Fouriera (zob. réwniez [69]). Inne podejscie oparte na odwrotnej for-
mule Widdera oraz teorii brzegowych wartosci holomorficznych pélgrup bylto podane w [31, 89].
Rozklad dyskretnej funkcji cosinus badany byl réwniez w [30].

Oczywiscie problem rozkladu funkcji cosinus jest écisle zwigzany z charakteryzacjami gene-
ratoréow funkeji cosinus i Cp-grup, ktére réwniez byly tematem badan w tym czasie (niezaleznie
od kwestii rozkladu funkcji cosinus). Dla przyktadu, w [116] Miana scharakteryzowal generatory
funkcji cosinus w terminach wektorowo-wartosciowej transformaty cosinus. Interesujaca charak-
teryzacje w terminach obrazu numerycznego mozna znalezé w [68, Cor. 7.4.8]. Inna charaktery-
zacja w terminach wartosci brzegowych stowarzyszonej holomorficznej potgrupy zostata podana
w [89]. Ciekawa charakteryzacja generatoréw Cp-grup na przestrzeniach Hilberta podana byla
w [67], ktéra uzupelnia wezesniejsze badania w tym kierunku (zob. [26, 105, 150]).

W pracy [K6] otrzymane zostaly istotnie nowe charakteryzacje generatoréw funkcji cosi-
nus i Cy-grup na przestrzeniach UMD, ktore, w szczegdlnodci, w elementarny sposéb ttumacza
zjawisko rozkltadu funkcji cosinus.

Twierdzenie 4.5.12 ([K6, Thm. 2.5]). Niech A bedzie gesto okreslonym, liniowym operatorem
na przestrzeni Banacha X z wlasnoscig UMD. Wowczas nastepujgce stwierdzenia sq rownowaz-
ne.

(i) A generuje funkcje cosinus na X.

(i) Istniejq stale o > 0 im € Ny, takie ze {\* : Re X > 0} C p(A), SUPRerse A R(AZ, A)| <
00, oraz

/ eM(z*, RN, A)z) dA
o+iR
istnieje jako catka niewtasciwa dla kazdegot > 0, x € X oraz z* € X*.

Odpowiadajaca charakteryzacja generatorow Co-grup rozszerza znane charakteryzacje z teo-
rii Cp-polgrup operatorowych (np. klasyczne twierdzenie Stone’a).

Twierdzenie 4.5.13 ([K6, Thm. 2.6]). Niech B bedzie gesto okreslonym operatorem liniowym
na przestrzeni z wlasoscig UMD. Wowczas nastepujgce stwierdzenia sg rownowazne.

(i) B generuje Cy-grupe na X.

(i) Istniejq stale o > 0 orazm € Ny, takie Ze {{[Re A| > 0} C p(B), SUP|e z|>0 AT R(A, B)|| <
00, oraz

/ M (a*, R\, £B)) dA
o+iR

istnieje jako catka niewtasciwa dla kazdego t > 0, x € X oraz z* € X*.
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Dowdéd (do$é techniczny) tych charakteryzacji opiera sie na ciekawej regularnosci wspolnej
dla rozwiazan réwnania Cauchy’ego i d’Alemberta (zob. np. [K6, Lem. 3.1]). W celu zastosowania
tej wlasnosci korzystamy z elementarnych faktéw z analizy zespolonej i ograniczonosci transfor-
maty Hilberta wynikajacej z wlasnosci UMD przestrzeni X. W [K6, Sect. 4] pokazane jest jak te
charakteryzacje prowadzg do uderzajaco elementarnego dowodu wspomnianego powyzej twier-
dzenia Fattoriniego o pierwiastku generatora funkcji cosinus na przestrzeniach UMD (zob. [K6,
Thm. 4.1]). Dowéd wykorzystuje jedynie podstawowe fakty z teorii operatoréw sektorialnych.

Kolejny wynik otrzymany w [K6] dotyczy zachowania odcietej wykladniczego wzrostu dla
funkcji cosinus C¢ generowanej przez operator A + ¢? (¢ € C), gdzie A jest danym generatorem
funkcji cosinus C, takiej ze ||C(t)]] < Me?t dla kazdego t > 0 oraz pewnych statych M, o > 0.
Zagadnienie to rozwazane bylo przez Fattoriniego w [54], gdzie wykazal, ze dla dowolnej ¢ € C
oraz przestrzeni Banacha X istnieje stata M > 0, taka ze

ICc(t)] < M@ P2 g >, (4.10)

Ponadto w przypadku, gdy X jest przestrzenig Hilberta oraz A operatorem normalnym, udo-
wodnil, ze oszacowanie (4.10) moze by¢ polepszone do nastepujacego:

1/24
)

ICc(t)]| < Mele" e >0, (4.11)

Pokazal on réwniez, ze generatory A funkcji cosinus C, dla ktérych oszacowanie (4.11) nie
zachodzi, moga by¢ skonstruowane dla kazdego o > 0 nawet na przestrzeniach L, dla p # 2 (zob.
[54, Example 3.3]), jak réwniez zastosowanie w teorii réwnan rézniczkowych [55, Chap. VIJ).

Problem, czy oszacowanie (4.11) zachodzi dla dowolnych generatoréw funkcji cosinus na
przestrzeni Hilberta, Fattorini pozostawil otwarty (zob. [54, p. 240]). W [K6] podana zostala
pozytywna odpowiedz na to pytanie.

Twierdzenie 4.5.14 ([K6, Thm. 6.1]). Niech A bedzie generatorem funkcji cosinus C na prze-
strzeni Hilberta X . Zalozmy, Ze

ICH)l < Me”',  t>0,

dla pewnych statych M,o > 0. Wowczas dla kazdej liczby ¢ € C istnieje stata My > 0, taka Ze

1/24
b}

IC ()] < M el FIReC) t>0,

gdzie C¢ oznacza funkcje cosinus generowang przez operator A + ¢z

Na potrzeby dowodu podany zostal w [K6] odpowiednik twierdzenia Gomilki-Fenga-Shi
o charakteryzacji generatorow Cy-pdélgrup na przestrzeniach Hilberta, ktéry omowimy bardziej
szczegblowo ponizej (zob. twierdzenie 4.5.16). Dzieki temu odpowiednikowi, poprzez twierdzenie
Paleya-Wienera oraz twierdzenie Carlesona o zanurzeniu, odpowiedZ na pytanie Fattoriniego
redukuje sie do (do$¢ technicznego) sprawdzenia jednostajnej ograniczonosci stalych pojawiaja-
cych sie przy zastosowaniu twierdzenia Carlesona do pewnej rodziny krzywych.

PrzejdZzmy do omoéwienia wspomnianego powyzej odpowiednika twierdzenia Gomilki-Fenga-
Shi. Przypomnijmy, ze pierwsze charakteryzacje w teorii Cp-pdlgrup i teorii operatorowej funkeji
cosinus bazuja na klasycznym warunku Widdera, ktéry orzeka, ze funkcja r € C*((o,);C)
posiada przedstawienie za pomoca transformaty Laplace’a, tzn. r = L£f na (o,00) dla pewnej
funkeji f : Ry — C z esssup;sole ' f(t)| < oo wtedy i tylko wtedy, gdy r spelnia warunek
(zwany warunkiem Widdera):

) — k+1
Irlwe = sup 27O

keNg, >0 L ‘T(k)()\)‘ < 0.
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Odpowiadajaca temu warunkowi charakteryzacja generatorow funkeji cosinus zostata podana
niezaleznie przez Da Prato i Giusti, Sove, oraz Fattoriniego (zob. np. [4, Thm. 3.15.3]).

Ze wzgledu na to, ze w istocie warunek Widdera sktada sie z nieskonczenie wielu warunkow,
jest malo efektywny przy sprawdzaniu, czy dany operator jest generatorem funkcji cosinus,
czy nie. Z tego powodu, tatwiejsze do sprawdzenia warunki wystarczajace badane byly w obu
teoriach. W kontekscie teorii Cp-pdlgrup naturalne powigzanie z teorig przestrzeni Hardy’ego,
po raz pierwszy zauwazone zostalo przez Hille i Phillipsa w [76, Sect. 6 and 12] (zob. réwniez [76,
Thm. 12.6.1]). Analogiczne pomysly, zostaly niezaleznie uzyte przez Gomilko [63] oraz Fenga
i Shi [56] w celu otrzymania tatwiejszych do sprawdzenia warunkéw wystarczajacych na to, aby
dany operator byl generatorem Cy-potgrupy.

Analiza tych prac pozwolila wyabstrahowa¢ w [K6] nastepujacy warunek implikujacy powyz-
szy warunek Widdera.'4

Twierdzenie 4.5.15 ([K6, Thm. 2.2]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha oraz o > 0.
Zaloimy, ze funkcja h: {ReX > o} — L(X) jest holomorficzna oraz

sup(€ o) / @ < o0

dla kazdego x € X oraz x* € X*. Wowczas,

()\—O' k+1

sup ) Hh(k)()\)H < 0.

A>0,keN k!

Jezeli dodatkowo h(\) — 0 jak A — oo w stabej topologii operatorowej, wtedy h spelnia warunek
Widdera, tzn. ||h||w, < co.

Laczac twierdzenie 4.5.15 ze wspomnianym powyzej twierdzeniem Fattoriniego-Da Prato-
Giusti-Sovy, otrzymaliSmy nastepujacy odpowiednik twierdzenia Gomilko-Fenga-Shi dla gene-
ratorow funkcji cosinus.

Twierdzenie 4.5.16 ([K6, Thm. 2.3]). Niech A bedzie gesto okreslonym operatorem liniowym
na przestrzeni Banacha X oraz o > 0. Zaloimy, ze {\?> : Re X > o} C p(A) oraz

sup(¢ — o) / (" ROZ, A)x — 2X2R(N, A | |dA] < oo (4.12)
E>o ReA=¢

dla kazdego x € X oraz x* € X*. Wtedy, A generuje funkcje cosinus C na X, takq Ze

sup [le”*C(t)| < .
>0

W przypadku, gdy X jest przestrzenia Hilberta warunek (4.12) jest takze warunkiem ko-
niecznym (zob. [K6, Thm. 2.4]).

Na koniec oméwimy charakteryzacje generatoréw funkcji cosinus w terminach oszacowan
pewnych funkeji typu Littlewooda-Paleya (zob. [K6, Thm. 5.1]). Przypomnijmy, ze klasycz-
ne funkcje kwadratowe Littlewooda-Paleya stanowiag jedno z najwazniejszych narzedzi w ana-
lizie harmonicznej i teorii funkcji harmonicznych (zob. [139]). W badaniu zagadnien zwiaza-
nych z ograniczonoscig holomorficznych rachunkéw funkeyjnych operatoréw sektorianych A na

14Nalezy mieé¢ w tym miejscu na uwadze fakt, ze w przypadku ogélnych funkeji wektorowych spelnienie przez
nie warunku Widdera nie gwarantuje jeszcze istnienia ich reprezentacji Laplace’a.
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przestrzeniach Hilberta X, McIntosh i Yagi wprowadzili pewien ogdlny odpowiednik klasycz-
nych funkcji kwadratowych, ktéry okazal sie ostatecznie kluczowym narzedziem do badania
powiazanych probleméw zwigzanych z operatorami sektorialnymi. Mianowicie, z dowolna funk-
cja f € Hi®(Xa) 1 operatorem sektorialnym A (zob. paragraf 4.5.2) stowarzyszyli oni funkcje

kwadratowq postaci:
o0 o dt
el = [ il

(zob. [114] oraz [147]). Przypomnijmy réwniez, ze klasyczne twierdzenie McIntosha orzeka, ze
operator sektorialny A ma ograniczony holomorficzny rachunek funkcyjny wtedy i tylko wtedy,
gdy powyzsze funkcje kwadratowe zadaja réwnowazne normy na przestrzeni X.
W [K6] otrzymalismy nastepujaca charakteryzacje generatoréw funkcji cosinus na przestrze-
niach Hilberta w terminach szczegdlnej funkcji kwadratowej odpowiadajacej operatorowi A.
Niech II,, := {z € C : (Im 2)? < 4w?Re 2} dla w > 0 oraz niech I' oznacza parabole O1l,.

Twierdzenie 4.5.17 ([K6, Thm. 5.1]). Niech A bedzie gesto okreslonym operatorem liniowym
na przestrzent Hilberta X . Wtedy nastepujgce stwierdzenia sq rownowazne.

(i) A generuje funkcje cosinus na X.
(i) Istnieje stala o > 0, taka Ze 0(A) C Iy, sup.cc\n, | R(2, A)|| < oo oraz

> |dz

/FHzl/zR(z,A)xH W<oo, /FH(zl/QR(z,A))*:z:’2 4|

7|z]1/2 < 00,

e X,

gdzie A := 0% — A.

(i") Istnieje stata o > 0, taka ze A := 0% — A jest sektorialny, o(A) C Il,, sup.covm, |112(z, A)|| <
00 oraz

2 |dz|

/FHAU?R(Z,A)Q;H o7 <%0 /FH(A1/2R(Z,A))*95

’2 G z e X.

7|Z’1/2 < 00,

(1) Istniejq stale c,0 > 0, takie ze A := 0®— A jest sektorialny, o(A) C Iy, sup,ce\p, [|1R(z, A)|| <

00 oraz
|dz|

|Z|1/2

1 2

Lijz)? < / 14Y2 £ 2R (z, A)a <clel’, ze X

& T

(1i1) Istnieje stala o > 0, taka Ze o(A) C I, oraz A ma ograniczony H* (I, )-rachunek funk-
cyjny, gdzie A := o2 — A.

Roéwnowaznosé pomiedzy stwierdzeniami (i) i (éi4) byla juz znana wczesniej. Jest to kon-
sekwencja dwoch wynikow, twierdzenia Haase, ktore orzeka o istnieniu réwnowaznego iloczynu
skalarnego na X wzgledem ktérego obraz numeryczny generatora funkcji cosinus jest zawarty
w obszarze parabolicznym oraz twierdzenia Crouzeix o zbiorach K-spektralnych (zob. np. [68,
Thm. 7.4.7 and Cor. 7.4.6], jak réwniez [71, Sect. 5]).

Dowdéd gléwnej implikacji (74) = (ii), tzn. dowdd tego, ze oszacowania funkcji kwadrato-
wej implikuja ograniczonos¢ H°-rachunku funkcyjnego na obszarze parabolicznym, rézni sie
istotnie od dowodu Mclntosha w przypadku sektorialnym. W poréwnaniu do alternatywne-
go dowodu twierdzenia McIntosha podanego przez Kunstmanna i Weisa (zob. [97, Thm. 11.9
(H4) = (H1)]), dowdd w przypadku generatoréw funkceji cosinus jest znacznie bardziej wymaga-
jacy, w szczegdlnosci, wymaga glebokiego wyniku z teorii transformaty Cauchy’ego na krzywych
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Carlesona ([19, Sect. 1, 2, 4 and 5]). Warunek typu Muckenhoupta odgrywa znowu w tych
rozwazaniach kluczowg role.

Wykorzystujac idee zawarte w dowodzie implikacji (i) = (i) zostalo réwniez wykazane
w [K6], ze kazdy generator funkcji cosinus na przestrzeni Hilberta X posiada dylatacje do pew-
nego operatora mnozenia na przestrzeni L?(R; X) (zob. [K6, Prop. 5.3]). Wynik ten jest odpo-
wiednikiem klasycznego twierdzenia Nagy’a o dylatacji operatoréw akretywnych (zob. réwniez
[59, Sect. 5]).

4.5.5 Roéwnanie Volterry i problemy Cauchyego utamkowego rzedu

W tym paragrafie oméwimy otrzymane w [K1, Sect. 5] zastosowanie abstrakcyjnego twierdzenia
ekstrapolacyjnego, tzn. twierdzenia 4.4.9, do problemu ekstrapolacji LP-maksymalnej regularno-
$ci abstrakcyjnego réwnania Volterry.

Niech A bedzie domknigtym operatorem na przestrzeni Banacha X oraz niech a € L}, .(R4).
Rozwazmy abstrakcyjne rownanie Volterry:

ut+Aaxu=f wRy, u(0)=0. (4.13)

Przypomnijmy, ze réwnanie to jest dobrze postawione w sensie ujetym w [124, Def. 1.2, p. 31]
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rodzina (S(t));er, operatoréw ograniczonych na X, ktora jest
ciagla w mocnej topologii operatorowej, S(0) = I, S(t)A C AS(t) dla kazdego t > 0 oraz

t
S(t)x==x +/ a(t — s)AS(s)xzds dla kazdego t > 0, x € D(A)
0

(zob. réwniez [124, Prop. 1.1, p. 32]). Jezeli problem (4.13) jest dobrze postawiony, to dla funkcji
cigglych f jego rozwigzanie u dane jest wzorem:

d t
ult) = 5 [ St = 5)1(s) s
dt Jo
badz, jezeli f € W (Ry; X), to

ult) = S0F0)+ [ 5t~ 5)f(s)ds

(zob. [124, Prop. 1.2, p. 33]).

W [K1, Sect. 5] rozwazamy nastepujace pojecie E,-maksymalnej regularnoéci dobrze po-
stawionego rownania Volterry (4.13). Mianowicie, méwimy, ze (4.13) ma E,-maksymalna regu-
larnod¢, jezeli dla kazdej funkeji f postaci a * g, gdzie g € Ey 10c(R4; X), rozwigzanie u tego
réwnania jest postaci u = a * v, gdzie v € Ey, joc(R1; X).

Zalézmy, ze jedro a ma podwykladniczny wzrost, tzn. catka Laplace’a

a(\) = /oo e Ma(t)dt

0

jest absolutnie zbiezna dla kazdej A € C z Re A > 0. Przypomnijmy, ze réwnanie Volterry (4.13)
nazywane jest parabolicznym jezeli a(\) # 0, operator I + a(\)A jest odwracalny dla Re A > 0,
oraz jesli istnieje stata C' > 0, taka ze

(I +a(\)A) ) <C, AEC,ReA>0
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(zob. [124, Def. 3.1, p. 68]). Ponadto, jadro a nazywane jest k-regularnym, jezeli istnieje stala
C > 0, taka ze
A"\ < Cla(A)], AeC,Rer>0,0<n<k

(zob. [124, Def. 3.3, p. 69]).
W pracy [K1] wykazaliSmy nastepujaca wlasnosé ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci
parabolicznych réwnan Volterry dla 2-regularnych jader a.

Twierdzenie 4.5.18 (K1, Thm. 5.6). Zalozmy, Ze jadro a jest 2-reqularne. Zalézmy, zZe réw-
nanie Volterry (4.13) jest paraboliczne oraz ma ono LP-maksymalng reqularno$é dla pewnego
p € (1,00). Wtedy, réwnanie to ma E,-maksymalng regularnosé dla kazdej przestrzeni syme-
trycznej B z indeksami Boyda pg, qg € (1,00) oraz kazdej wagi w € A, (Ry).

Warunki wystarczajace, aby réwnanie (4.13) miato LP-maksymalna regularno$¢ mozna zna-
lez¢é np. w [124, Thm. 8.7, p. 227], badZ w [149, Thm. 3.1]. Szczegdlnym przypadkiem réwnania
Volterry (4.13) sa problemy Cauchy’ego utamkowego rzedu postaci:

da

gl +Au=fwRy, wu(0)=0, (4.14)
dla pewnego a € (0,2) oraz domknietego, liniowego operatora A na przestrzeni X. Pochodna
utamkowa definiowana jest nastepujaco:

d* {jt(kl—a xu), jezeli a € (0,1),

e T @
(koo xu), jezeli a € [1,2),
gdzie
1
kg(t) := ——t7~1 >0,t>0).

Problem (4.14) redukuje sie¢ do abstrakcyjnego réwnania Volterry poprzez przyjecie a := kg
oraz splotowe przemnozenie obu stron réwnania (4.14) przez a. Problem (4.14) jest dobrze
postawiony, jezeli stowarzyszone z nim réwnanie Volterry jest dobrze postawione, oraz po-
siada E,-maksymalng regularnosé¢, jezeli dla kazdej funkcji f € Ey joc(R4;X) rozwiazanie
u = %(5’ % ko * f) problemu (4.14) jest takie, ze C%u, Au € Eyjoc(Ry; X) (oczywiscie od-
powiada to E,-maksymalnej regularnosci stowarzyszonego réwnania Volterry). Przy dodatko-
wym zalozeniu wigzacym kat sektorialnosci operatora A i parametr « mozna pokazaé, ze jadro
a = kq jest 2-regularne i odpowiadajace mu réwnanie Volterry jest paraboliczne, co prowadzi

do ekstrapolacji LP-maksymalnej regularnosci problemu (4.14).

Whiosek 4.5.19 ([K1, Cor. 5.8]). Niech o € (0,2). Zalozmy, zZe A jest operatoram sektorial-
(2—a)m
2

nym, takim Ze 84 € (0, ). Zaldozmy, zZe problem (4.14) ma LP-maksymalng reqularnosé dla
pewnego p € (1,00). Wowczas, posiada on E,-maksymalng reqularno$é dla kazdej przestrzeni
symetrycznej E z indeksami Boyda pg, qr € (1,00) oraz kazdej wagi w € A;E(]R+).

W przypadku tego abstrakcyjnego réwnania ewolucyjnego nie podjelismy proby identyfikacji
odpowiadajacych mu przstrzeni stanéw poczatkowych Xg, (zob. paragraf 4.5.2).

4.6 Mnozniki Fouriera i zagadnienia pokrewne

W tym podrozdziale oméwimy wyniki prac [K4,K5] motywowane kierunkiem badan odpowiada-
jacym zagadnieniu (a). Wyniki te uzupelniaja klasyczna teorie mnoznikéw Fouriera. W dwé6ch
pierwszych paragrafach przedstawimy wyniki pracy [K5|, trzeci paragraf zawiera opis wynikéw
z pracy [K4].
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4.6.1 Warunki typu Marcinkiewicza

W niniejszym paragrafie przedstawimy wyniki z pracy [K5] dotyczace mnoznikéw Fouriera na
przestrzeniach LE (R™), w ktérych warunki wystarczajace na to, aby dana funkcja byta mnozni-
kiem Fouriera wyrazone sa w terminach wariacji tej funkcji na przedziatach diadycznych. Rozwa-
zymy najpierw przypadek n = 1. Wielowymiarowy przypadek, tzn. gdy n > 2, cho¢ zasadniczo
powstaje przez zastosowanie argumentéw rozwinietych dla przypadku jednowymiarowego, ma
bardziej wymagajace sformutowanie. Z tego powodu, dla przejrzystosci prezentacji zostanie on
potraktowany oddzielnie w nastepnym paragrafie. Rozpoczniemy od ustalenia terminologii i no-
tacji pozwalajacej usystematyzowaé przedstawiany material.

Niech ¢ € [1,00). Oznaczmy przez V([a,b]) przestrzen wszystkich funkcji o ograniczonej
q-wariacji na przedziale [a,b] C R, tzn. takich funkcji m : [a,b] — C, dla ktérych

HmHVq([a,b]) = Supb \m(x)| + ||mHVarq([a,b]) < 09,
z€la,

gdzie

1
Hm”\/arq ([asd]) -— sup{ Z ‘m z+l (t )| ) /Q}’

przy czym supremum wziete jest po wszystkich skoniczonych ciagach a =: tg <t; < ... <t,: =0
(n € N). Niech D oznacza diadyczny podzial zbioru R, tzn. D := {:l:(Qk, 281 k€ Z}. Ponadto,
niech

V4(D) := {m:R—>(C: ?uPHm\IHVq <oo} (q € [1,00)).

Przypomnijmy, ze przez Ap(R) (p € [1,00)) oznaczyliémy klase wag na R spelniajacych
warunek Muckenhoupta (A,) (zob. paragraf 4.4.2). Oznaczmy przez M,(R, w) klase¢ mnoznikéw
Fouriera na przestrzeni L (R) := LP(R,wdt) (p > 1,w € Ax(R) := Uy>; 4p(R)), tzn.

My(R,w) := {m € L>(R) : T, rozszerza si¢ do ograniczonego operatora na L (R)} .

Powyzej T}, oznacza mnoznik Fouriera z symbolem m, tzn. (T, fT=mf (f € S(R)). Jezeli waga
w jest stala, to piszemy M, (R) na oznaczenie M, (R, w). Ponizej okreslenie mnoznik Fouriera be-
dziemy odnosié¢ zamiennie (w jasnym kontekscie) zar6wno do operatora Ty, jak i samej funkcji m
bedace] jego symbolem. Przestrzen My, (R, w) ze wzgledu na norme [|m||az,®,w) = [Tl 222, )
(m € My(R,w)) jest przestrzenia Banacha.

Przed podaniem wynikéw pracy [K5] przedstawimy kierunek badan, ktérego te wyniki sta-
nowig kontynuacje. Przypomnijmy, ze klasyczne twierdzenie Marcinkiewicza o mnoznikach Fo-
uriera (w sformulowaniu dla R) orzeka, ze kazda ograniczona funkcja m : R — C o jednostajnie
ograniczonej wariacji na przedziatach diadycznych jest mnoznikiem Fouriera na LP(R) dla kaz-
dego p € (1,00). Zgodnie z wprowadzona notacja mozemy wyrazi¢ to twierdzenie symbolicznie
nastepujaco:

Vi(D) € Mp(R)  dla kazdego p € (1, 00). (4.15)

Twierdzenie to bylo Zrédlem wielu inspiracji. W latach osiemdziesiatych, Kurtz przedstawit
nastepujacy wariant twierdzenia Marcinkiewicza.

Twierdzenie 4.6.1 ([99, Thm. 2]). Vi(D) C M,(R,w) dla kazdego p € (1,00) oraz dla kazdej
wagi Muckenhoupta w € Ay(R).
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Tak samo jak w przypadku klasycznego twierdzenia Marcinkiewicza, twierdzenie Kurtza jest
réwnowazne rozkladowi Littlewooda-Paleya przestrzeni LE (R), ktory orzeka, ze funkcja kwa-
dratowa Littlewood-Paleya, ST, odpowiadajaca podzialowi diadycznemu D, zadaje réwnowazng
norme na LP (R), tzn.

CH £ llpaw < ISP Fllpw < CIIf

pw  (f € Li(R)) (4.16)

dla kazdego p € (1,00) oraz w € A,(R) (zob. [99, Thm. 1] oraz [99, Thm. 3.3]). Ponizej, dla do-
wolnej rodziny Z przedzialéw roztacznych, symbolem S? oznaczaé bedziemy funkcje kwadratows
Littlewooda-Paleya odpowiadajaca rodzinie Z, a dokladniej:

1/2
STf = (Z |Sff|2> (f € L*(R)).

Iel

Przez S; oznaczamy mnoznik Fouriera, ktérego symbolem jest funkcja charakterystyczna prze-
dzialu I. Nastepnie, w [131] Rubio de Francia udowodnil nastepujace rozszerzenie prawej nie-
réwnosci w obustronnych oszacowaniach (4.16).

Twierdzenie 4.6.2 ([131, Thm. 6.1]). Niech 2 < p < oo oraz w € Ay,;»(R). Wowczas, dla

dowolnej rodziny T przedzialéw rozlgcznych, funkcja Littlewooda-Paleya ST jest ograniczona na
LP (R).

Podkreslmy, ze Carleson (zob. [25]) jako pierwszy zwrécil uwage na mozliwos$é rozszerzenia
klasycznych nieréwnosci Littlewooda-Paleya dla innych podzialéw zbioru R. Mianowicie pokazat
on, ze jedli T := {[n,n + 1) : n € Z} wtedy operator ST jest ograniczony na LP(R) (tylko) dla
p > 2. Twierdzenie 4.6.2 znalazlo interesujace zastosowanie w badaniu mnoznikéw Fouriera.
Mianowicie, Coifman, Rubio de Francia, oraz Semmes w [33] udowodnili nastepujace rozszerzenie
klasycznego twierdzenia Marcinkiewicza, ktére w szczegolnosci wskazuje, ze teze tego twierdzenia
mozna otrzymaé przy istotnie slabszych zalozeniach, a dokladniej klasa Vi(D) w (4.15) moze
zostaé zastapiona przez Vo (D).

Twierdzenie 4.6.3 ([33, Thm. 1, Lem. 5]). Niech 2 < q < oo. Wtedy, V4(D) C My(R) dla
kazdego p € (1,00), takiego Ze |% -1 < %. Ponadto, R2(D) C My(R,w) dla kazdej wagi
w € Ay (R)

Przestrzen Ry(D) jest pewna podprzestrzenia przestrzeni V(D) (zob. [K5]). Wagowy wa-
riant powyzszego twierdzenia zostal udowodniony przez Berksona oraz Gillespie w [16]. Zgodnie

z wprowadzona notacjg ich wynik mozna przeformulowaé nastepujaco.

Twierdzenie 4.6.4 ([16, Thm. 1.2]). Zaldimy, Ze 2 < p < 00 oraz w € Ay)3(R). Wéwczas,
istnieje liczba rzeczywista s > 2, ktora zalezy tylko od p oraz [w]a, 100 laka, Ze % > 1 — 1 oraz

2 p
Vy(D) C My(R,w) dla wszystkich 1 < g < s.

Gléwny wynik pracy [K5] rozszerza powyzsze wyniki, nadajac tym samym temu kierunkowi
badan kompletny ksztalt.

Twierdzenie 4.6.5 ([K5, Thm. A]). (i) Niech ¢ € (1,2]. Wowczas, Vy(D) C My(R,w) dla
kazdego p > q oraz dla kazdej wagi Muckenhoupta w € A, /,(R).

(i1) Niech g > 2. Wéwczas, Vy(D) C Mp(R,w) dla kazdego 2 < p < (

wagi Muckenhoupta w € A,y dla ktorej s, > (1 —p(% — %))_1.

)=t oraz kazdej

1_1
2 q
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W sformulowaniu punktu (ii), przez s, (w € Ax(R)) rozumiemy sup{s > 1: w € RH (R)}
przy czym w € RHs(R), jesli

1 b . 1/s 1 b -1
ilgg b—a/a w(z)’dx b—a/a w(z)dx < 0.

Przypomnijmy, ze zgodnie z odwrotnag nieréwnoscia Holdera dla wag Muckenhoupta, s,, € (1, 0]
dla kazdej wagi w € Ax(R).

Zauwazmy, ze punkt (i) twierdzenia 4.6.5 wypekia luke, ktéra pojawia sie przy zestawieniu
twierdzenia 4.6.1 oraz twierdzenia 4.6.3 dotyczacego klasy Rz(D) C V(D). Natomiast punkt
(7i), miedzy innymi, identyfikuje stala s w twierdzeniu Berksona i Gillespie (twierdzenie 4.6.4),
jako (% — sip)*l, gdzie s, = sjljl. W ogdlnosci, ta stala jest optymalna. Identyfikacja tej
stalej nie sprowadzala si¢ do analizy dowodu wyniku Berksona i Gillespie, jest konsekwencja
wypracowania i zastosowania nowych narzedzi dowodowych.

Metody dowodu twierdzenia 4.6.5 oparte sa na modyfikacjach wielu argumentéw z teorii
Littlewooda-Paleya. Gléwnie wykorzystuja one idee z prac [99], [33], [131], oraz [148]. Nowym
narzedziem dowodowym sa wagowe oszacowania dla operatoréow typu Littlewooda-Paleya:

SI() = (1SN (ge(1.2), = 1),

Tez q—1

Zauwazmy, ze S3 odpowiada klasycznemu operatorowi S rozwazanemu juz powyzej w twierdze-
niu 4.6.2. Operatory Sg rozwazane byly przez Rubio de Francia w [131]. W pracy tej postawil
on dwie hipotezy zwigzane z ograniczonoscig tych operatorow, prawdopodobnie motywowany
wynikami dotyczacymi operatora S5 . Pierwsza z nich dotyczyla ograniczonoéci operatora Sg na
przestrzeni LI(R) (¢ € (1,2)), druga dotyczyla ograniczonoéci operatora S na przestrzeniach
L2 (R) dla wag w € A1(R), tzn. nieréwnosci postaci:

153 fll20 < Cull flzw  (f € L3,(R),w € Ay(R))

(zob. [131, Sect. 6, p.10] oraz [48, Sect. 8.2, p. 187]).

Falszywo$¢ pierwszej z tych hipotez zilustrowal Coifman i Tao, przez podanie prostego kontr-
przykladu w [34]. Ponadto, w [126] Quek wykazal, Ze jezeli rodzina Z rozlacznych przedzialéw
jest dobrze rozlozona'® w R, to operator SF odwzorowuje L4(R) w L9 (R) dla kazdego ¢ € (1,2).
Ponadto, pokazal on, ze przestrzenn L7 (R) nie moze byé w ogélnosci zastapiona przez L?°(R)
dla s < ¢ (zob. [126, Rem. 3.2]).

Druga hipoteza jak dotad nie zostala rozstrzygnieta. Ponizsze twierdzenie, bedace gtéwnym
narzedziem dowodu twierdzenia 4.6.5, opisuje wagowe oszacowania dla operatoréw qu , W szcze-
gblnosci punkt (ii) pokazuje, ze operatory ST sa stabego typu (2,2) wzgledem (R,wdt) dla
kazdej wagi w € A;(R).

Twierdzenie 4.6.6 ([K5, Thm. B]). (i) Niech q € (1,2), p > q, oraz w € A

istnieje stata C' > 0, taka ze dla kazdej rodziny T rozlgcznych przedziatow w R

157 fllpw < Cllfllpaw— (f € LE(R)).

5Rodzina T rozlacznych przedzialéw w R jest dobrze rozlozona, jezeli istnieje liczba A > 1, taka ze
SUD,cRr ZIEI xxr(z) < oo, gdzie przez Al oznaczamy przedzial z tym samym $rodkiem co przedzial I oraz
dtugosci A razy wiekszej niz dtugoéé przedziatu I.

p/q(R). Wéwczas
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Dodatkowo, dla kazdego q € (1,2), p > q iV C Ay /,(R), jesli supwev[w]Ap/q < 00, to
sup {HSqIpr’w cw €V, T rodzina rozlgcznych przedziatow w R, || fllpw = 1} < 0.

(i) Dla kazdej rodziny T rozlgeznych przedzialow w R oraz kazdej wagi Muckenhoupta w €
A1(R) operator S3 odwzorowuje L2 (R) w L%>(R), oraz

sup {HS%—fHL%Uoo tw €V, T rodzina roztgeznych przedzialow w R, || f[| 2 = 1} < 0.

Dodatkowo, jezeli ¢ € (1,2], wtedy dla kazdej rodziny I dobrze rozloZonych, rozlgcznych
przedzialow w R oraz dla kazdej wagi Muckenhoupta w € A1 (R), operator Sg odwzorowuje
LI (R) w LL>(R).

Wagowe LP-oszacowania operatoréow SqI z czescl (i) powyzszego twierdzenia sa kluczowe w do-
wodzie twierdzenia 4.6.5. Zauwazmy, ze czesSé (i) mozna otrzymac z czesci (i1) tego twierdzenia
poprzez zastosowanie twierdzenia Rubio de Francia o ekstrapolacji ze stabych (q, ¢)-oszacowan
(zob. [130, Thm. 4]). Jednakze, poniewaz dowdd czesci (i7) jest zlozony i techniczny, w [K5]
podajemy alternatywny dowdd czesci (i), ktéry jest oparty na dobrze zrozumianych wynikach
analizy harmonicznej. Mianowicie, gléwnym sktadnikiem dowodu czesci (i) jest jakoSciowy wa-
riant twierdzenia Carlesona-Hunta-Younga, w ktorym podkeslona zostala zaleznos¢ norm opera-
tora Carlesona ST = sup;c7 |S1f|, rozwazanego jako operator na przestrzeni L2 (R) (p € (1, 0),
w € Ap(R)), od statych Muckenhoupta wag w (zob. [K5, Lem. 5]). Ta jakosciowa informacja
polaczona z wtasnoscia otwartosci klas Muckenhoupta oraz zespolona metoda interpolacji za-
stosowana do operatora o wartosciach wektorowych, St = (S7)ez, pozwalila zastosowaé¢ nam
twierdzenie Rubio de Francia o ekstrapolacji z wagowych LP-oszacowan dla ograniczonego za-
kresu wag (zob. [K5, Lem. 7]).

W odniesieniu do dowodu twierdzenia 4.6.5 podkredlmy, ze elementem dowodu, ktory po-
zwala zastosowaé informacje o ograniczonosci operatoréw qu w celu wykazania ograniczonosci
odpowiednich mnoznikéw Fouriera, jest nastepujace zanurzenie: V,(I) C Ry(I), gdzie 1 < ¢ <
p < oo oraz I jest przedzialem w R (zob. [33, Lem. 2] oraz okreslenie przestrzeni R,(I) w [K5,
Sect. 2]). Twierdzenie o interpolacji ze zmiana wag, zastosowane do operatora dwuliniowego
(m, f) — T, f, pozwala nastepnie zastosowa¢ wspomniane powyzej twierdzenie Kurtza (twier-
dzenie 4.6.1), ktére okazuje sie kluczowe w przeprowadzonych w tym dowodzie rozwazaniach.

Rozszerzenie twierdzenia 4.6.6(i) na przypadek wektorowych przestrzeni LP zostalo podane
przez Amenta, Lorista i Veraara w [2]. Nasz wynik skalarny jest kluczowym elementem pro-
wadzacym do tego rozszerzenia. Podobnie, korzystajac z twierdzenia 4.6.5(i), wykazali oni jego
wektorowy odpowiednik dla skalarnych funkcji mnoznikowych na wektorowych przestrzeniach
LP (zob. [2, Thm. 4.4]). Ostatecznie, wektorowy odpowiednik twierdzenia 4.6.6(i) zostal zasto-
sowany do badania mnoznikéw Fouriera z operatorowo-warto$ciowymi symbolami w [3]. Wyniki
te istotnie uzupekniajg kierunek badan, ktérego zrédtem byla charakteryzacja LP-maksymalne;j
regularnosci otrzymana przez Weisa (zob. paragraf 4.3.1).

Dowdd czesci (i1) twierdzenia 4.6.6 oparty jest na nastepujacym wariancie nieréwnosci Feffermana-
Steina oraz twierdzenia Kurtza dla funkcyjnych przestrzeni Banacha E,,.

Dla ograniczonego odcinka I, niech W' oznacza podziat typu Whitney’a odcinka I (zob.
definicje w [131, Sect. 2]). Rodzina W% := (J;cz Wi jest dobrze roztozona dla dowolnej rodziny
7 przedzialéow rozlacznych.

Lemat 4.6.7 ([K5, Lem. 10]). Niech E bedzie symetryczng przestrzeniq Banacha nad (R, dt)
z indeksami Boyda 1 < pg,qr < co. Wiowczas nastepujgce stwierdzenia sq¢ prawdziwe.
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(1) Dla kazdej wagi w € Ap,(R) istnieje stala Cy g, taka Ze dla kazdej rodziny T rozlgcznych,
ograniczonych przedziatow w R

— s
Cr ol flle, < 18™ flle, < CrwllS* fE,,

oraz

1M fllz,, < CrulM¥flz,,

dla kazdej funkcji f € Ey,.

Dodatkowo, jezeli V C Ap, (R) oraz sup,,ep|w]a,, < 00, to sup,ecy Cruw < 00.

11) Dla kazdego r € (1,00) oraz kazdej wagi w € A,,(R) istnieje stata C, g, taka Ze dla
(i) 9 j wag P ] E,
kazdej rodziny I rozlgeznych przedziatow w R
1/r
(o)

1/r
‘ (Z \51f1|r>
Iez

1€l
dla kazdego ciggu (fr)rer C Ew(I"(Z)).

Dowdd tego wyniku nasladuje idee zawarte w dowodzie [131, Lem. 6.3]. Oprécz algorytmu ite-
racyjnego (opisanego w paragrafie 4.4.5), dodatkowym elementem dowodu jest twierdzenie inter-
polacyjne Boyda oraz powyzsze twierdzenie Kurtza. W celu zastosowania tego wyniku do dowodu
czesci (i1) twierdzenia 4.6.6, korzystamy z wygladzonej funkcji kwadratowej Littlewooda-Paleya
G wprowadzonej w [131]. Jadro zwiazane z ta funkcja kwadratowa, jest funkcja o wartos$ciach
wektorowych i spelnia tak zwany staby warunek (D5) (zob. definicje w [131, Part IV(E)]). To
prowadzi do kluczowej nieréwnoéci wigzacej funkcje G z operatorami maksymalnymi M i M*:

< Cr,E,w
Ey

Euw

MHGF)(t) <CM(IfP) ' (pw. t€R)

dla kazdej funkcji f € L2°(R) (zob. [131]).

Przed oméwieniem wielowymiarowych odpowiednikéw powyzszych twierdzen, zrobimy pew-
na uwage dotyczaca nieréwnosci Littlewooda-Paleya dla funkcji kwadratowej S7.

W kontekécie hipotezy Rubio de Francia dotyczacej ograniczonoéci operatora ST na przestrze-
ni L2 (R) dla wag w € A;(R) oraz dowolnych rodzin Z roztacznych przedzialéw w R, zauwazmy,
ze poprzez interpolacje ze zmiana wagi, ograniczono$¢ ta byltaby konsekwencja ograniczonosci
tego operatora na LP(R) dla pewnego p < 2 oraz twierdzenia Rubio de Francia, twierdzenia 4.6.2.

Prowadzi to do naturalnego pytania, dla ktérych rodzin Z rozlacznych przedzialéw stanowia-
cych podzial zbioru R, istnieje liczba r > 2, taka ze SZ jest ograniczony na LP(R) dla kazdego

11

p, dla ktérego ]5 — 3] < % Roéwnowaznie, stosujac standardowy argument dualnosci, zachodzi

lokalnie rozktad Littlewooda-Paley postaci:

152 fllze = | fllze  (f € LP(R)) dla

< -
2

r

1 1 ‘ 1

Klasyczne twierdzenie Littlewooda-Paleya pokazuje, ze ma to miejsce gdy Z = D (wtedy r = 2).
Wspomniany po twierdzeniu 4.6.2 przyklad Carlesona pokazuje, ze jesli Z := {[n,n+1) : n € Z}
to odpowiadajacy operator SZ nie zadaje réwnowaznej normy na LP(R) dla p # 2.

Adaptujac idee rozwiniete w [50, Sect. 8.5], pokazalismy w [K5, Rem. 11|, ze nawet dla
podzialéw Z, ktére sa dowolnie bliskie podzialowi diadycznemu D, tzn. Z := {(—ag,ap)} U
{#£laj—1,a5)}j>1, gdzie (a;)72, C (0,00) spelnia warunki a;j+1 — a; ~ 200)J oraz $(j) — 0F
jak j — oo dowolnie wolno, odpowiadajacy im operator ST nie jest ograniczony na LP(R) dla
kazdego p < 2.
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4.6.2 Warunki typu Marcinkiewicza - przypadek wielowymiarowy

W pracy [K5] otrzymaliSmy réwniez odpowiednik twierdzenia 4.6.5 dla funkcji mnoznikowych
okreélonych na R™, gdzie n > 2. Sformutowanie tego wyniku wymaga wprowadzenia kilku pomoc-
niczych pojeé¢ bedacych odpowiednikami pojec¢ dla przypadku jednowymiarowego. Rozpocznijmy
od zdefiniowania operatorow réznicowych w terminach ktérych wyrazone sa tez wyniki z pracy
[K4] przedstawione w kolejnym paragrafie.

Niech m : R™ — C bedzie dowolna funkcja. Okreslamy operator przesuniecia 73, oraz opera-
tory réznicowe Az i O nastepujaco:

Tnf(x) == f(x+h) (x,heR"), Apfi=1nf - f,
O = Ay (h € R", o € Np) (4.17)

gdzie e; oznacza i-ty wersor w R" oraz Ai (j € Np) oznacza j-krotna iteracje operatora Ay
(przyjmujfmy przy tym umowe, ze A?L jest identycznoscia). Niech J bedzie przedzialem w R™,
takim ze J =: H‘Ll[ai,ai + hi], gdzie h; > 0 (1 <4 < n) oraz a := (ay, ..., a,) € R% Niech

A(J,m) = (Ape,---Dhp,e,m) ().

Dodatkowo, dla przedziatu I w R™ oraz funkcji m : R™ — C, niech

1/q
Im|lvar, (1) := Sup (Z |A(, m)lq) ,

JeJg

gdzie J przebiega wszystkie podzialy przedziatu I na podprzedziaty J.

Przestrzenie V,(I) dla przedzialéw I w R™ definiujemy indukcyjnie nastepujaco (zob. Xu [148]
oraz [100, Sect. 4.2]). Przypomnijmy, ze przestrzen V4(I) (¢ € [1,00)) dla jednowymiarowych
przedzialéw I zdefiniowaliSmy w poprzednim paragrafie. Zalézmy teraz, ze n € N\ {1} oraz
ustalmy przedzial I = I; x ... x I,, w R". Jedli m : R® — C, to piszemy, ze m € V,(I), gdy

[mllv,r) = sup[m(z)| + sup [|m(z1,)|lv,(mx...x1y) + 1mlvar, (1) < 0.
zel r1€l)

Niech D" oznacza rodzing przedzialéw diadycznych w R". Przestrzen (V4 (D"), || - lly,(pn)) (n >
2, q € [1,00)) definiowana jest analogiczne jak w przypadku n = 1 z poprzedniego paragrafu.
Odpowiednikiem klasy A,(R) rozwazanym w [K5] w przypadku wielowymiarowym jest klasa
AZ(R™) (p € [1,00)) skladajaca si¢ z tych wag na R", ktére spetniaja tak zwany mocny warunek
Muckenhoupta A,,, charakteryzujacy wagowe LP-oszacowania n-ej iteracji transformaty Hilberta.
Podstawowe wlasnosci tej klasy opisane sa w [99] oraz [61, Chap. IV.6].

We wspominanej juz pracy [99], Kurtz pokazal, ze V1(D") C My(R",w) dla kazdego p €
(1,00) oraz kazdej wagi w € Ay (R"). Wielowymiarowy odpowiednik wynikéw Coifmana, Rubio
de Francia oraz Semmesa [33] (zob. twierdzenie 4.6.3), badane byly przez Xu w [148], ktéry
pokazal, ze Vo(D") C M2(R", w) dla kazdej wagi w € Aj(R™) (zob. réwniez Lacey [100, Chap.
4]). Ponizsze twierdzenie uzupelnia kierunek tych badan.

Twierdzenie 4.6.8 ([K5, Thm. C]). (i) Niech n > 2 oraz q € (1,2]. Wtedy, V,(D") C

M,(R™, w) dla kazdego p > q oraz kazdej wagi w € A;/q(R").
(73) Niech n > 2 oraz ¢ > 2. Wtedy, Vy(D") C M,(R",w) dla kazdego 2 < p < (% -

kazdej wagi w € A;/2(R”), takiej ze sy > (1 —p(3 — %))_1.

)~ oraz

Q=
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Stala s, dla wag w € A% (R™) definiuje si¢ w analogiczny sposéb jak dla wag z klasy A (R).
Dowdd tego twierdzenia oparty jest na wektorowych odpowiednikach przestrzeni rozwazanych
w przypadku jednowymiarowym, tzn.

Ry(I) :== Ry(I; Ry(Iy x ... x I,)) oraz  Vy(I) := Vy(I1; Vy(Ia x ... x I,)),

)
gdzie Rq(In) = R(I,) oraz V,(I, n) = V(I ) oraz [ := I}, I; jest przedzialem (domknietym)
w R” (n > 2). Poniewaz, V,(I) C V4(I) C R,(I) jednostajnie ze wzgledu na przedzial I, itera-
cyjna struktura przestrzeni ‘7(1( ) oraz Rq(In), pozwolita zaadaptowaé¢ argumenty z przypadku
jednowymiarowego opisanego powyze;j.

4.6.3 Warunki typu Hormandera

Badania przeprowadzone w pracy [K4| kontynuuja bezposrednio kierunek badan z prac Hytonena
[78] oraz Kolomoitseva [91, 92], rozszerzajac jednoczesnie wezesniejsze pionierskie wyniki, w szcze-
gblnosci otrzymane przez Hormandera [77], Calderéna i Torchinsky’go [23], Kurtza i Wheedena
[98], De Michela oraz Inglisa [41], Miyachi’ego [117, 118], Baersteina i Sawyera [11], Stomberga
i Torchinsky’go [140].

W literaturze XX wieku wyrédzniaja sie dwa typy warunkéw wystarczajacych na to, aby
funkcja m : R™ — C byla mnoznikiem Fouriera na danej funkcyjnej przestrzeni Banacha (gltéw-
nie na przestrzeniach LP(R™)). Mianowicie, warunki typu Marcinkiewicza-Miklina oraz warunki
typu Hormandera. Pomijajac odmienny sposéb szacowania pochodych czastkowych D%*m funk-
cji m, warunki te réznia sie liczba pochodnych czastkowych wymaganych przy ich sprawdzaniu.
W podejsciu opartym na warunkach Marcinkiewicza-Miklina minimalizuje si¢ [°°-normy wielow-
skaznikéw o, bez dodatkowych ograniczen na ich I'-normy. W podejsciu opartym na warunkach
typu Hormandera postepowanie jest odwrotne. Podjescia te, ktére reprezentowane sa przez kla-
syczne twierdzenie Miklina i twierdzenie Hormandera uwazane byly za koncepcyjnie rézne.

W [78], Hytonen zaproponowal nowe podejscie, ktére, miedzy innymi, pozwolito w warunkach
typu Marcinkiewicza-Miklina minimalizowaé liczbe pochodnych czastkowych przez dodatkowe
kontorolowanie ['-normy ich wielowskaznikéw. Podejécie to pomimo tego, ze jest do$é ogdlne
nie obejmuje jednak swoim zakresem wynikéw opartych na warunkach typu Hormandera (zob.
[78, Example 9.7]).16 Kluczowym narzedziem tego podejécia jest pewne twierdzenie o zanurzeniu
fourierowskim (zob. [78, Prop. 3.1 and 3.4]). W [K4, Lem. 3.1] podaliémy pewien wariant tego
wyniku, ktory pozwolit rozszerzy¢ podejscie zaproponowane przez Hytonena, tak ze objelo swo-
im zakresem pewne wyniki znane w literaturze oparte na warunkach typu Hérmandera (miedzy
innymi, wyniki otrzymane przez Stromberga i Torchinsky’ego [140] omawiane w [78, Exam-
ple 9.7]). Ten wariant wyniku Hytonena, w jezyku transformaty Fouriera mozna wypowiedzie¢
nastepujaco: dla kazdego t € [1,2],t < ¢ < oo oraz s > 0, transformata Fouriera odwzorowu-
je przestrzen Besova Bj (R") w przestrzen Herza f,,q(R”). W szczegdlnosci, ta modyfikacja
wskazuje, ze wspomniane powyzej oba klasyczne podejscia maja w istocie wspélny rdzen.

Aby usystematyzowaé ponizsze rozwazania koniecznie jest wprowadzenie pomocniczej notacji
i terminologii. Pozwoli to nam, miedzy innymi, odnies¢ wyniki pracy [K4] do wynikéw niektérych
powyzej wspomnianych autoréw.

Warunki wystarczajace na to, aby dana funkcja byla mnoznikiem Fouriera w pracy [K4]
wyrazone sa w terminach operatoréw réznicowych 05 okreslonych juz w (4.17). Dla wielow-
skaznika «a := (o) € Nf, niech |a| = |a|; = Y i o oraz |&|s = max;=i ., ;. Niech

YWyniki tej pracy dotycza mnoznikéw Fouriera, ktérych symbole sa funkcjami operatorowo-wartogciowymi.
Pojecie R-ograniczonosci, czy wlasnosci UMD, odgrywa taka samg role jak w przypadku twierdzenia Weisa.
Podkre$lmy jednak, ze nawet w przypadku skalarnym wyniki te prowadzg do wzmocnienia klasycznych wynikéw
z teorii mnoznikéw Fouriera.
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1 € C®°(R™) bedzie taka, ze ¢(R™) = [0, 1], suppy C B(0,1), oraz ¢ = 1 na B(0, %) Ponadto,
niech ¢ := 1 —(2-) oraz ¢, := $(27"), p € Z, bedzie (jednorodnym) rozkladem jednosci. Do-
datkowo, dla ograniczonej i mierzalnej funkcji m : R¢ — C, niech my, = meoy, p € Z, oznaczajy
jej diadyczne czesci odpowiadajace rozkladowi (¢,,)uez-

Otrzymany w [K4, Lem. 3.1] wariant wyniku Hytonena o zanurzeniu fourierowskim natural-
nie motywowal wprowadzenie nastepujacego warunku B(s,p, q), ktéry okazuje sie warunkiem,
ktérym mozna zastapi¢ inne warunki typu Hormandera znane w literaturze.

Dla 0 < p,q < o0 oraz s > 0 méwimy, ze funkcja m € L*°(R"™) spelnia B(s, p, ¢)-warunek,
oraz piszemy m € B(s,p, q), jesli istnieje N > d > s, takie ze

s q dh
sup [ W[ Af fm(24)¢] || 5= < oo, (B(s.p,q))
i=1,....n JO P
HEL
z odpowiednig modyfikacja, gdy g = oo, tzn.
sup b0 A m(2)¢]| < oo (B(s,p,0))
wez i3

Zauwazmy, ze warunki te, w odréznieniu od tych rozwazanych w [78], mierzq regularno$é funkcji
m ze wzgledu na kazda ze wspélrzednych zmiennej x = (z;)_; € R" z osobna. Dokladniejsza
analiza tych warunkéw pokazata, ze moga byé one wyrazone w terminach norm klasycznych
przestrzeni Besova. Mianowicie m € B(s, p,q) wtedy i tylko wtedy, gdy

sup [|m(2#-)¢l g < o0.
MEZ rq

gdzie B, , := B, ,(R") oznacza przestrzef Besova (zob. [143, Thm 2.5.12, 2.5.13]).

Aby zilustrowaé wyniki pracy [K4] wyrazone w terminach warunkéw B(s, p, 00) przedstawimy
powiagzane warunki typu Hormandera rozwazane przez Stromberga oraz Torchinsky’go w [140,
Chap. XI].

Dla liczby rzeczywistej | > 0 oraz t € [1,2] méwimy, ze funkcja m spelnia warunek M (t,1),
co piszemy m € M(t,1), jesli

1/t
/ IDem(e)|Pde | < CRMl (R 0)
R<|z|<2R

dla wszystkich wielowskaznikéw «, takich ze |a| < 1, gdy [ jest liczba catkowita, natomiast gdy
[ nie jest catkowita, dodatkowo,

1/t
( / |Dm(€&) — Dm(¢ — <>rtd£> < CRYlN(¢l/R) (2K < R)
R<|€|<2R

dla wszystkich wielowskaznikéw «, takich ze |a| = |1|, gdzie € := 1 — [].

Stromberg oraz Torchinsky wykazali jak zachowanie transformaty Fouriera funkcji m od-
zwierciedla fakt, ze m € M(t,1). W szczegdlnosci, pokazali oni, ze k :=m € K(t',1 —n/t), jezeli
[ > n/t (zob. [140, Lem. 1, Chap. XI]). Przypomnijmy, ze k € K(s,r), gdzie s € [1,00] oraz
r > 0, jesli

1/s
/ |D%k(z))*dz | < CRYS el (R>0)
R<|z|<2R
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1/s
[ragan?h) = Db az) - <cmotto (B 1) i<

dla wszystkich wielowskaznikéow a oraz 3 takich, ze |a| < |r]~ oraz |B| = [r]~, gdzie |r]~
oznacza najwieksza liczbe catkowita mniejsza od r oraz o(h;e) := h¢, gdy € € (0,1), oraz
o(h;1) := —hlogh, gdy e =1 (h € (0,1)).

Ponadto, jesli k, := k x ¢, (1 € Z) oraz funkcja Y7 k,, v € N, spelniaja warunek K(s,r)
jednostajnie ze wzgledu na v € N, wéwczas piszemy réwniez, ze k € K(s, 7).

Przypomnijmy, ze przez (H,) (r € [1,00]) oznaczyliémy warunki typu Hormandera wprowa-
dzone w paragrafie 4.4.4. Zauwazmy, ze (H;) jest klasycznym warunkiem Hormandera. Ponizej,
dla funkcji k := m, gdzie m € L*°(R"), piszemy, ze k € (H,), jesli 32, k,, € (H,) jednostajnie
ze wzgledu na v € N.

Twierdzenie 4.6.9 ([K4, Thm. 3.4.]). Niech m € L*®(R") spelnia warunek B(s,t,00) dla
pewnego t € [1,2] oraz s > n/t.

Wowczas, dla kazdego wielowskaznika 3 € Nij, takiego Ze |3| < s —n/t istnieje stala C, taka
ze dla kazdego R > 0 oraz y € R™, jesli 0 < 2|y| < R, to

1/t
Z </ |D5ku(x)\1/tl da:) < CR™IBL oraz
lz|>R

REZ

1/t
S ([ 10— = D@ ) < or e (W)
|z[>R R t

REZL

gdzie o(h;e) := hS, gdy € € (0,1), o(h;e) :== —hlogh, gdy € = 1, oraz o(h;€) :== h, gdy € > 1
(h €(0,1)).
W szczegdlnosei, k € K(t',s —n/t) oraz k € (Hy).

Nastepujacy wniosek z tego twierdzenia rozszerza wynik Kurtza i Wheedena [98, Thm. 1].

Whniosek 4.6.10 ([K4, Cor. 3.6]). ZalozZmy, ze m € B(s,t,00) dla pewnego s > 0 orazt € (1,2],
takich ze n/t < s < n. Jezeli

(i) & <p< oo orazw € Apgp, badZ

(i) 1 < p < (2) oraz w™t/P~Y ¢ Apsns

wowezas funkcja m jest mnoznikiem Fouriera na LY . Dodatkowo, jesli s < n, to moZemy przyjec

p=n/s w (i), orazp=(n/s) w (ii).

Dowdd tego twierdzenia oparliémy na wyniku Rubio de Francia, Ruiza i Torrea [134, Thm.
1.6, Part I}, ktorego zastosowanie dodatkowo wymaga pewnych argumentéw granicznych wyni-
kajacych z réznicy w jaki sposob definiujemy warunek (H,) dla funkcji & = 1 (m € L*°).

Kolejny wniosek ilustruje jaka role pelnia warunki B(s, p, 00) w badaniu mnoznikéw Fouriera
na wagowych przestrzeniach Hardy’ego. Informacje dotyczace wagowych przestrzeni Hardy’ego
HP (R™) oraz powiazanych z nimi klas wag (tzn. klas spelniajacych odwrotna nieréwnosé Holdera
(RH,-warunek), oraz warunek podwajania (Dy-warunek)) zawarte sa w [140, Chap. I].

Analogicznie jak w przypadku mnoznikéw Fouriera na L (R™) méwimy, ze funkcja m €
L>°(R™) jest mnoznikiem Fouriera na przestrzeni H? (R™), co piszemy m € M(HP), jesli operator
T dany wzorem:

(Tfy=mf  (f €Dp)
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rozszerza si¢ do ograniczonego operatora na HP (R"), gdzie Dy oznacza zbiér

{f € S(R™) : supp f jest zwarty i 0 ¢ supp f}.

Przypomnijmy réwniez, ze przestrzen HE (R™) jest niczym innym jak przestrzenia LP (R™)
dla kazdego p > s oraz w € Aj, jesli tylko s > 1 (zob. [140, Thm. 1, Chap. VIJ).

Wyniki Stémberga oraz Torchinsky’go zawarte w [140, Thm. 4, 5, 6, Chap. XI] sformulo-
wane sa w terminach warunkéw typu M (t,1), chociaz ich dowody opieraja sie na zachowaniu
m odzwierciedlajacym fakt, ze funkcja m € M(¢t,1). Innymi stowy [140, Thm 4, 5, 6, Chap.
XI] sa konsekwencja odpowiadajacych im analogonom dla funkcji k& = m, ktére sa otrzymane
w dowodzie zgodnie z faktem, ze m € M (t,1) implikuje, ze m € K(t',l — n/t) (zob. [140, Lem.
1, Chap. XIJ).

Poniewaz, jezeli m € M(t,1) (t € [1,2], I > 0), to m € B(l,t,00), co wynika np. z [78,
Lem. 4.2] zastosowanego do zbioru Z = {je; : i,...,n, j = 0,..., [l]}, oraz zauwazeniu, ze w tym
przypadku |a]; = |a|s dla wszystkich o € 7.

Tym samym, laczac twierdzenie 4.6.9 z powyzsza obserwacja widzimy, ze mozemy przepisac
[140, Thm. 4, 5 and 6, Chap. XI] w terminach warunkéw B(s,p, q).

Twierdzenie 4.6.11. Niech m € L>(R"™) orazr > 1. Zaléimy, Ze m € B(s,t,00) dla pewnego

t € [1,2] oraz s > n/t. Wtedy, nastepujace stwierdzenia sq prawdziwe.
r 1 1

p’p Twp

(i) Dla kazdego r < p < o0 oraz w € A, takich Ze nmin( ) < s, funkcja m jest
mnoznikiem Fouriera na LY (R™).
(7i) Dla kazdego 0 <p <1 orazw € A, N Dy, 21 <0 <r oraz

n(0—1)(s—p) 11 1 ..
D B + n max (t’p’ rwp) , jeslil <p<m,

0 1 90 w—1 ;&g
nmax(l;—tf,,;)—rTTp), jesli 0 < p <1,
funkcja m jest mnoznikiem Fouriera na HE(R™).

(#41) Dla kazdego p € (0,1], takiego ze s > n(1/p — 1/t'), m jest mnoznikiem Fouriera na
HP(R™).

Powiazanie tego wyniku z wynikami Bearnsteina i Sawyera z [11] zostalo czeSciowo opisane
w [K4, Rem. 3.8b)].

W wynikach przedstawianych ponizej, warunki na to, aby dana funkcja m byta mnoznikiem
Fouriera, uwzgledniaja zaréwno norme supremum diadycznych czeéci funkeji m, jak réwniez ['-
norme oraz [*°-norme wielowskaznikéw pojawiajacych sie w nich operatoréw réznicowych. Przy-
pomnijmy, ze takie rozszerzenie w przypadku warunkéw typu Hormandera, ktére uwzgledniato
dodatkowe informacje o zachowaniu granicznym funkcji mnoznikowej pojawito sie juz w pracach
[41] oraz [117, 118]. Istotne uzupelnienie tego kierunku badan otrzymal Kolomoitsev w pracach
[91, 92]. Gléwnym narzedziem w dowodach odpowiadajacych wynikéw jest dobrze rozwinigta
teoria interpolacji przestrzeni Besova. W [K4, Thm. 4.1] dostarczamy analogon wynikéw Ko-
lomitseva, w przypadku w ktéorym regularnos¢ funkcji mnoznikowej wyrazona jest warunkami
typu Miklina-H6rmandera rozwazanymi przez Hytonena w [78], tzn. takimi, w ktérych regular-
no$é¢ funkeji mnoznikowej opisuje sie zaréwno przez ['-norme jaki i [*°-norme wielowskaznikéw
operatoréw roznicowych. W tym przypadku nie dysponujemy gotowymi narzedziami interpo-
lacyjnymi, dlatego argumenty prowadzace do zastosowania zespolonej metody interpolacji dla
przestrzeni Hardy’ego, sa bezposrednie, przez co bardziej techniczne.
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Twierdzenie 4.6.12 ([K4, Thm 4.1]). Niech m € L>®(R"). Zalézmy, ze dla pewnego p > 0,
€[1,2], d €N, oraz vy € (0,1], takich ze vd > 1/t:
sup — [[m(2") @l [R5 [m (2 )¢, < o0
WEZ, he(0,00)™

dla wszystkich wielowskaznikéw o dla ktorych oo < d.
Wtedy, m jest mnoznikiem Fouriera na przestrzeni Hardy’ego HP(R™) dla kazdego p € (0, 2],

takiego ze
1 1 1 <~yd 1 1)
S o< — (o).
p 2 14+p\n 2 in

W przypadku, gdy liminf,cz [[m,|o > 0, warunek (4.6.12) jest (zasadniczo) réwnowazny
warunkowi podanemu przez Hyténena w [78, Cor. 9.6], tzn.

sup  [[AT70R [m(2)¢] |, < o0, (4.18)
HEZ, he(0,00)™
ktory daje teze powyzszego twierdzenia dla p = 0.
Ponizszy wniosek z tego twierdzenia pokazuje, ze w przeciwnym przypadku, przy dodatko-
wych informacjach o zachowaniu granicznym funkcji mnoznikowej, stabszy warunek niz (4.18)

pozwala wywnioskowaé, ze m jest mnoznikiem Fouriera na HP(R™) dla pewnego p < 2 (zob.
[K4, Rem. 4.5(a)], gdzie podany jest konkretny przyktad funkcji mnoznikowej).

Whniosek 4.6.13 ([K4, Cor. 4.4]). Niech m € L>®(R") spelnia warunek |m(z)| < ﬁ (x €
R™) dla pewnych stalych a > 0 oraz C > 0. JeZeli
sup  min(1,27) [[A70f [m(2)¢] |, < o0
HEZ,he(0,00)™

dla pewnego b > 0 oraz wszystkich o € {0,1}" dla ktorych |a| < 1:= [n/t| + 1, gdzie t € (1,2],
wtedy teza twierdzenia 4.6.12 zachodzi dla p = b/a, d =1, oraz v =1/n.

Zatozeniom twierdzenia 4.6.12 mozna nada¢ bardziej klasyczna postaé, tzn. zastapi¢ operato-
ry r6znicowe poprzez operatory pochodnych czastkowych (rozwazane w sensie dystrybucyjnym).
Niech xg, oznacza funkcje charakterystyczng zbioru Sy, := {z € R™ : 21 < 2] < 2#F1}. Po-
nadto, niech

T1q:={a eNj:|a|lo < doraz |a|; <1} (d,l € N).

Twierdzenie 4.6.14 ([K4, Thm. 1.1]). Niech d € N, t € (1,2], oraz l € {|n/t] +1,...,dn}.
Niech m € L®(R™) z D“m € Li,.(R") dla wszystkich wielowskaznikéw o € I, 4. Zaldimy, ze
istnieje p > 0, takie ze

—n/t
sup  ||xs,m||5% HQ"(‘O‘ll n/ )XSHDO‘mH < 00.
MEZ,OAGIZYd i

Wtedy, m jest mnoznikiem Fouriera na HP(R™) dla kazdego p € (0,2], takiego Ze

1 1 < 1 ( l . 1 1 )
p 2 1+p\n? 2 tn)’
Zgodnie z uwaga podana w pracy [K4] nasladujac techniki wypracowane przez Hytonena

w [78] mozna wyniki tej pracy rozszerzy¢ do przypadku, w ktérym funkcja mnoznikowa jest
funkcja operatorowo-wartosciows.
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wykladéw: Resolvent characterisation of generators of cosine functions and Cy-semigroups,
oraz Perturbations of generators of Cy-semigroups and resolvent decay

Operator semigroups meet complex analysis, harmonic analysis and mathematical physics,
Herrnhut, Niemcy, 3-7.04.2013; tytut wyktadu: ”Weighted Littlewood-Paley inequalities”

Asymptotics of Operator Semigroups, CIRM Luminy, Marsylia, Francja, 04.2011, tytut
wykladu: A resolvent characterisation of cosine function generators

Spectral Theory of Dynamical Systems, Warszawa, Polska, 10.2010, tytul wykladu: The
Blum-Hanson property via convergence in measure

Operator Theory Methods for Differential Equations, Torun, Polska, 04.2007, tytut wykta-
du: A complement to spectral mapping theorems for Cy-semigroups

Odczyty wygloszone na polskich i zagranicznych uczelniach

Seminarium Analizy Funkcjonalnej Instytutu Matematycznego Politechniki Poznanskiej,
8-9.01.2019, Poznan, Polska, zaproszenie z wykladem: Interpolacja dodatnich operatorow
nieliniowych

Seminarium Analizy Funkcjonalnej Wydzialu Matematyki Stosowanej Uniwersytetu w Delft,
20-24.03.2017, Delft, Holandia, zaproszenie z wyktadem: The Littlewood-Paley inequalities.

Srodowiskowe seminarium Analiza harmoniczna i rozwiniecia ortogonalne, 12-13.03.2017,
Wroctaw, zaproszenie z wykladem: Appliation of weighted inequalities to extrapolation of
the maximal reqularity of the abstract Cauch problems

Seminarium Analizy Harmonicznej Wydzialu Matematyki Uniwersytetu w Helskinkach,
Finlandia, 10.12.2014; zaproszenie z wykladem: Fourier multipliers on weighted LP spaces
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Drei Stadt Seminar: Chemnitz-Dresden-Leipzig, Uniwersytet w Chemnitz, Niemcy, 9.05.2014,
zaproszenie z wykladem: Littelwood-Paley estimates

Tulka Seminar, Uniwersytet w Karlsrhue, Niemcy, Instytut Analizy Stosowanej, 13.05.2012,
zaproszenie z wykltadem: Resolvent characterisations of cosine function generators

e Uniwersytet w Ulm, Niemcy, Instytut Analizy Stosowanej, 02.2010.

Instytut Matematyczny PAN, Krakow, Polska, Seminarium Teorii Operatoréow, 1.03.2010
e Seminarium Analizy Funkcjonalnej, Uniwerstytet w Oxfordzie, Wielka Brytania, 03.2009.

e Semianrium Analizy Funkcjonalnej, Uniwersytet w Bordeaux, Francja, 11.2008.

Seminarium Analizy Funkcjonalnej, Uniwerstytet w Oxfordzie, Wielka Brytania, 03.2008.

Instytut Matematyczny PAN, Warszawa, Polska, Seminarium Teorii Operatoréw, 27.11.2007,
1.12.2007.

5.5 Uczestnictwo w szkotlach matematycznych

e Spring School on Function Spaces and Applications, 26.05 - 01.06.2019, Paseky nad Jize-
rou, Czechy, wyktad ”Application of weighted inequalities to extrapolation of the maximal
reqularity of the abstract Cauchy problems”

o XV Advanced course in Operator Theory and Complex Analysis, Instituto de Ciencias
Matemdaticas, 11-14.06.2018, Bolonia, Wtochy

e [II Spring School in Analysis to the memory of Aleksander Pelczynski, Bedlewo, Polska,
19-23.04.2013

5.6 Nagrody i wyrdznienia
e stypendium naukowe Fundacji Alexandra von Humboldta, 2013 - 2015

e praca doktorska wyrézniona przez Rade Wydzialu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika w Toruniu

e nagroda Rektora UMK w Toruniu za osiagniecia naukowe w roku akademickim 2010/11

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych
oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

6.1 Opieka naukowa

e promotor pracy magisterskiej:
- Jarostaw Sarnowski; Metody analizy funkcjonalnej w badaniu uktadow kontroli brzegowey,
2021, UMK w Toruniu
- Rafal Kaczorowski; Twierdzenie Davenporta-FErddsa, 2018, UMK w Toruniu
- Marek Szymanski; Miara Mirskiego i liczby blizniacze, 2017, UMK w Toruniu
- Karolina Galicka, Topologie w zbiorze liczb caltkowitych i wlasnosci liczb pierwszych, 2017,
UMK w Toruniu
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e promotor pomocniczy doktoratu Jarostawa Sarnowskiego, Stabilno$c¢ uktadow kontroli brze-

6.2

gowej, Szkota Doktorska UMK w Toruniu, promotor gltéwny: prof. dr hab. O. Gomilko

Dzialalnosé organizacyjna

e czlonek Komisji do Spraw Ksztalcenia, 2017-2020 (WMil UMK w Toruniu)

6.3

Dzialanos¢ dydaktyczna - wybrane zajecia

e wyklady monograficzne dla doktorantéw prowadzone na WMil UMK w Toruniu:

- Twierdzenia ergodyczne w ujeciu analizy harmonicznej, 2017/18
- Wprowadzenie do analitycznej teorii liczb, 2016/17z
- Analiza harmoniczna, 2015/16

e wyklady na studiach magisterskich prowadzone na WMil UMK w Toruniu:

- Teoria ergodyczna, wyklad monograficzny 2016/17z
- Analiza zespolona, 2016-2020

- Seminarium magisterskie, 2015-2017

- Analiza funkcjonalna, 2016/171

e ¢wiczenia prowadzone na WMil UMK w Toruniu (w latach 2009-2020) i WMil UAM

w Poznaniu (2020/2021):
- analiza matematyczna, analiza zespolona, analiza funkcjonalna, topologia

Oprécz kwestii wymienionych w pkt. 1-6, wnioskodawca moze
podac¢ inne informacje, wazne z jego punktu widzenia, doty-
czace jego kariery zawodowej

7.1 Recenzje

e edytor pomocniczy w czasopi$mie Journal of Function Spaces (od 2021)

e recenzent czasopism matematycznych: Proceedings of the Royal Society of Edinburgh,
Archiv der Mathematik, Proceedings of the Royal Society of London, Studia Mathematica

Sebastian Krol
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