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Aktualne zagadnienia teorii calki nieabsolutnej

Calki perronowskie

Definicje catek oznaczonych podane przez Bernharda Riemanna i Henri LEBESGUE"A, choé konstruktywne i powszech-
nie stosowane, znajduja si¢ w pewnej kolizji z catkowaniem rozumianym jako odwrotnosé¢ operacji rézniczkowa-
nia. Wiadomo mianowicie, ze pochodna funkcji (wszedzie) rézniczkowalnej nie musi byé catkowalna w sensie
Lebesgue’a (a wiec i Riemanna), z racji na nieskoriczonoéé wahania pierwotnej. Najprostszy przyktad takiej funkcji
stanowi F: [0,1] — R dana wzorem 1
2
F(x) = x“sin 2
dla x € (0,1], F(0) = 0. Jedna z najbardziej znanych definicji catki przezwyciezajacych problem niecatkowalnoéci
pochodnych, tj. stanov\ﬁiacych wspdlne rozszerzenie catki Lebesgue’a i tzw. catki Newtona (zdefiniowanej jako
przyrost pierwotnej: L f = F(b) - F(a), gdzie F'(x) = f(x) dla kazdego x € [a,b]), jest definicja podana w 1914
roku przez Oskara Perrona [59]. Pomyst Perrona polega na wbykorzystaniu tzw. majorant i minorant! (pierwotnych
gornych i dolnych) danej funkgji f i przyblizaniu wartosci L f z gory za pomoca przyrostéw majorant, zas z dotu
Za pomoca przyrostéw minorant f:

Definicja 1. Niech f, M, m: [a,b] — R. Powiemy, ze funkcja ciagta M jest majoranty f, o ile DM(x) > f(x) dla kazdego
x € [q,b], gdzie DM(x) oznacza dolna pochodna M w x. Analogicznie, ciagta funkcje m nazwiemy minoranty f,
o ile Dm(x) < f(x) dla kazdego x € [a,b], gdzie Dm(x) oznacza gérna pochodna m w x.2 Catka (Perrona, badz
P-catka) funkcji f zdefiniowana jest jako fn f = infy(M(b) — M(a)) = sup,, (m(b) — m(a)), gdzie inf obejmuje wszystkie
majoranty M, za$ sup wszystkie minoranty m funkeji f, pod warunkiem, ze oba kresy sa sobie réwne.
(Poprawnosd¢ ww. okreslenia wynika z twierdzenia o monotonicznodci: jesli D®(x) > 0 dla kazdego x € [a,b],
wowczas ®: [a,b] — R jest niemalejaca. Zatozenie ciagtoéci majorant i minorant nie jest istotne, por. np. [75].)
Catka Perrona stanowi, w spos6b oczywisty, uogélnienie catki Newtona; dowéd faktu, ze jest ona rozszerzeniem
catki Lebesgue’a jest nieco bardziej skomplikowany.® Wielka zaleta catki Perrona jest, biorac pod uwage zakres
jej ogdlnosci, naturalnoéé pomystu i prostota okreslenia, wada za$ (podobnie jak w przypadku catki Newtona)
niekonstruktywnos¢. Zastosowanie metody pierwotnych gérnych i dolnych w przypadku innych (uogélnionych)
pochodnych prowadzi do catej rodziny catek, zwanych catkami typu Perrona badz perronowskimi. Znalazty one
zastosowanie, przede wszystkim, w rozwiazaniu problemu odtwarzania wspétezynnikéw zbieznych szeregéw
trygonometrycznych (i og6lniej, ortogonalnych). Bedzie o tym mowa pézniej, w ostatniej czesdei opisu cyklu.

Catki tuzinowskie

Mniej wiecej w tym samym czasie co Perron, Arnoud Denjoy [17] zaproponowal jako rozwiazanie problemu odt-
warzania pierwotnych pozaskoniczony ciag rozszerzen catki Lebesgue’a. Kazde kolejne rozszerzenie, mianowicie
rozszerzenie Iy catki I, z definicji zawiera wszystkie funkcje I,-catkowalne, a ponadto obejmuje rezultaty rozsz-
erzen Cauchy’ego Cl, i Harnacka CH.I, catki I,, tj.

(C) jesli f: [a,b] — Rjest I,-calkowalna na kazdym odcinku [c,d] C (a,b) oraz istnieje lime_pe g—p- () Jj f=1eR,

!
woéwezas uznajemy f za Cl,-catkowalna, zas I za wartoé¢ (CI,) fﬁ o

(CH.) niech P C [a,b] bedzie zbiorem doskonatym, f: [2,b] — R za$ Cl,-catkowalna na kazdym odcinku 4,
przylegtym do P; jedli f jest Cl,-catkowalna na P,* a takze }, w f F d3b) < o0, wéwczas uznajemy f za
CH.I,-catkowalna (na [4,b]), zas sume ¥, [, f+ [, f za wartos¢ (CH.1,) [k

Przyjmujemy Iy = L (catka Lebesgue’a), I,11 = CH.I,, za$ dla & < Q bedacej liczlga graniczna, I, = (g, Is- Denjoy
wykazat, ze kazda pochodna jest I,-catkowalna dla pewnego & < Q oraz (I,) L f jest przyrostem jej pierwotnej.

!Pojecia majoranty i minoranty pochodza od Charlesa de la Vare-Poussina, ktéry rozwazal je w kontekécie catki Lebesgue’a [85].

2lub, co na jedno wychodzi, o ile - jest majoranta dla —f

3Co ciekawe, jak wykazat Jozef MarcINKIEWICZ, istnienie choéby jednej ciaglej majoranty i jednej ciagtej minoranty implikuje calkowalnogé
mierzalnej funkcji w sensie Perrona [67, s. 253).

4. fxp: [a,b] — Rjest Cl,-catkowalna

5Przez w(F, X) oznaczamy oscylacje funkcji F: ¥ — Rna X C Y, j. §rednice obrazu F(X).



Zatem suma |_J ., I (zwana wagskg calkq Denjoy, catkq Denjoy—Perrona lub D,-catkg) rozwiazuje problem odtwarzania
pierwotnych oraz (oczywiscie) pokrywa catke Lebesgue’a. Jesli zastapi¢ w (CH.) zadanie Y, «( f f,dy) < ca (stab-
szym) warunkiem }, L, f l < oo, otrzymane rozszerzenie catki Lebesgue’a nosi nazwe szerokiej catki Denjoy, catki
Denjoy—Chinczyna, badz D-catki.

Nieco skomplikowana konstrukcja Denjoy znalazta wkroétce zwarty i bardziej praktyczny opis. Nikotaj Luzin
i Aleksander Cuinczyn [55, 56] uogdlnili pojecie funkeji absolutnie (bezwzglednie) ciaglej, a nastepnie postuzyli
si¢ uogoélnieniem dla charakteryzacji obu calek Denjoy, waskiej i szerokiej, analogicznych do charakteryzacji catki
Lebesgue’a za pomoca funkeji absolutnie ciagtych.

Definicja 2. Niech F: [a,b] — R. Powiemy, ze funkcja F ma wtasno§é AC, na zbiorze E C [a,b], o ile dla kazdego
& > 0 istnieje liczba 6 > 0, taka ze dla kazdego skoniczonego zbioru nienachodzacych na siebie przedziatéw
lay, b1l ..., 4y, byl 4, b; € E, i = 1,.. ., 1, zachodzi implikacja

i n
Ybima)<s = Y oElmb])<e M
i=1 i=1
Definicja wtasnoéci AC jest podobna — w warunku (1) sume oscylacji Y, w(F [a;, b)) nalezy zastapi¢ przez sume
przyrostow Y.i_; [F(b;) — F(aj)l.
Ciag zbioréw (E,}>_, bedziemy nazywaé (za Enem [26]) E-forma, o ile | J;_; E,; = E. Jesli wszystkie zbiory E,,
sa domkniete (mierzalne), woéwczas E-forme nazwiemy odpowiednio domknieta (mierzalna).

Definicja 3. Powiemy, ze F: [a,b] — R ma wlasnoé¢ ACG. (ACG), jedli istnieje taka [a,b]-forma {E;)_;, ze F ma
wiasnosé¢ AC. (odp. AC) na E;; dla kazdego m.

Twierdzenie 4 ([55]). Funkcja f: [a,b] — R jest D.-catkowalna wtedy i tylko wtedy, jesli istnieje taka ciggla funkcja
F: [a,b] = R z wlasnoscig ACG., Ze F'(x) = f(x) dla prawie wszystkich x € [a, b]; przy tym wdwczas jﬂ f = F(b) — F(a).

Twierdzenie 5 ([55]). Funkcja f: [a,b] — R jest D-catkowalna wtedy i tylko wtedy, jesli istnieje, taka ciggla funkcja
F: [a,b] — R z whasnoscig ACG, ze F,(x) = f(x) dla prawie wszystkich x € [a, b]; przy tym wéwczas fﬂ f =F(b) = F(a).

F},(x) oznacza tutaj tzw. pochodng aproksymatywng funkcji F w x, tj. granice
F(y)—F
lim (y) — F(x)
Y-, yeS y—x
gdzie S C [a,b] jest pewnym zbiorem mierzalnym majacym punkt gestoéci w x: |S N [x =k, x + h]|/(2h) — 1,° gdy
h N 0. Jesli P;P(x) istnieje, ww. okreélenie nie zalezy od wyboru S.

Warto zauwazy¢, ze pojecie pochodnej aproksymatywnej zostalo wprowadzone wiasnie jako narzedzie w
deskryptywnej charakteryzacji D-catki, zas zwiazane z nim pojecia granicy aproksymatywnej i aproksymatywnej
ciagloéci, niezaleznie intensywnie pdZniej badane, pojawity sie jako wtérne. Opisowe charakteryzacje catek za
pomoca szerzej rozumianej absolutnej ciagtosci pierwotnej nosza czesto miano charakteryzacji (lub definicji) typu
Luzina badz tuzinowskich. W niniejszym opracowaniu szczegolnie wazne beda tuzinowskie definicje catek odtwa-
rzajacych pierwotne z ich uogélnionych pochodnych (w tym i pochodne;j aproksymatywnej).7

W 1921 roku Heinrich Hake udowodnit [35], ze kazda funkcja catkowalna w waskim sensie Denjoy jest
catkowalna w sensie Perrona (z ta samg wartoscia catki). Pézniej (niezaleznie) Pawel ALexsanprow [2] i Her-
man Looman [53] udowodnili stwierdzenie przeciwne. Obie catki okazaty sie réwnowazne, zag D,-catka stata sie
stad znana takze pod nazwa catki Denjoy—Perrona.

Calki riemannowskie

Najwigkszy wplyw na wspolczesna teorie catek uogélnionych bez watpienia miaty prace Jaroslava Kurzweira [47] i
Ralpha Henstocka [36, 37]. Cho¢ postuzyli sie pewnymi wezeéniej znanymi ideami, Kurzweil i Henstock uznawani

6]X| to miara zewnetrzna Lebesgue’a zbioru X c R.
"Mozna wykazac, ze zadanie to w kontekécie pochodnej aproksymatywnej D-calka rozwiazuje, lecz jedynie w zakresie pierwotnych, ktore
sa ciagte.



sa, i stusznie, za sprawcéw renesansu catki zdefiniowanej jako granica sum Riemanna. O ile Kurzweilowi, jako
chronologicznie nieco wezesniejszemu odkrywcey uogélnionej catki Riemanna,® nalezy przyznaé pierwszetistwo, to
Henstock w swoim pézZniejszym dorobku spopularyzowat to odkrycie, demonstrujac uzytecznosé stojacej za nim
idei dla calek wielowymiarowych, catek niewtasciwych, catek wzgledem baz, czy tez catek funkcji wektorowych.

Definicja 6. Pare uporzadkowana ([x,y],z), gdzie x < y, z € [x, y], bedziemy nazywa¢ przedzialem ze znacznikiem
(znacznik to punkt z). Powiemy, Ze przedziat ze znacznikiem ([x, y], z) jest zgodny z liczba 6 > 0, oile [x, y] C (x—8, x+8).
Zbiér przedzialéw ze znacznikami {([x;, yi], z;)}; nazywamy zgodnym z okreslona na {z;}; dodatnia funkcja & (zwana
wskaznikiem), o ile kazdy przedziat ([x;, 11i], z;) zgodny jest z liczba 6(z;).

Mozna wykazac (jest to tzw. lemat Cousina [15]), ze jeslio: [a, b] — (0, c0), wéwczas istnieje podziat” {([x;, 1], ),
odcinka [4, b] zgodny z 6. Dlatego sens ma ponizsza definicja.

Dcﬁmc;a 7. Funkgje f: [a,b] — R nazywamy catkowalng w sensic Kurzweila—Henstocka (H-catkowalng), jesli istnieje
liczba L f € R o nastepujacej wlasnoéci: dla kazdego ¢ > ( istnieje taki wskaznik §: [a,b] — (0, o0), ze dla kazdego
zgodnego z 6 podziatu {([x;, yi], z:)}_, odcinka [a, b] spetniona jest nierownosé

‘Zf(zf)(yi %) - f f‘<e @

Jednoznacznosé¢ wartosci f f wykazuje sie bardzo fatwo. Nieco trudniejszy jest dowéd réwnowaznosci catki
Kurzweila-Henstocka i catki Perrona (definicja 1), por. §3 w podreczniku [O]; wynika zen, w szczeg6lnodci, ze
réwniez H-catka stanowi rozwiazanie problemu odtwarzania pierwotnych. Konstruktywnogé i prostota okreslenia
stanowia powazny argument, by uzna¢ to rozwiazanie za optymalne.

Miary wahaniowe

Jednym z najbardziej zywotnych aspektéw teorii uogélnionych catek Riemanna (wzgledem rozmaitych baz) jest jej
zwiazek z tzw. miarg wahaniowq (lub wariacyjng). 7. jednej strony podejmuje on kwestie opisu klasy catek nieozna-
czonych w terminach teorii miary (analogicznego do charakteryzacji znanych z teorii catki Lebesgue’a czy tez catki
wg miary). Z drugiej strony stanowi uzyteczne narzedzie w konstrukeji majorant i minorant dla funkcji catkowalnej
w sensie Kurzweila-Henstocka (wzgledem bazy), w tym i ciagtych, w szczegélnosci we wspomnianym wyzej
dowodzie réwnowaznosci H- i P-catek, czyniac niejako te druga catke bardziej konstruktywna. Dla niniejszego opisu
istotny jest przede wszystkim ten pierwszy kontekst, cho¢ i drugi obecny jest w dorobku autora, por. artykut [H]
opisany na stronie 18.

Rozbiciem (w [a, b]) nazywamy zbi6r, ktéry mozna uzupelni¢ do podziatu (odcinka [#, b]). Rozbicie jest zakotwiczone
w zbiorze E, jesli wszystkie znaczniki z rozbicia naleza do E.

Definicja 8. NiechF: R > R, ECTR, 6: E — (0,00). Oznaczmy przez |E[ kres gorny zbioru sum

Z IE(yi) - F(x)l

wziety po wszystkich zgodnych z 6 i zakotwiczonych w E rozbiciach {{[x;, yi], z:))l_, . Kres dolny inf; |E lg nazywamy
miarg wahaniowy zbioru E generowana przez funkcje F i oznaczamy przez |E|F.

Mozna fatwo wykazad, ze tak zdefiniowana | - |F, jako funkcja podzbior6w [a, b], jest metryczna miara zewnetrzna,
tj. (rozwazana na klasie podzbioréw borelowskich) jest miara (miara borelowska). Punktem wy]sc1a Charakteryz,aql
H-catek nieoznaczonych za pomoca |- jest nastepujacy, prosty w dowodzie, fakt: jesli F(x f f.x € [ab],
gdzie catke rozumiemy w sensie Kurzweila—Henstocka, oraz |E| = 0, E C [a, b], woéwczas |E|P =0 (mnyml siowy,
miara wahaniowa generowana przez F jest absolutnie ciagta wzgledem miary Lebesgue’a).!” Twierdzenie przeciwne
réwniez jest tatwe w dowodzie, o ile zatozymy, ze funkcja F jest prawie wszedzie rézniczkowalna: jeéli |E[f = 0 dla
kazdego E C [a, b] miary zero oraz skoriczona F’(x) istnieje dla prawie wszystkich x € [a, b], wéwczas I jest H-catka

Bzwane] dzi$ catka Kurzweila-Henstocka, réwnie czesto calkq Henstocka, rzadko catkg Kurzweila (§rodowisko czeskie i stowackie) czy tez catkq

Henstocka—Kurzweila (sam Kurzweil)
%4j. zbiér przedziatéw ze znacznikami (( [xi, yil z)liL  takizea=x; <y1=xp <...<yy=b

WEormalnie rzecz biorac, zgodnie z litera definicji 8, mamy na mysli tu WS7ed2.1e miare wahaniowa |- |F generowang przez funkcje F na R,
gdzie F(x) = F(a) dla x < a, F(x) = F(b) dla x > b.



nieoznaczona swojej pochodnej (za$ |E| ma postaé fE |F"| dla mierzalnych E C [4,b]). Rezultatem jest tzw. niepetna'!
charakteryzacja H-calek nieoznaczonych jako tych funkeji prawie wszedzie rézniczkowalnych F, ktére generuja
absolutnie ciagla |-|*. Charakteryzacja ta fatwo przenosi si¢ na przypadek ogélny, dotyczacy catki i pochodnej
wzgledem bazy. Pozytywnie problem pefnej charakteryzacji catek Kurzweila—Henstocka rozwiazali Vasile Eng [20]
oraz Benedetto Bongiorno, Luisa D1 P1azza i Walenty Skworcow [5]. Sednem rozwiazania jest nastepujacy wynik.

Twierdzenie 9. Jesli miara wahaniowa | -|F jest absolutnie ciggla, wowczas T jest prawie wszedzie rézniczkowalna.

Co ciekawe, (pelna) charakteryzacja catek nieoznaczonych za pomoca jedynie absolutnej ciagtodci (uogdlnionej)
miary wahaniowej nie jest stuszna dla wszystkich baz catkowania/rézniczkowania [8, 11].

Szczegbétowy opis cyklu
Oryginalne rezultaty otrzymane w opisywanych pracach numerowane sa, dla wyréznienia, wielkimi literami.

1° ON THE UNIFORM STRONG LUSIN CONDITION, Mathematica Slovaca, 63 No2 (2013), 229-242.
MNISW 2019: 40; IF 2019: 0.654; SJR 2019: 0.4 (Q3)

Oprocz wilasnosci ACG., charakteryzujacej catki nieoznaczone w sensie Kurzweila-Henstocka (Perrona, Denjoy—
Perrona), w tym samym celu wykorzystuje sie kilka innych poje¢ uogélniajacych pojecie funkcji absolutnie ciaglej
[4, 48], z ktérych najczeéciej spotykanym (takze najblizszym mierze wahaniowej |-|* i fatwym w uogélnieniu dla
baz catkowania) jest wlasno$¢ ACG;, wprowadzona (i tak wtagnie nazwana — & (w zamysle piszacego te sfowa
znak ten przypominaé ma 6) symbolizuje tu role wskaznikéw w definicji nizej) przez Russella A. GorRDONA.

Definicja 10 ([32, Definition 1]). Niech F: [a,b] — R. Méwimy, ze F ma wtasnos¢ ACs na zbiorze E C [a,b], o ile dla
kazdego ¢ > 0 istnieja liczba n > 0 oraz taki wskaznik §, ze kres gérny zbioru sum

Y IFCGy) - Fxl

i=1

wziety po wszystkich zgodnych z 6 rozbiciach {([x;, y:], z)l]; zakotwiczonych w E (por. strona 4}, nie przekracza
e. O ile istnieje taka [a, b]-forma {E,})_,, ze F ma na E,, wiasnos¢ AC; dla kazdego m, woéwczas méwimy, ze F ma
wiasnosé ACG;g (lub tez, ze jest ACGy-funkcja).

Poniewaz kazda catka nieoznaczona w sensie Kurzweila—Henstocka ma wiasnosé ACG; oraz, jak tatwo spraw-
dzi¢, wlasnogé ACGg funkgji F implikuje absolutna ciagtosé | - [F, tj. tzw. silny warunek Luzina,'* oraz rézniczkowalnosé
prawie wszedzie [32], ACG; charakteryzuje catki nieoznaczone w sensie Kurzweila—Henstocka.

Dla catki Kurzweila—Henstocka (oraz jej rozmaitych uogélnien) istnieje dos¢ bogata literatura dotyczaca twie-
rdzent granicznych, z ktérej wiekszos¢, nie liczac klasycznych twierdzeni, np. o zbieznoéci zdominowanej czy
monotonicznej, dotyczy rezultatéw w duchu twierdzenia Vitalego, znanego z teorii catki Lebesgue’a, wykorzy-
stujacego pojecie tzw. jednostajnej/jednakowej absolutnej cigglosci, zwanej tez jednostajng/jednakowq catkowalnoscig,"
odnoszace sie do ciagu catek nieoznaczonych. W teorii H-catki jednostajnoé¢ z powodzeniem mozna stosowaé w
odniesieniu zar6wno do uogélnionej absolutnej ciagtosci (np. dla ACG, czy ACGg), jak i absolutnej ciagtodci miary
wahaniowej oraz (i tu juz dla funkgji podcatkowych) dla samej catkowalnoéci zdefiniowanej jako zbieznoé¢ sum
Riemanna. Jednakowa catkowalnoé¢ ma znaczenie w teorii catek typu Pettisa dla funkcji wektorowych, por. np. [72,
Theorem 2.3.7].

Definicja 11. Niech F,: [a,b] — R, n € IN. Powiemy, ze ciag (F, ey ma whasnosé UACG; (jest jednakowo ACG;), o ile
rozktad [4, b] dany [a, b]-forma {Ewm};,_; z definicji 10 nie zalezy od n oraz, dla ustalonego m, dobor 77 > 01 wskaznika

d na E,, dla dowolnie obranego ¢ nie zaleza od n.

Definicja 12. Niech Fy: [2,b] — R, n € IN. Powiemy, ze ciag (F);., ma wilasno$¢ USL (spelnia jednostajnie silny
warunek Luzina, o ile dla kazdego zbioru E C [a, b] miary zero i dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki wskaznik 6 na E, ze
IEI‘g" < ¢ dla wszystkich 7.

"okreglenie Washka Prerrera [63]
12 Absolutna clagtosé |- |F oznacza ni mniej, ni wiecej, ze F ma wilasnosé ACG,, réwnowaznie ACj, na kazdym zbiorze miary zero w [a, b].
Buniform integrability & equi-integrabilify



Definicja 13. Niech f,: [a,b] — R, n € IN, bedzie ciagiem funkcji H-catkowalnych. Powiemy, ze ciag ( fudiq jest
Jjednakowo catkowalny, o ile dobér wskaznika 6 dla danego ¢ (por. definicja 7) nie zalezy od n.

Interesujacym jest pytanie, czy odpowiednioé¢ wiasnosci ACG; funkgji F, absolutnej ciagtosci miary wahaniowej
|-|f i catkowalnosci pochodnej F’ zostaje zachowana w odniesieniu do ciagéw funkcji i ww. poje¢ w wariancie
jednostajnym. W artykule 1° (Example 9) wykazano co nastepuje.

Twierdzenie A. Istnieje cigg (Fu),_, funkcji absolutnie cigglych na [0,1], faki ze F), — 0 prawie wszedzie, cigg (Fa)>.,
spetnia warunek USL, lecz nie spetnia UACGy na Zadnym podzbiorze [0, 1] miary dodatniej.

Konstrukecja ww. ciagu jest naturalna, dowéd za$, cho¢ krétki, wydaje sie, w aspekcie technicznym, dosé
oryginalny. Konsekwencja twierdzenia A jest fakt, iz ciag pochodnych, (F,)> , okreslonych dowolnie w punk-
tach nierézniczkowalnoéci odpowiednich F,, nie jest jednakowo catkowalny. Stanowi to rozwiazanie problemu

Alewine’a i Schechtera [1, 9.2, (a)=(e)] i obala hipoteze postawiona przez Lee [51, Conjecture 1].

Warto dodag, ze o ile (w przypadku zbieznych ciagéw funkcji H-catkowalnych) warunek USL nie charakteryzuje,
jak to wykazano w 1°, jednakowej catkowalnosci, pytanie czy role warunku charakteryzujacego moze petni¢ wtas-
no$¢ UACG; pozostaje otwarte. (Wiadomo, ze charakteryzacje jednakowej catkowalnosci stanowi dla ciagu catek,
silniejszy od UACG;, warunek UACGy [48]. Pytanie czy UACG; & UACGy wydaje sie otwarte: artykut 1° (strona
240) zawiera krytyczne uwagi na temat dowodu tej réwnowaznoéci w pracy [4].)

Twierdzenie charakteryzujace catki nieoznaczone w sensie Kurzweila-Henstocka za pomoca silnego warunku
tuzina wpisuje sie w bogata grupe charakteryzacji wiasnoéci typu absolutna ciagtosé czy tez ograniczone wa-
hanie, w ktérych wykazuje sie, ze zachodza one na przedziale, o ile tylko zachodza na kazdym podzbiorze tego
przedziatu, ktéry ma miare zero. Oprécz zwiazkéw typu SL & ACG; dla rozmaitych baz (niekiedy i niezaleznie od
rézniczkowalnoéci [79]) zaliczaja sig tu wyniki dotyczace o-skoficzonosei miar wahaniowych (por. pézniej twierdze-
nie ). Twierdzenie A pokazuje, iz przenoszenie takich charakteryzacji na przypadek ciagowy moze by¢ klopotliwe.
Problem dotyczy, jak sie wydaje, poje¢ zdefiniowanych w terminach wskaznikow, tak jak ACG;. Argumentem za
ta teza jest kilka przyktadowych charakteryzacji wykazanych w pracy 1° dla wlasnosci ACG i VBG.1

Twierdzenie B (1°, Theorem 10). Cigg funkcji ciggtych okreslonych na [a, b] ma wlasnosé UVBG wedy i tylko wiedy, gdy
ma jg na kazdym domknietym podzbiorze [a, b] miary zero.

(Analogiczne twierdzenie dla VBG i pojedynczej funkeji byto kluczowe dla opisowej charakteryzacji catek Kurz-
weila—Henstocka wzgledem bazy aproksymatywnej. Bedzie o tym mowa w czeéci 2° niniejszego opracowania (lemat
18).)

Twierdzenie C (1°, Corollaries 11 & 13). Cigg funkcji mierzalnych okreslonych na [a, b] ma wlasnosé UVBG/UACG wtedy i
tylko wtedy, gdy ma jg na kazdym podzbiorze [a, b] miary zero.

Dowéd twierdzenia B wykorzystuje tzw. technike “mikroskopowa”, por. [5] badz [A], podobnie jak dowéd
twierdzenia F, czy tez Theoremn 12 w pracy 5°,

2° (wspolautor: Walenty A. Skworcow) THE AP-DENJOY AND AP-HENSTOCK INTEGRALS REVISITED,
Czechoslovak Mathematical Journal, 62(137) (2012), 581-591. MNISW 2019: 40; IF2019: 0.412; SR 2019: 0.35 (Q3).

Druga praca cyklu poswiecona jest aproksymatywnej mierze wahaniowej, bedacej analogonem miary waha-
niowej zdefiniowanym dla bazy aproksymatywnej, w szczego6lnosci jej zastosowaniu dla opisowej charakteryzacji
aproksymatywnej catki Kurzweila—Henstocka.

Niech x € R. Ustalmy pewien zbiér S; C R, mierzalny w sensie Lebesgue’a, ktérego punktem gestosci (por.
definicja na str. 3) jest x. Rodzine S = {Sy}xer nazywamy aproksymatywnie pelnym pokryciem (prostej R), krétko: AFC.
Przedzial ze znacznikiem ([x, y],z) nazywamy zgodnym z AFC S, jesli x, ¥ € S,. Rozbicie (podzial) nosi miano
zgodnego z AFC S, o ile kazdy jego element jest zgodny z 8. Zachodzi nastepujace twierdzenie, bedace uogdlnieniem
lematu Cousina (dla AFC zamiast wskaznikéw): dla kazdego AFC S i kazdego odcinka [4,5] C R istnieje podziat
[a,b] zgodny z S [33, Lemuma 3]. Sens ma zatem ponizsza definicja.

“Definicja wlasnoéci VBG jest analogiczna do tej dla ACG.



Definicja 14. Funkcje f: [4,b] — R nazywamy catkowalna w aproksymatywnym sensie Kurzweila-Henstocka (AH-
catkowalna), jesli istnieje liczba L f € R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie AFC &, ze dla
kazdego zgodnego z S podziatu {([x;, yi], z:)}, odcinka [a, b] spetniona jest nieréwnosé

1 b
’Z Fla)yi —x) - f f‘ <e.
i=1 &

Definicja 14 jest uogélnieniem definicji 7 (w konsekwencji AH-catka stanowi rozszerzenie catki Lebesgue’a),
mozna fatwo uzasadnié, iz jest to uogdélnienie istotne. Za pomoca AH-calki rozwiazanie otrzymuje bowiem problem
odtwarzania kazdej pierwotnej (nie tylko ciagtej, jak w przypadku catki Denjoy-Chinczyna) z jej pochodnej aprok-
symatywnej.

Definicja 15. Niech F: R = R, E € R, za$ S to pewne AFC. Oznaczmy przez |E[f kres g6rny zbioru sum

)_: IF(y;) — F(x,)|

i=1
wziety po wszystkich rozbiciach {([x;, yi], z:)}, zgodnych z S i zakotwiczonych w E. Kres dolny infs |E[§ nazywamy
aproksymatywng miarg wahaniowq zbioru E generowana przez funkgje F i oznaczamy przez |E[L,.

Dla AH-catki stuszna jest deskryptywna charakteryzacja analogiczna do tej dla H-catki.

Twierdzenie 16 ([A]). Funkcja F: [a,b] — R jest AH-catkq nieoznaczong wtedy i tylko wiedy, gdy |- Iip Jest absolutnie ciggla
wzgledem miary Lebesgue’a.'®

Kluczowa w twierdzeniu 16 jest dostatecznoé¢ warunku absolutnej ciagtoéei I-pr, przy czym sedno dowodu
zawiera sie w nastepujacych dwdch lematach, za pomoca ktérych mozna wykazaé, ze absolutna ciagtosé \-|§P
implikuje aproksymatywna rézniczkowalnoé¢ prawie wszedzie dla funkcji F.

Lemat 17. Niech F: R — IR. Jesli |- Iﬁp jest absolutnie ciggta, wowczas F jest funkcjq mierzalng.
Jest to prosta konsekwencja faktu, ze kazda funkcja aproksymatywnie ciagta jest mierzalna.

Lemat 18 (Ene, [24, Theorem 3]). Jedli funkcja mierzalna F: E — R, E C R to zbidr mierzalny, ma wlasnos¢ VBG na
kazdym podzbiorze E miary zero, wowczas F jest VBG-funkejg (na E).

Mozna fatwo pokazaé, ze F jest VBG-funkcja na kazdym zbiorze, na ktérym |- liP jest skoniczona (por. np. dowéd
Theorem 6 w 2°). Jedli | - §§p jest absolutnie ciagta, wowczas F jest VBG-funkcja na kazdym zbiorze miary zero, a zatem
(dzieki tezie lematu 17 mozna stosowaé lemat 18) jest VBG-funkcja. Wiasnosé¢ VBG pozwala twierdzié¢ (twierdzenie
Denjoy—Chinczyna [67, (4.3)]), ze F jest prawie wszedzie aproksymatywnie rézniczkowalna.

Najwazniejsze wyniki pracy 2° nawiazuja do lematéw 17 i 18. W pierwszym z nich, za pomoca prostej konstrukeji
wykorzystujacej hipoteze continuum, wykazano, ze zadanie mierzalnoéci F w lemacie 18 jest istotne.

Twierdzenie D (2°, Example (1)). Istnieje funkcja F: [0,1] — [0,1], ktéra nie jest VBG-funkcjg, niemniej obraz kazdego
zbioru miary zero jest przeliczalny.

Drugi z wynikdw pokazuje, ze zalozenie lematu 17 mozna nieco ostabi¢.

Twierdzenie E (2°, Theorem 4). Dla pewnej klasy miar wahaniowych |- |\, obejmujgcej aproksymatywng miare wahaniowq
[ |§p, jesli F: R — Roraz |- |§ jest o-skoriczona na kazdym zbiorze miary zero, wowczas F jest funkcjg mierzalng.

Twierdzenie E wykazane zostalo w 2° w terminach tzw. systeméw lokalnych, ktére wprowadzimy dopiero w
kolejnej czesci tego opracowania.

Kolejny, osobny, rezultat pracy 2° pokazuje, ze omawiany wyzej zwiazek wlasnoéci VBG z o-skoriczonoscia
miary wahaniowej zalezy od bazy rézniczkowania/catkowania i nie zachodzi w sytuacji ogolne;.

Twierdzenie F (2°, Example (2)). Istnieje baza catkowania (konkretnie, tzw. Sciezkowa baza P-adyczna) oraz ciggla funkcja
F:[0,1] — R, takie ze miara wahaniowa wzgledem danej bazy jest a-skoriczona, niemniej F nie jest VBG-funkcjg.

I5podobnie jak w przypadku | - [F, formalnie nalezy tu rozpatrywaé F przedtuzona liniowo z [4,b] na R (por. przypis '°).




3° ON RIEMANN-TYPE DEFINITION FOR THE WIDE DENJOY INTEGRAL, Rendiconti del Seminario
Matematico della Universita di Padova, 126 (2011), 175-200. MNISW 2019: 40; IF2019: 0.42; SJR 2019: 0.3 (Q3).

Pojecie pochodnej aproksymatywnej, wprowadzone (por. wstep) w zwiazku z problemem odwracania operacji

zwyklego rézniczkowania, w naturalny sposéb spowodowato pojawienie sie uogélnionych rozwiazan tego prob-
lemu, obejmujacych juz nie tylko zwykla pochodna, lecz i pochodna aproksymatywna. Pierwsza konstrukcja catki
rozwiazujaca problem odczytywania pierwotnej z jej pochodnej aproksymatywnej to uogélnienie definicji catki
Perrona zaproponowane przez Johna C. Burkirra [13].
Definicja 19 (Burkill). Niech f, M, m: [a,b] — R. Powiemy, 7e aproksymatywnie ciagla funkcja M jest AP-majorantg
f, oile DapyM(x) > f(x) dla kazdego x € [a,b], gdzie D,pM(x) oznacza dolna pochodna aproksymatywna M w
x. Analogicznie, aproksymatywnie ciagla funkcje m nazwiemy AP-minorantq f, o ile Dypm(x) < f(x) dla kazdego
x € [a,b], gdzie Dypm(x) oznacza gérna pochodna aproksymatywna m w x. (AP-)catka funkcji f zdefiniowana jest
jako J; f = infp(M(b) - M(a)) = sup,, (m(b) —m(a)), gdzie inf obejmuje wszystkie AP-majoranty M, zas sup wszystkie
AP-minoranty m funkgcji f, pod warunkiem, ze oba kresy sa sobie réwne.

Zasadniczym elementem rézniacym definicje 1 i 19 jest obecnosé w tej drugiej pochodnej aproksymatywnej
w miejsce zwyklej. Analogiczny do definicji 1 wariant definicji 19 (. bez zalozenia aproksymatywnej ciagtosci
AP-majorant/minorant), rozpatrywany po raz pierwszy przez Sunouchiego i Utagawe [80], prowadzi do catki
réwnowaznej AH-catce (definicja 14) (za$, inaczej niz dla zwyktej catki Perrona, istotnosé tego zatozenia dla ogélnosci
catki pozostaje, zdaje sie, problemem otwartym).

Nieco dalej idace rozwiazanie pochodzi od Georgija P. Torstowa [83], ktéry pokazal, ze nie kazda funkcja
catkowalna w szerokim sensie Denjoy jest AP-catkowalna; podat tez konstrukcje catki typu Perrona réwnowaznej
D-calce [84]. Poniewaz, co oczywiste, nie kazda funkcja aproksymatywnie rézniczkowalna musi byé ciagta (a stad
jej pochodna nie musi by¢ D-catkowalna), w sposéb naturalny pojawia sie pytanie o zgodnosé AP- (i AH-) oraz
D-calek, a takze o ew. ich wspélne rozszerzenia. W tym kontekscie rozwazane byly nastepujace cztery zestawy
warunkéw dotyczacych funkgji okreslonych na pewnym odcinku [z, b]:

e [: wlasnoséé [ACG],

o [5: wilasnosé [VBG] razem z warunkiem (N),
o [3: wlasnos¢ ACG,

e [4: wlasnoéé VBG razem z warunkiem (N).

Ujecie symboli ACG/VBG w kwadratowy nawias oznacza, ze [a, b]-forma z definicji moze byé wzieta jako domknieta
(por. definicja na str. 3). Warunek (N) (Luzina) oznacza, Ze obraz kazdego zbioru E c [4, b] miary zero ma takze miare
zero. Okazuje sie, ze jesli rozpatrywaé warunki £;-L; w zakresie pewnej przestrzeni liniowej  funkcji nalezacych
do pierwszej klasy Bairea i posiadajacych wiasnoé¢ Darboux, prowadzi to (w kazdym z czterech przypadkéw) do
klasy funkcji posiadajacej wlasnosé monotonicznosci, co wynika np. z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 20 ([49, Theorem 1]). Jesli F: [a,b] — R jest funkcjg pierwszej klasy Baire'a i ma wlasnos¢é Darboux, a takze
spetnia warunek (N), wéwezas o ile F'(x) = 0 w prawie kazdym punkcie rézniczkowalnosci F, to F Jest niemalejqca.

Otrzymujemy zatem cztery klasy pierwotnych dla pewnych catek typu Luzina.

Definicja 21. Powiemy, ze funkcja f: [2,b] — R jest F;-catkowalna, i = 1,2,3, ;l, oile istnieje funkcgja F € Fi = £LiNF,
taka ze F,(x) = f(x) dla prawie wszystkich x € [a, b]. Przy tym, z definidji, fn f = F(b) - Fa).

Przyktadem przestrzeni ¥ jest rodzina funkcji aproksymatywnie ciagtych, 7 = Cyp.!® W tym szczegélnym
przypadku ¥-catka byta wprowadzona przez Jacoba RippEra pod nazwa f-catki [66] (péZniej rozwazana i przez
Yoto Kusorg jako AD-catka; funkcjonuje w literaturze najezesciej jako catka Kuboty), F4-catka to AK y-catka Gordona
[34], za§ F5-calke wprowadzili D. N. SarkuzL i A. B. Kar [71], z odmienna definicja (T,,D-catka). F3-catka byla
rozwazana przez Kubote [41] jeszcze przed AD-catka (pod ta sama nazwa), pézniej z racji na klopoty z uzasad-
nieniem monotonicznoéci porzucona (jako rozwiazanie problemu wspélnego uogélnienia D- i AP-catek) na rzecz
F1-catki. W pracy [G] autor niniejszego opracowania podat petny diagram relacji miedzy #-catkami dla 7 = Cap-
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Fakt iz najwezsza z ww. klas (tj. #1) pokrywa klase wszystkich AP(AH-)catek nieoznaczonych, i w konsekwencji
F1-catka stanowi wspélne uogélnienie dla D- i AP/AH-catki, zostat wykazany poprawnie dopiero przez Lee Cheng-
Minga [50] i Sarkhela [70].

Przedmiot opisywanej pracy 3° wiaze sie z sugestia Henstocka (sformulowana jako éwiczenie w podreczniku
[38], Exercise 43.9), dotyczaca riemannowskiej charakteryzacji catki Denjoy-Chinczyna. Pomys! Henstocka polega
na okreéleniu catki wzgledem bazy zdefiniowanej jednoczesnie za pomoca wskaznikéw (tak jak catka Kurzweila—
Henstocka) oraz [a, b]-form (por. strona 3). Szczeg6towa argumentacja rozpatrywana byta péZniej juz przez innych
autoréw [78, 52, 26] w odniesieniu do Fi-calek, zasadniczo dla 71-catki, w przypadku gdy F = G [78, 52] oraz
w przypadku ogélnym [26]. Opisywane tu wyniki maja charakter ogélny i podane sa, w élad za Enem [26], w
terminach systeméw lokalnych.

Uzyteczny jezyk dla rozwazan dotyczacych uogdlnionego rézniczkowania i catkowania stanowia tzw. systefiy
lokalne [81].

Systemy lokalne Systenmem lokalnym nazywamy rodzine A = {A(x)}yer, ktorej elementami sa rodziny A(x) nie-
pustych podzbioréw R spetniajacych dla kazdego x € R nastepujace warunki:

(i) {x} ¢ A(x);
(ii) gdy S € A(x), tox € 5;
(ili) gdy Se A(x)iR 2 S, to R € A(x);
(iv) gdy S e A(x)oraz 6 > 0, to (x — &, x +0) N S € A(x).

Kazdy element S € A(x) nosi nazwe sciezki prowadzacej do x. Funkcje Cna A C R, taka iz C(x) € A(x) dla kazdego
x € A nazywamy A-wyborem na A. Ciagloé¢ w odniesieniu do systeméw lokalnych definiuje sie analogicznie jak
w terminach topologicznych (jesli uzna¢ $ciezki za odpowiedniki otoczeni). I tak, funkcja f: R — IR nosi nazwe
A-ciggtej w x € R, jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje Sciezka S € A(x), taka ze f(x) — ¢ < f(t) < f(x) +eoilet € S. f jest
A-ciggta, jesli jest A-ciagta w kazdym x € R.

Klasy pierwotnych 7; rozpatrywane byly dla 7 sktadajacej sie z funkcji A-ciagtych, dla danego A. Przy odpowied-
nich dodatkowych warunkach natozonych na A klasy 77 wykazuja wilasnodci niezbedne z punktu widzenia
monotonicznosci (twierdzenie 20), tj. poprawnosci okreslenia 7;-catek.

Lemat 22 ([81]). Jeéli dwustronny'” system lokalny A spetnia warunek przecinania®®, wéwczas kazda funkcja A-ciggta
f: R — R jest pierwszej klasy i ma wlasnesé Darboux.

167.aUWaimy, ze dla 7 bedacej rodzina funkdji ciagtych, klasy 75, i = 1,2,3,4, pokrywaja si¢ i stanowia rodzine ciaglych ACG-funkji, tj.
klase pierwotnych dla catki Denjoy-Chinczyna (wynika to z tzw. twierdzenia Banacha-Zareckiego: VB-funkcja ciagta na zbiorze domknietym i
spetniajaca (N) jest AC-funkcja).

17 A jest dwustronny, jesli (x — 8,x) NS £ 0 (x,x + 8) N S # B dla wszystkich x € R, S € A(x), o > 0.

18 A spetnia warunek przecinania, jesli dla kazdego wyboru C istnieje wskaznik &, taki iz C(x) N C(y) N [x, y] # 0, 0 ile 0 < y — x < min {5(x), 8(y)].




Jak tatwo spostrzec, jesli system lokalny A jest filtrujgcy, tj. dla dowolnych x € R oraz $1,5; € A(x), 51N Sy € A(x),
wowczas T jest przestrzenia liniowa.

Dla danego A-wyboru C powiemy, Ze odcinek ze znacznikiem ([x, y],z) jest zgodny z C, jesli x, y € C(z).

Dla danych dwéch E-form {E;}; oraz (F;};, pisa¢ bedziemy {E;}; > {F;};, jesli dla kazdego i istnieje j, takie ze
E; C Fj. Przez Is {E;}; oznaczymy zbi6r wszystkich x, takich ze dla pewnego i, x € E; i x jest izolowany cho¢ z jednej
strony w E;. Zbior Is {E;}; jest, co jasne, przeliczalny.

Dla danej E-formy @ = {E;}; powiemy, ze odcinek ze znacznikiem ({x, y), x)'? (badz sam odcinek (x, y}) jest zgodny
z &, jesli x, y € E; dla pewnego i. Jedli na kazdym E; dany jest wskaznik &;, powiemy, ze ciag 6 = (&;}; jest zwigzany z
a. Zgodny z & odcinek ze znacznikiem ((x, y}, x) nazwiemy zgodnym z §, jesli dla pewnego i takiego ze x, y € E;, jest
on zgodny z 6.

Rozwazmy teraz jednoczesnie systemn lokalny A, A-wybér C na zbiorze A C [a,b], [a, b]-forme a i zwiazany zeri
ciag znacznikéw 6. Powiemy, ze odcinek ze znacznikiem ({x, y), x) jest zgodny z (C, 8) ((C, @)), o ile jest on zgodny
badz z 6 (a), badz z C (w sensie opisanym wyzej). Rozbicie (w szczegélnosci podzial) # nazwiemy zgodnym z
0, C, (C,a) 1 (C,0), jesli kazdy jego element wykazuje odpowiednia zgodnosé. Pary (C, 8) nosza nazwe ztozZonych
A-wskaznikéw (ang. composite A-gauges); bedziemy mowié, ze sa one (tak jak 8) zwiazane z E-forma a.

Ziozone A-wskaZniki moga z powodzeniem stuzy¢ jako baza dla catki typu Riemanna z racji na ponizszy lemat
o istnieniu podziatu (wykazany przez Henstocka [38] w przypadku A = Ag).

Lemat 23 ([26, Lemma 4.2]). Niech [a,b]-forma « bedzie domknicta, zas system lokalny A dwustronny. Dla dowolnego
A-wyboru C na Is & i dowolnego ciggu wskaZnikdw 6 zwigzanego z o istnieje podziat [a, b] zgodny z (C, 6).

(Zatozenie domknietosci [a, b]-formy jest w ww. lemacie istotne.)
Wyniki pracy 3° dotycza nastepujacych riemannowskich definicji catek.
Definicja 24. Funkdje f: [a,b] — R nazywamy Ex-catkowalna, jesli istnieje liczba f ’ f € R o nastepujacej wtasnosci:

dla kazdego ¢ > 0 istnieja domknieta [a,b]-forma a i zwiazany z nia ciag wskaznikéw 0, oraz, dla kazdego
przeliczalnego zbioru A > Is@, A-wyb6r C na A, takie ze dla kazdego zgodnego z (C, §) podziatu {((x;, ¥:), ),
odcinka [4, b] zachodzi nieréwnosé (2).

Definicja 24 rozpatrywana byta po raz pierwszy (pod nazwa AH-calki i z innym sformutowaniem: z A-wyborem

C okreslonym nals 8, gdzie domknieta (4, b]-forma § > a) w pracy [78] w przypadku A = A,,. Pomyst wykorzystania
zbioru A (lepiej oddajacego istote opisywanego warunku) w miejsce f§ pochodzi z (nieukoriczonej) pracy Vasile’a
Ene’a [26], ktory rozwazat to okredlenie pod nazwa [S18:R]- i [SR]-catki.
Definicja 25. Funkgje f: [a,b] — R nazywamy LLs-catkowalna, jesli istnieja liczba fﬂ ! f € Ridomknieta [z, b]-forma
@ o nastepujacej wiasnosci: dla kazdego ¢ > 0 i kazdego przeliczalnego zbioru A O Is & istnieja A-wyb6r C na A
oraz ciag wskaznikow & zwiazany z a, takie ze dla kazdego zgodnego z (C, 6) podziatu {({(x;, yi), )}, odcinka [a, b]
zachodzi nier6wnos¢ (2).

Definicja 25 rozpatrywana byla po raz pierwszy (takze pod nazwa AH-catki) w pracy [52], podobnie jak dla
Ex-catki w wersji z drobniejsza [a, b]-forma f > a. Obie definicje, 24 i 25, maja sens dzieki lematowij 23. Pierwsza
definicja jest ogdlniejsza od drugiej — kazda funkcja LL,-catkowalna jest Ey-catkowalna i wartoéci fa f pokrywaja
sie.

Pojecia LL-1Ea-catek byty rozwazane w artykutach [78, 52] dla rozwiazania zadania Henstocka [38, Exercise 43.9]
dla catek aproksymatywnie ciaglych, a konkretnie — podania riemannowskiego opisu dla catki Kuboty (?}A“P-ca%ki).
Waznym narzedziem dowodowym w rozwazaniach dotyczacych wlasnosci calek nieoznaczonych typu Riemanna
jest tzw. lemat Saksa-Henstocka, w przypadku wielu baz catkowania tatwy i standardowy w dowodzie, czesto
wiec stosowany milczaco, niemniej w przypadku opisanym w definicjach 24 i 25 nieoczywisty. Zwrécit na ten
mankament uwage Ene w [26], niemniej nie potrafit go przezwyciezy¢. W opisywanej pracy 3° udalo sie te trudnosé
pokonaé.

Dalej zaktadamy, ze rozwazany system lokalny A jest filtrujacy oraz ze kazda A-ciagta funkcja f: R — R jest
pierwszej klasy i ma wiasnoé¢ Darboux (wynika z tego zatozenia, w szczeg6lnosci, ze A jest dwustronny, a zatem
stosuje sie dlari lemat 23).

19Zapis {x, y) oznacza odcinek o koricach w x i y, tj. {x, 1) = [x, y], jesli x < y, za$ (x, y) = [y, ¥] w przeciwnym przypadku.
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Lemat G (lemat Saksa—Henstocka dla Ex-catki, 3°, Lemma 11). Niech f: [a,b] — R bedzie Ex-catkowalna, ¢ > 0.
Zatdzmy, ze [a,bl-forma o i zwigzany z nig cigg wskaznikéw 6 odpowiadajq [ i ¢ w sensie definicji 24, niech A-wybér C
zas odpowiada ustalonemu nadzbiorowi A D 1s a. Wowczas dla kazdego zgodnego z (C, 8) rozbicia {({x;, yi), )L, w [a,b]
zachodzg nieréwnosci

n

Z(f(xl‘)(%—x:)—fx‘yif)

i=1
Analogiczny rezultat zachodzi dla LLa-catki, Lemma 13 w 3°.

i

< 4e, Z

i=1

< 8e. (3)

Ui
f(xi)(yi_xi)_f f

Gléwne wyniki pracy 3° to riemannowskie charakteryzacje 7,*- i ,*-catek.
Twierdzenie H (3%, Theorem 28). Tf‘- i LLa-calki sq réwnowazne.

Twierdzenie H byto podane w przypadku A = A, juz w [52], Theorems 3.1&3.2. Praca 3° uogdlnia ten wynik,
uzupetniajac go ponadto w sensie dowodowym — w [52] brakuje uzasadnienia, ze kazda LL4-calka nieoznaczona
spetnia warunek (N).

Twierdzenie I (3°, Corollary 26). Tzﬂ— i Ea-catki sg réwnowazne.

Twierdzenie stanowi rozwiazanie problemu postawionego w [26], str. 91,1 (biorac pod uwage diagram ze strony
9) obala gtéwna tezg pracy [78]. Fakt iz uzaleznienie [g, b]-formy & od ¢ odpowiada, w odniesieniu do catek nieoz-
naczonych, ostabieniu warunku [ACG] do [VBG] (z zachowaniem (N)) stanowi dos¢ ciekawe zjawisko. Podobny
fenomen opisuje wahaniowa charakteryzacja warunku (N) dla VB-funkcji (w dowolnej dziedzinie) podana przez
Ene’a w [24].

Twierdzenia H i I sugeruja, ze w analogiczny sposdb, positkujac sie dowolnymi [g, b]-formami, mozna otrzymaé
charakteryzacje 7;*- i F*-calek. Teza ta shiszna jest jedynie czesciowo, wymaga ponadto innego podejscia do
definicji catki w terminach sum Riemanna, zwazywszy na brak wiasnosci podziatu. Rozwiazaniem okazuje sie tzw.
definicja wahaniowa (wariacyjna). Sprowadza sie ona, w uproszczeniu, do przyjecia za warunek catkowalnosci tezy
odpowiedniego lematu Saksa-Henstocka.

Definicja 26. Powiemy, ze funkcja f: [, b] — R jest (stabo) wahaniowo E-catkowalna, oileistnieje funkcja F: [, b] —
R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego ¢ > 0 istnieje domknieta [a, b]-forma (odp. [4, b]-forma®) & i zwiazany zen
ciag wskaznikéw 6, taki ze dla kazdego przeliczalnego zbioru A C [a, b] istnieje A-wybo6r C na A, taki ze dla kazdego
zgodnego z (C, 8) rozbicia {({x;, yi}, x:)}_; w [a, b] zachodzi nieréwnos¢

n

Y LGy = x) = Fly) + Feol <. @
i=1

Powiemy, ze funkcja f jest (stabo) wahaniowo LLa-catkowalna, o ile istnieja funkcja F: [4,b] — R oraz domknigta
[a, b]-forma (odp. [a, b]-forma) & o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych ¢ > 0 i przeliczalnego zbioru A C [a,b]
istnieja A-wybér C na A oraz zwiazany z a ciag wskaznikéw 8, takie ze nier6wnoé¢ (4) zachodzi dla kazdego zgod-
nego z (C, 0) rozbic%a {(€xi, yip, xi)YL, w [a, b]. Funkcje F nazywamy, we wszystkich przypadkach, catka nieoznaczona
f, za$ za wartosé L f przyjmujemy F(b) — F(a).

Na mocy lematéw Saksa—Henstocka dla E,- i LLs-calek otrzymuje si¢ natychmiast, ze calki te sa réwnowazne
odpowiednim catkom wahaniowym.

Dowodzi sie, ze catka nieoznaczona F kazdej funkcji f stabo wahaniowo Ex-(a wiec i LLs-)catkowalnej jest
A-ciagla (a wiec pierwszej klasy Baire’a i Darboux), spelnia ponadto warunek (N) i ma wilasnosé VBG, za$ jej
pochodna aproksymatywna jest prawie wszedzie réwna funkeji f. W konsekwencji F jest jedyna z doktadnoscia
do statej (twierdzenie 20), co oznacza, Ze definicje obu catek sa poprawne, za$ f jest ff—caikowalna z F jako catka
nieoznaczona (pierwotna). Mozna wykaza¢ i stwierdzenie przeciwne: jesli F: [a,b] — R jest A-ciagla VBG-funkcja
spetniajaca (N), wéwczas jej pochodna aproksymatywna jest stabo wahaniowo LLa-catkowalna, z F jako catka
nieoznaczong. W konsekwengji otrzymujemy nastepujaca (podwdéjna) charakteryzacje ﬂ"l—caiki.

Twierdzenie ] (3°, Corollary 34). ?:f— oraz stabe wahaniowe LLA- i Ep-calki sq réwnowazne.

20w 3° w definicjach stabych wahaniowych Ea- i LL-catek zaktadaliémy, ze dobierane [a, b]-formy (E;}; sa mierzalne. Warunek ten nie ma
jednak znaczenia, por. Remark 3 w pracy 4°.
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Problem riemannowskiej/wahaniowej charakteryzacji F,*-catki pozostaje otwarty. Dla A = A,, kazda z rozwa-
zanych tu charakteryzacji riemannowskich/wahaniowych odpowiada catkowalnosci w szerokim sensie Denjoy —
praca 3° zawiera wiec, w szczegodlnosci, pelny opis rozwiazania zadania Henstocka.

4° ON SOME VARIATIONAL MEASURES RELATED TO THE WIDE DENJOY INTEGRAL AND ITS COUN-
TERPARTS, Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 142 (2019), 9-36.
MNISW 2019: 40; IF 2019: 0.42; SR 2019: 0.3 (Q3)

Naturalnym pytaniem zwiazanym z rozpatrywanymi w 3° warunkami naktadanymi na sumy Riemanna jest
kwestia miar wahaniowych zdefiniowanych w analogiczny (réwnolegty) tym warunkom sposob. Jaki jest ich
zwiazek z uogdlnionymi absolutna ciaglosciai ograniczonym wahaniem (ACG, [ACG], VBG, [VBG], (N))i czy mozna
w terminach tych miar otrzyma¢ (wtérne) charakteryzacje (stabych (wahaniowych)) LLs- i Ex-catek, analogiczne
do charakteryzacji catek nieoznaczonych w sensie Kurzweila-Henstocka za pomoca |-|* (por. wstep)? Praca 4°
poswiecona jest odpowiedzi na to pytanie.

Niech F: S — R, S bedzie zbiorem typu 7. Dla zbioru E € S, domknietej S-formy e oraz zwiazanego z nia ciagu
wskaznikéw 6 oznaczmy

Fa,(E) = sup Z IF(y:) - F(xi)l, (5)
e
gdzie sup obejmuje wszystkie zgodne z & rozbicia P = {((’9}5, yi), xi)}., zakotwiczone w E. Ponadto niech

() = n;fﬁf;é(ﬁ) i TE= igfﬁi{E),

gdzie inf dotycza, odpowiednio, wszystkich § zwiazanych z a i wszystkich domknietych 5-form a. W przypadku,
gdy F okreslona jest na dowolnym zbiorze S (niekoniecznie typu 7,), w analogiczny sposéb, postugujac sie wszys-
tkimi S-formami*! &, definiuje sie wielkosci uf ((E), ub(E) i uf(E), gdzie E C .

ELatwo pokazuje sie, iz iih, ii", uf i uf sa zewnetrznymi miarami metrycznymi, por. [82, Lemma 10], a zatem
definiuja one miary borelowskie w S. Jegli ich okreélenie wyposazy¢ w element zwiazany z systemem lokalnym A,
otrzymujemy miary zewnetrzne metryczne ni,, i, mb i mf zwiazane bezposrednio z riemannowskimi/wahanio-
wymi charakteryzacjami 7 2-calek, rozwazanymi w 3°.

Niech F bedzie okreslona na przedziale I ¢ R, niech E C I, & bedzie domknieta I-forma, 6 zwiazanym zen
ciagiem wskaznik6w, zas C A-wyborem na pewnym przeliczalnym A > Is .22 Oznaczmy

Mas,c(E) = sup ) [F(y:) — F(x),
L=
gdzie sup obejmuje wszystkie zgodne z (C, 8) rozbicia P = {({x;, y:), %)}, zakotwiczone w E i zawarte w I, oraz
g (E) = infsupinfiy s o(E) 1w (E) = inf iy (E),
o DG Mab, i

gdzie pierwszy kres dolny obejmuje wszystkie ciagi wskaznikéw & zwiazane z &, kres gérny wszystkie przeliczalne
zbiory A O Isa, za$ drugi kres dolny wszystkie A-wybory C na danym A. Analogicznie definiujemy mf(E) oraz
mF(E).

W4, przy takich samych zatozeniach co do Ajak w 3%, wykazano nastepujace charakteryzacje, niejako réwnolegte
odpowiednio do charakteryzacji z twierdzed H, 11]. Niech F: [4,b] - R.

Twierdzenie K (4°, Theorem 22). Funkcja F jest F*-catkq nieoznaczong wedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej domknietej
[a, b]-formy a, m,, jest absolutnie ciggta (alternatywnie: wtedy i tylko wtedy, gdy F jest A-ciggta oraz dla pewnej domknietej
[a, b]-formy a, @, jest absolutnie ciggla).

Twierdzenie L (4°, Theorem 23). Funkcja F jest ?’zﬂ-ca{kg nieoznaczong wtedy i tylko wtedy, gdy 7ii* jest absolutnie ciggla
(alternatywnie: wtedy i tylko wtedy, gdy F jest A-ciggla i 0" jest absolutnie ciggla).

Mw tym przypadku wystarczy rozwaza¢ @ jako E-formy
Zpodobnie jak w definicji 26 mozna tu rozpatrywa¢ wszystkie przeliczalne zbiory A C I
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Twierdzenie M (4°, Theorem 24). Funkcja F jest F*-catkq nieoznaczong wtedy i tylko wtedy, gdy m jest absolutnie ciggla
(alternatywnie: wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej [a, bl-formy a, m¥, jest absolutnie ciggla; lub: wtedy i tylko wtedy, gdy F
is A-ciggta oraz uF jest absolutnie ciggta; lub: wtedy i tylko wtedy, gdy F is A-ciggta oraz dla pewnej [a, bl-formy e, uk, jest
absolutnie ciggta).

Dowody ww. twierdzent maja charakter doé¢ techniczny. Warunek konieczny wyprowadza sie z charakteryza-
¢ji riemannowskich/wahaniowych podobnie jak dla catki Kurzweila-Henstocka, za$ dostateczny opiera sie na
zwiazkach ww. miar zewnetrznych z miarami obrazéw funkeji F i catkami modutu pochodnej |F; p| przy czym
gléwnym narzedziem okazuje sie tu byé (w gruncie rzeczy) lemat Vitalego o pokryciu.

Brian 5. THomson [82] rozwazat, w kontekscie zwiazkéw ich g-skoriczonosci z warunkami [VBG] i VBG, miary
zewnetrzne metryczne zdefiniowane w terminach granic Moore’a—Smitha, tj. bez udziatu wskaznikéw, natomiast za
pomoca relacji <. Niech F: § — R, § to zbiodr typu 7. Stabg miarg wahaniowg (weak variational measure [82, Definition
22]) nazywamy granice

We(E) = Iiﬁnﬁim(E),

wzieta w sensie czeSciowego porzadku < (por. strona 10) wsréd wszystkich domknigtych S-form a. (Zapis ﬁ‘;m(E)
nalezy rozumieé¢ zgodnie z definicja (5), tj. dla 8 = (co};.) Podobnie (wzgledem wszystkich E-form) definiujemy
prawie stabg (quite weak lub g-weak [82]) miare wahaniowa zbioru E C §, ozn. W’](E) UZytecznym narzedziem w
argumentacji prowadzace] do charakteryzac]l z twierdzen K, L i M byla zgodnosc stabych miar wahaniowych
Thomsona z rmaraml wahaniowymi yF i y u"(E) = WI(E) dla dowolnej funkeji F: S — R, Si E ¢ S dowolne
(Lemma 1w 4°%); 0 F(E) = Wr(E) dla dowolnej [VBG]- funkcp F:5 = R, S typu 7, E € S dowolne (Corollary 3 w 4°).

Thomson rozpatrywat w [82], w kontekécie stabych miar wahaniowych, analogiczne (tj. z wykorzystaniem relacji
< zamiast ciagu wskaznikéw jak w charakteryzacjach z 3%, por. twierdzenie J) wahaniowe definicje catki. Udato
mu sig otrzymaé¢ w rezultacie calke Denjoy-Chinczyna [82, Theorems 46 & 49], przy czym kluczowa w dowodzie
byta ciaglosé kazdej pierwotnej w sensie D-catki. Praca 4° zawiera uogdlnienie wyniku Thomsona dla pierwotnych
A-ciagtych i F-catki.

Twierdzenie N (4°, Theorem 25). Funkcja f: [a,b] — R jest F-catkowalna, oraz F = f f, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
nastepujgey warunek.

(F) Dlakazdego e > Qistnieje [a, b]-forma & oraz dla danego zbioru przeliczalnego A, A-wybér C na A, takie ze kazde zgodne
z (C, &) rozbicie P = {({xi, yi), x:)V_; w [a, b] spelnia nierdwnosc (4).

Analogiczny wynik dla domknietych [a, b]-form jest nieprawdziwy (nawet dla funkcji sumowalnej warunek
réwnowaznoéci wahaniowej moze byé naruszony), niemniej zachodzi nastepujace (i nieco zaskakujace) twierdzenie.

Twierdzenie O (4°, Theorem 27). Jesli f: [a,b] — R jest F-catkowalna i jest funkcjg pierwszej klasy, F = [ f, wéwczas
zachodzi ponizszy warunek bypu Riemanna.

(F5) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje domknieta |a, b]-forma a oraz, dla danego zbioru przeliczalnego A, A-wybér C na A, takie ze
kazdy zgodny z (C, &) podziat P = {((xi, y:), x:)), odcinka [a, b] spetnia nierdwnosé (4).

W szczegblnodci, dla A = A, otrzymaliémy warunek catkowalnosci typu Riemanna z ograniczonym udzialem
wskaznikéw, ktéry niemniej spelniaja wszystkie pochodne (za$ dla A = A,p nawet wszystkie pochodne aproksy-
matywne).

5 ON THE APPROXIMATELY CONTINUOUS FORANINTEGRAL: COMPLETING OUR CHART, Real Analy-
sis Exchange, 33 Nol (2007/08), 29-40. MNISW 2019: 40; SJR 2019: 0.23 (Q4)

Interesujaca wlasnoscia catki Denjoy—Chinczyna jest fakt, iz nie moze by¢ ona sprzeczna z Zzadna catka (typu
Luzina, tj. opisana przez klase pierwotnych, za pomoca pochodnej aproksymatywnej), dla ktorej wszystkie pier-
wotne sa ciagle i spelniaja warunek (N). Co wiecej, klasa ciagtych ACG-funkcji jest maksymalna klasa ciagtych
pierwotnych o tej wtasnosci [10]. Najbardziej znana klasa pierwotnych szersza od ciagtych ACG-funkcji zostata
zdefiniowana przez Jamesa Forana [27] w oparciu o naturalne uogoélnienie wiasnosci AC.
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Definicja 27. Niech E ¢ D ¢ R, F: D — R, n € N. Powiemy, ze F ma na E wtasnoéé A(n), o ile dla kazdego ¢ > 0
istnieje liczba & > 0 o nastepujacej wiasnosci: jesli (J;); jest dowolnym ciagiem nienachodzacych na siebie odcink6w??
takim, ze ):} IJjl < 6, wéweczas dla kazdego j obraz F(E N J;) zawiera si¢ w sumie # odcinkéw Iy, .. ., Ijy, takich ze

n

ZZlIﬁl < E.
j o=l

Nietrudno uzasadnié, ze wlasnoé¢ A(1) réwnowazna jest wtasnoéci AC oraz ze funkcja o whasnoéci A(n) na E (n
dowolne) spelnia na E warunek (N) Luzina.

Definicja 28. Powiemy, ze F: D — R ma wlasnos¢ F wtedy, gdy istnieja D-forma {D;}; oraz ciag (m;); liczb naturalnych,
takie ze dla kazdego i, F ma wiasnos¢ A(n;) na D;. Powiemy, Ze funkcja f: [, b] — IR jest catkowalna w sensie Forana
(F-catkowalna), jezeli istglieje taka funkcja ciagta F: [a,b] — R z wlasnoscia &, ze F,(x) = f(x) dla prawie wszystkich
x € [a,b]. Definiujemy [ f = F(b) - F(a).

F-catka jest poprawnie okreslona (co wynika z twierdzenia 20) oraz z racji na fakt, ze F jest przestrzenia
liniowa (jesli F ma wtasnos¢ A(m), zad G wlasnosé¢ A(n) na E, to F + G ma na E wlasnoéé A(mn)). Wiasnosé T jako
charakteryzujaca pierwotne mozna rozpatrywaé w zakresie dowolnej przestrzeni liniowej funkcji pierwszej klasy
spetniajacych warunek Darboux, w szczegolnosci dla funkgji aproksymatywnie ciagtych.

Definicja 29 ([29]). Powiemy, ze funkcja f: [4,b] — R jest aproksymatywnie catkowalna w sensie Forana (AF-catko-
walna), jezeli istnieje taka funkcja aproksymatywnie ciagta F: [a,b] — R z wlasnoscia 7, ze Fp(x) = f(x) dla prawie
wszystkich x € [a,b]. Definiujemy |~ f = F(b) - F(a).

Najprostszy znany przyklad funkcji ciagtej z wlasnoscia &, lecz bez ACG wyglada nastepujaco: niech C to zbiér
tréjkowy Cantora, C 5 x = }.77; x; - 37/ bedzie rozwinieciem tréjkowym z {xj)32; © {0,2). Funkcje ciagta F na €
definiuje sie wzorem F(x) = },,_, x;, - 371, gdzie ( JK)p2; jest pewnym rosnacym ciagiem liczb naturalnych; nastepnie
przediuza sig F liniowo na kazdym odcinku przylegtym do C w [0, 1]. Pokazuje sie (dla dowolnego ciagu (ji)k), ze
F ma wiasnos¢ A(2) na C (odcinki I;; “odpowiadaja” wartoéciom 0 z rozwiniecia trojkowego, za$ I, wartosciom 2).
Jesli (ji)Z, dazy do co odpowiednio szybko, por. [19], mozna wykazaé, ze F ¢ VBG.

RozwaAZaj ac wiasnos¢ F dla pierwotnych aproksymatywnie ciagtych, mozna postawié %ytanie dotyczgce relacji
miedzy F, " -catka i AF-calka. Oczywiscie (por. uwaga po defgnicji 272 AZF-catka uogélnia 7, - (a wieci ¥, "-)catke.
Gléwne wyniki artykutu 5° dotycza poréwnania AF- oraz F, - i F, " -catek.

Twierdzenie P (5°, Corollary 2.4). Aproksymatywna catka Forana stanowi rozszerzenie ‘}"ZA“"—cm‘ki.

Dowéd sprowadza sig do obserwacji, ze kazda VB-funkcja na zbiorze domknietym, ktéra spelnia warunek (N), ma
wlasnosé A(3) (Lemma 2.2).

Twierdzenie Q (5°, Theorem 3.8, Exmgzple 3.9). Aproksymatywna catka Fomgta iﬁﬂ(\p_mﬁm nie sq sprzeczne, niemniej istniejq
funkcje AF-catkowalne, ktdre nie sg F, * -catkowalne oraz istniejg funkcje T, -catkowalne, ktére nie sy AF-catkowalne.

Dowéd niesprzecznosci opiera sie na uzasadnieniu, ze jesli (dane na pewnym zbiorze E) funkcje monotoniczne F i
G spetniaja warunek (N), za$ funkcja H ma na E wiasnos¢ A(n), wéwczas suma F + G + H takze spelnia (N) (Lemma
3.5).

T
& Fa < ¢ 1
Fi € F2N 3 o A Fo+Fa LS Y

Koy 7 G € g

Bistotne sa tylko te odcinki fi' ktore kroja sie niepusto z E

2Warto dodaé, ze (w odréznieniu od klas 77-F; twierdzenie Denjoy—Chinczyna [67, (4.3)]) nie kazda (nawet ciagta) funkcja z wlasnosécia &
jest prawie wszedzie aproksymatywnie rézniczkowalna [19]. Stad, scislej mowiac, pierwotne dla catki Forana charakteryzuja razem wiasnosé &
1 aproksymatywna rézniczkowalnos¢ prawie wszedzie.
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W ostatnim z naczelnych wynikéw pracy rozpatrujemy wiasnosé [F], zdefiniowana tak samo jak F, lecz za
pomoca domknietych [, b]-form (por. definicja 28). Poréwnujemy klase aproksymatywnie ciaglych pierwotnych
z wlasnoscia [F] (opisujaca tzw. [AF]-catke) oraz klase pierwotnych dla #, " -catki (aproksymatywnie ciagle ACG-
funkgje). Oczywiscie (por. twierdzenie Q) [AF]-catka i ?’SA""-ca{ka sa niesprzeczne.

Twierdzenig R (5°, Theorem 4.2). Nie kazda funkcja ﬂ'ﬁ“”-cafkowalna jest [AF]-catkowalna i nie kazda funkcja [[AF]-catko-
walna jest F, * -catkowalna.

Drugie stwierdzenie jest prosta konsekwencja faktu, iz funkcje z wtasnoscia & nie musza by¢ VBG-funkcjami.

6° (wspétautor: Walenty A. Skworcow) COMPARISON OF SOME TRIGONOMETRIC INTEGRALS, Mathe-
matical Notes, 104 Ne 1-2 (2018), 301-308. MNiSW 2019: 40; IF 2019: 0.626; SJR 2019: 0.37 (Q3)

7° (wspélautor: Walenty A. Skworcow) COMPARISON OF SOME TRIGONOMETRIC INTEGRALS 11, Euro-
pean Journal of Mathematics, 5 Nel (2019), 194-205. MNiSW 2019: 40; SJR 2019: 0.69 (Q2)

Jednym z najwazniejszych zadan teorii catek uogélnionych (obok problemu odtwarzania pierwotnej z jej, tez
niekiedy uogélnionej, pochodnej) jest problem odtwarzania wspétczynnikéw wszedzie zbieznego szeregu ortogo-
nalnego. W niniejszych rozwazaniach ograniczamy sie do szeregéw trygonometrycznych jednej zmiennych, niem-
niej istnieje obszerna literatura poswiecona zagadnieniu odtwarzania wspétezynnikéw w odniesieniu do ukladéw
Walsha, Haara i innych, jak i szeregéw wielowymiarowych (por. np. [64]).

Jesli funkgja f: [-7, ] — R jest sumowalna (lub, ogélniej, catkowalna w sensie Kurzweila—Henstocka czy tez
nawet Denjoy—Chinczyna), za pomoca wzoréw Fouriera

1 Tl 1 e
ay = — f(x) cos nx dx, b, = — f f(JC) sin nx dx, (6)
m ),

=

gdzie calki nalezy rozumie¢ w odpowiednim sensie, definiuje si¢ szereg Fouriera funkcji £
o
a .
EO + Z a, cos nx + b, sinnx, (7)

n=
zbiezny, przy odpowiednich zalozeniach, do f. Zlasadne jest pytanie dotyczace sytuacji niejako przeciwnej: jesli
szereg trygonometryczny (7) jest zbiezny dla kazdego x € [-m, 7], to czy stanowi szereg Fouriera dla swojej sumy,
f(x)? (Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia Cantora wspétczynnikia,, by okreélone sa przez f jednoznacznie.) Sednem
pytania jest kwestia catkowalnosci f.

Wiadomo, ze suma wszedzie zbieznego szeregu trygonometrycznego moze nie by¢ sumowalna. Przykladem

stuza szeregi postaci oo
Z b, sinnx, (8)

gdzie b, \, 0, Yooy by/t = 0o, np. by = 1/In(n + 1)5’?3101'. [18]. Suma szeregu (8) nie jest sumowalna nawet na zad-
nym podprzedziale [-7, ). Oznacza to, w my$l konstrukcji opisanej na stronie 2, ze nie jest ona catkowalna i w
sensie Denjoy-Chinczyna. Co ciekawe, istnieje wszedzie zbiezny szereg trygonometryczny, ktérego suma, f, jest
D-catkowalna, lecz mag # (D) f_ ’; f! (por. (6)) [73]. Catki trygonometryczne, tj. catki, ktére rozwiazuja problem odczyty-
wania wspélezynnikéw zbieznego szeregu trygonometrycznego, a zarazem, co wazne, stanowia rozszerzenie catki
Lebesgue’a, musza by¢ w konsekwencji doéé specyficzne w konstrukgji i wykazywac takiez wiasnosci.

Catki trygonometryczne zasadniczo (dotyczy to wszystkich cafek trygonometrycznych rozpatrywanych w
artykutach 6° i 7°) zwiazane sa z uogdlnionym rézniczkowaniem typu symetrycznego i odnosza sie badZ do
(formalnej) pierwotne] pierwszego rzedu sumy (7),

L(x) = ?—;E + ;‘ E?;-' sinnx — % COS HX, (9)
(tzw. funkcji Lebesgue’a; o ile (7) jest wszedzie zbiezny, L(x) istnieje dla prawie wszystkich x, por. [87, rozdziat IX,
tw. 1.2]), badz do pierwotnej rzedu drugiego

2 o0

apXx b a

R(x) = UT - E n—; sinnx + ;1% Cos 11X, (10)
n=1
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zwanej funkcja Riemanna i zbieznej wszedzie na [-m, nt]. Przy tym, odpowiednio, L jest zwiazana z pochodna
aproksymatywna symetryczna (zdefiniowana analogicznie jak pochodna aproksymatywna, por. strona 3), zaé R z
pochodna symetryczna drugiego rzedu (pochodna Riemanna-Schwarza):

Lipsym®) = D’R(x) = f(x), x€[-m, 7], o ile (7) wszedzie dazy do f.

Przedmiotem prac 6° i 7° sa relacje miedzy trzema catkami trygonometrycznymi: SCP-catka Burkilla [14], MZ-
catka Jézefa MarcinkiEwicza i Antoniego Zvomunpa [57] oraz AS-catka (aproksymatywna symetryczna catka
Kurzweila-Henstocka) Davida Preissa i Briana S. THomsona [65]. Sa to catki rzedu pierwszego w tym sensie, ze catki
nieoznaczone sa dla funkeji catkowanej pierwotnymi pierwszego rzedu. SCP- i MZ-calki to catki typu Perrona zde-
finiowane za pomoca uogélnionych pochodnych symetrycznych: pochodnej Riemanna-Schwarza i symetrycznej
pochodnej Borela. AS-catke takze mozna zdefiniowa¢ w terminach gérnych i dolnych pierwotnych, za pomoca
pochodnej aproksymatywnej symetrycznej.

Niech funkcja F bedzie okreslona prawie wszedzie i catkowalna w sensie Perrona w pewnym otoczeniu punktu
x € R. SC-pochodna (symetryczna pochodna Cesary) F w x, ozn. SCD F(x), nazywamy pochodna Riemanna-

Schwarza jej catki J F: 1 x+h x
Iim—( f - f )F(f)dt = SCDE().
N h2 X x=h

Symetryczna pochodna Borela (Bs-pochodna) F w x to z kolei granica srednich catkowych ilorazéw réznicowych F

. ‘ h _ _
@(h,hx,F) =B.F(x), gdzie q(ixF)= f F+t)—Flx-1)
0

o 11
}f{% 2t )

oraz h > 0 (zakladamy zbieznos¢ catki w (11)). W analogiczny spos6b okreéla sie pochodne gérna i dolna (jesli catka
w (11) jest rozbiezna, przyjmuje sie, ze sa one réwne +o0). Miedzy gérnymi/dolnymi pochodnymi Borela i Cesary
zachodza nieréwnoéci (por. [57])%

SCD F(x) < B,F(x) < BsF(x) < SCD F(x). (12)

Funkcje M: X — R nazywamy SCP-majorantg dla f: [a,b] — R wzgledem zbioru mierzalnego X C [a,b],
IX] = b~ a, zwanego bazg, jesli M jest C-ciagta® (w kazdym x € X) oraz w kazdym x € (a, b) zachodzi nieréwnos¢
SCDM(x) = f(x). M nazywamy SCP-minorantg dla f, wzgledem X, jeéli —M jest SCP-majoranta dla —f.

Definicja 30 ([16, Lemma 58]). Funkcja f jest SCP-catkowalna na [a,b] wzgledem bazy X, jeéli dla kazdego ¢ > 0
istnieja SCP-majoranta M oraz SCP-minoranta m dla f i X, takie ze M(p) — m(p) — M(a) + m(a) < & dla wszystkich
a,p e X, a<pf. Catke L £, a,p € X, definiujemy jako wspélna wartosé

inf (M(B) ~ M(a)) = sup (m(p) — m(a)),

gdzie inf obejmuje wszystkie SCP-majoranty, sup za$ wszystkie SCP-minoranty dla f i X.

Dowodzi sig [14], ze dla dowolnych SCP-majoranty M i SCP-minoranty m dla tych samych f i X, réznica M — m
jest funkcja niemalejaca na X. Catka nieoznaczona SCP-catkowalnej funkeji f na [4, b] rozumiana jest jako funkcja
®: X — R okreslona réwnoscia O(x) — O(a) = f“xf, a,x € X.

W analogiczny sposéb okreéla si¢ majoranty/minoranty, catkowalnosé i (okreslone prawie wszedzie) catki nieoz-
naczone w przypadku MZ-cafki (za pomoca symetrycznej pochodnej Borela) i AS-catki (w terminach pochodnej
aproksymatywnej symetrycznej). Obok tych definicji pomijamy tutaj szczegéty zastosowania wprowadzonych
cafek dla odtwarzania wspétezynnikéw sumy szeregu trygonometrycznego — w tym kwestie rézniczkowanosci L,
catkowalnosci iloczynéw f(x) sinnx i f(x) cos nx, a takze definicje catki oznaczonej na [, 7t]; por. [16, 65].

Jak wspomniano wyzej, wszystkie catki trygonometryczne wykazuja (z definicji i dzieki przyktadowi Sklarienki
[73]) niezgodnos¢ (sprzecznosé) z catka Denjoy-Chinczyna. Opisane przez nas trzy catki (MZ, SCP, AS) sa natomiast
zgodne z waska catka Denjoy (Denjoy-Perrona), jako rozszerzenia catki Perrona. Zjawisko niezgodnosci wystepuje

%Co ciekawe, obie pochodne sa réwnowazne w tym sensie, Ze jesli jedna istnieje i ma warto§¢ skoriczona, to istnieje i druga, i sa sobie
réwne [57]. W przypadku nierézniczkowalnoéci, pochodne gérna/dolna moga sie juz réznié, co zreszta wykorzystuje przyktad z twierdzenia T.

26C-ciag{o§é (ciagtosé w sensie Cesary) M w x oznacza, ze (1/h) fokM(x +h) — M(x), h — 0; definicja SCP-majoranty zaklada calkowalnosé M
w sensie Perrona.
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tez czesto w relacjach miedzy samymi catkami trygonometrycznymi (oczywiscie, poza klasa sum zbieznych sze-
reg6w trygonometrycznych). Bardzo latwo wykaza¢ sprzecznos¢ AS- i SCP-calek (przyktad pochodzi od Preissa i
Thomsona [65]): Niech I, = [(n+ 1), n™'] = L1, U Iy Uy, gdzie iy < Ioy < I3y to przedzialy (o wspélnych koricach),
il = T3], T2 = 0(lI]). Funkcje gtadka F > 0 na (0, 1] weZmy taka, aby

1 1
f F= |In| = i
o n n+1

oraz F = 0na I, Uls,, n € IN. Jedli przedtuzyé ja po lewej stronie 0 (np. na [~1, 0]) jako 0, to otrzymamy pierwotna w
sensie pochodnej aproksymatywnej symetrycznej, za$ jako 1 — pierwotna w sensie SC-pochodnej jednej i tej samej
funkeji F’. Przyklad ten wykorzystuje rozbiezne warunki ciagtosci zwiazane z obiema pochodnymi.

Na mocy nieréwnoéci (12) MZ-catka stanowi uogélnienie SCP-catki (w konsekwencji AS-calka jest sprzeczna
i z MZ-catka). Uogélnienie to jest wlasciwe, jak pokazat Skworcow w [74]. Niezaleznie od sprzecznodci catek,
znane sa przyklady funkcji AS-catkowalnej, ktéra nie jest MZ-catkowalna (a wiec i SCP-catkowalna) oraz funkcji
SCP-calkowalnej (a wiec i MZ-catkowalnej), ktéra nie jest AS-catkowalna [65].

Zagadnienie ktéremu po$wiccone sa prace 6° i 7° to przyklady ilustrujace ww. relacje migdzy catkami trygo-
nometrycznymi, a takze z catka Denjoy—Chinczyna, w ktérych catki nieoznaczone zdefiniowane sa wszedzie na
odcinku oraz sa ciggle.

Twierdzenie S (6°). Istnieje AS- i SCP-catkowalna funkcja, ktérej obie catki nicoznaczone, SCP-catka Fy i AS-catka F3, sq
funkcjami cigglymi na odcinku [0,1] i taka ze Fy — F jest funkcja singularng (typu Cantora).

Skonstruowane funkcje Fy,Fo sa wszedzie rézniczkowalne, odpowiednio w sensie symetrycznym Cesary i
aproksymatywnym. Funkcja Fy zostata skonstruowana za pomoca modyfikacji przykladu z pracy [76]: funkcji
ciaglej, wszedzie aproksymatywnie symetrycznie rézniczkowalnej, lecz niespelniajacej warunku (N)¥. Funkgja F;
natomiast jest ACG-funkcja, zatem twierdzenie S dowodzi, w szczeg6lnosci, sprzecznosci catki Denjoy-Chinczyna
oraz SCP-catki Burkilla nawet w klasie funkeji z ciaglymi pierwotnymi.

Artykut 7° zawiera konstrukcje przykladéw dotyczacych poréwnywalnoéci klas funkcji AS-, MZ- i SCP-catko-
walnych. Sa one juz mniej skomplikowane niz przyktad z 6° i, co do ogélnej idei, nawiazuja do przyktadu Tolstowa
funkgji D-catkowalnej, lecz nie AP-catkowalnej [83].

Twierdzenie T (7°, Theorem 4). Istnieje funkcja MZ-catkowalna, ktérej catka nieoznaczona jest ciggta i ktéra nie jest SCP-
catkowalna.

Konstrukcja pierwotnej przebiega identycznie jak konstrukcja podana w [76], gdzie nie zadano jej ciagtosci;
zmodyfikowano jedynie parametry zwiazane z wartosciami funkcji. Zauwazmy, Ze pierwotna taka nie moze by¢
wszedzie (a nawet niemal wszedzie) Bs-rézniczkowalna (por. przypis 25,

Twierdzenie U (7°, Theorem 5). Istnieje funkcja SCP-catkowalna, ktérej catka nieoznaczona jest ciggla i ktéra nie jest
AS-catkowalna.

Skonstruowana SCP-calka nieoznaczona jest w istocie catka nieoznaczona dla tzw. CP-catki, zdefiniowanej tak
jak SCP-catka, tyle ze wzgledem zwyklej (zamiast symetrycznej) pochodnej Cesary.

Twierdzenie V (7°, Theorem 6). Istnieje funkcja AS-catkowalna, ktdrej catka nieoznaczona jest ciggta i kidra nie jest MZ-
catkowalna.

Wszystkie pierwotne podane w 7° sa ACG-funkcjami, a wiec stanowia kontrprzyktady i w kontekscie poréwna-
nia calek trygonometrycznych z catka Denjoy-Chinczyna.

1 Pozostate publikacje

1.1 Materialy oryginalne

[A] Piotr Sworowski, Walentin A. Skworcow, O wariacionnoj mierie, opriedielajemoj approksimatiwnym differencialnym
bazisom, Wiestnik Moskowskowo Uniwersitieta, Ser. 1 Mech. Mat., 57 Nel (2002), 54-57; PRZEKLAD ANGIELSKI:

27Podobny przyklad, dla pochodnej symetrycznej, podali Humke i Skworcow w [39].
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[B]

[C]

[D

e

(E]

[F]

[G]

(H]
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1)

Piotr Svorovsky, Valentin A. Skvorrsov, Variational measure determined by an approximative differential basis,
Moscow University Mathematics Bulletin, 57 Nel (2002), 37-40. MNISW 2019: 20; SJR 2019: 0.2 (Q4)
Notatka poswiecona aproksymatywnej mierze wahaniowej. Wykazano dla niej, e g-skoriczonogé na kazdym zbiorze miary zero implikuje o-skoriczonosé,
a w konsekwencji aproksymatywna rozniczkowalno$é prawie wszedzie generujacej ja funkeji. Wnioskiem z tego wyniku jest charakteryzacja AH-catek

nieoznaczonych jako funkcji generujacych absolutnie ciagte aproksymatywne miary wahaniowe (twierdzenie 16). Por. takze opis pracy 2°.

Piotr Sworowski, On Hy-integrable functions, Real Analysis Exchange, 27 Nel (2001/02), 275-286.

MNiISW 2019: 40; SJR 2019: 0.23 (Q4)
Praca poswiecona wprowadzonemu w [30] pojeciu Hj-catki, stanowiacemu prébe zdefiniowania catki Kurzweila—Henstocka w terminach granic Moore'a—
Smitha. Najwazniejszy wynik to charakteryzacja funkcji Hy -catikowalnych réwnych prawie wszedzie zeru. Wynika zeii, w szczegélnosci, ze nie kazda funkcja

H-catkowalna jest Hy-catkowalna.

Aleksander Maviszewski, Piotr Sworowski, Uniform convergence theorem for the Hy-integral revisited, Taiwanese
Journal of Mathematics, 7(3) (2003), 503-505. MNISW 2019: 70; IF 2019: 0.647; SJR 2019: 0.47 (Q2)
Podano przyktad funkeji bedacej granica jednostajnic zbieznego ciagu funkcji H;-catkowalnych, ktéra nie jest Hj-catkowalna. Obala to twierdzenic o

zbieznosci jednostajnej dla Hy-catki podane w [31].

Aleksander Matiszewski, Piotr Sworowski, A characterization of H,-integrable functions, Real Analysis Exchange,
28(1) (2002/03), 93-104. MNiSW 2019: 40; SR 2019: 0.23 (Q4)
Gléwny wynik to pelna charakteryzacja funkgji Hy -catkowalnych, nawiazujaca do twierdzenia Lebesgue’a opisujacego funkcje catkowalne w sensie Riemanna:
H-calkowalna funkcja f na [a,] jest Hy-catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy f I ([n,b]\ D) ma wiasnosé Baire'a’l dla pewnego zbioru D ¢ [a,b] typu ¥,
i miary zero. Analogiczny wynik otrzymano dla funkeji bedacych granicami jednostajnie zbieznych ciagéw funkcji Hy-catkowalnych (wlasnoéé Baire'a*l

nalezy zastapié przez wlasnosé Bairea 1).

Piotr Sworowskr, Adjoint classes of functions in the Hy sense, Czechoslovak Mathematical Journal, 57(132) No2
(2007), 505-522. MNISW 2019: 40; IF2019: 0.412; SR 2019: 0.35 (Q3)
Gtéwny wynik to uogélnienie charakteryzacji funkeji Hy -catkowalnych na praypadek catki Stieltjesa. Kluczowym narzedziem jest tu pojecie miary wahanio-
wej oraz opis wiasnosci VBG. w terminach tejze. Charakteryzacja obejmuje wszystkie ciagte funkcje catkujace z klasy VBG, (a wiec takze, co istotne, funkcje

0 nieograniczonym wahaniu).

Piotr Sworowsk1, Some comments on the Hy-integral, Real Analysis Exchange, 29 No2 (2003/04), 789-797.

MNISW 2019: 40; SJR 2019: 0.23 (Q4)
Gléwny wynik to dowad faktu, iz kazda funkeje f calkowalna w sensie Kurzweila~Henstocka mozna przedstawi¢ w postaci sumy f = g + I, gdzie g jest
Hi-calkowalna, za§ i sumowalna, przy czym wartosé [Jh]l; = _ﬂ i |l moze by¢ dowolnie mala liczba dodatnia (lecz niekoniecznie zerem!) Wykazano ponadto,

ze (przy pewnych zalozeniach) niemozliwa jest opisowa definicja H;-catki.

Piotr Sworowsk1, An answer fo some questions of Ene, Real Analysis Exchange, 30 Nel (2004/05), 183-192.
Por. opis artykutu 3° w czesci glownej. MNISW 2019: 40; SJR 2019: 023 (Q4)
Valentin A. Skvortsov, Piotr Sworowski, On McShane-type integrals with respect to some derivation bases, Mathe-
matica Bohemica, 131 Ne4 (2006), 365-378. MNiSW 2019: 40; SJR 2019: 0.2 (Q4)
Praca stanowi zbi6r rezultatow dotyczacych calek typu McShane'a zdefiniowanych wzgledem réznych baz, w tym Sciezkowych (systemy lokalne) i P-
adycznych. Najwazniejszy wynik stanowia przyklady funkgji niecalkowalnych w sensie McShane‘a wzgledem bazy $ciezkowej, ktére sa niesumowalne,
niemniej H-catkowalne wzgledem tej samej bazy, a takze zaskakujaco prosta konstrukcja majorant i minorant (w silnym znaczeniu, 4j. dla bazy McShane'a)

dla kazdej M-catkowalnej funkeji w R”.

Valentin A. Skvortsov, Piotr Sworowski, The strong Perron integral in R" revisited, Communications of the
Korean Mathematical Society, 22 Nel (2007), 15-18, MNiSW 2019: 20; S]R 2019: 0.27 (Q3)
Artykut stanowi odpowiedZ na prace [58] poswigcona n-wymiarowym calkom typu McShane’a zdefiniowanym w terminach przedziatéw a-regularnych.

Pokazano, ze wszystkie calki wprowadzone i rozpatrywane w [58] sa réwnowazne zwyklej calce McShane'a,

Piotr Sworowski, Sonte Kurzweil-Henstock-type integrals and the wide Den joy integral, Czechoslovak Mathematical
Journal, 57(132) Nel (2007), 419-434, MNISW 2019: 40; IF2019: 0.412; SR 2019: 0.35 (Q3)
Wyniki artykutu 3°, dotyczace relacji miedzy kilkoma klasami aproksymatywnie ciaglych pierwotnych, zostaty tu uogélnione na przypadek pierwotnych
A-ciaglych; A to system lokalny.

18



[K]

(L]

M]

[N]

1.2
Q]

1.3
[]

[¥]

(8]

Valentin A. Skvortsov, Piotr Sworowski, On Kurzweil-Henstock equiintegrable sequences, 32nd Summer Sympo-
sium Conference Reports, Chicago 2008, Real Analysis Exchange.

Podano przykiad ciagu funkcji H-catkowalnych, zbieznego punktowo i wizgledem normy Alexiewicza, lecz nie jednakowo catkowalnego. Podobny, trud-
niejszy, przyktad podany zostal w pracy 1° (twierdzenie A).

Piotr Sworowski, Integration with one-dimensional space of gauges, Taiwanese Journal of Mathematics, 15 Nel
(2011), 381-394. MNISW 2019: 70; TF2019: 0.647; SIR 2019: 0.47 (Q2)
Praca powiecona jest pomystowi na alternatywne, prostsze, okreslenie Hy -calki. Opiera sie on na nastepujacej modyfikacji definicji catki Kurzweila—
Henstocka (por. definicja 7): ustalamy wskaznik 6, za$ dla ¢ > 0 dobieramy stala ¢ > 0 w taki sposéb, by nier6wnoé¢ catkowa (2) byla spelniona dla kazdego
podziatu zgodnego z ¢d.

Piotr Sworowsk1, Hy-integrals with respect to some bases, Lithuanian Mathematical Journal, 53 Ne3 (2013), 356—
366. MNISW 2019: 70; 1F 2019: 0.413; SJR 2019: 0.4 (Q3)
Praca zawiera wyniki stanowiace prébe przeniesienia charakteryzacji funkeji Hy -catkowalnych na analogicznie zdefiniowane catki wzgledem roznych baz

catkowania. Pelna charakteryzacje otrzymano jedynie dla Mi-catki, analogonu calki McShane’a.

Piotr Sworowski, Waldemar Sizc, Uniform limits of B;'-functions, arXiv: 2006.00050

Scharakteryzowano klase granic jednostajnych funkcji z klasy 87", a takze rozwazano wlasnosci sum tych granic.

Podrecznik

Walenty Skworcow, Piotr Sworowski, Catki uogdlnione, Wydawnictwo Uniwersytetu Kazimierza Wielkiego w
Bydgoszczy (2010)

Inne (wybrane)

Valentin A. Skvorrsov, Piotr Sworowski, Characterization of approximate and I-approximate Kurzweil-Henstock
integrals, Real Analysis Conference, Leba 2001, 121-129

Piotr Sworowsk1, On Kubota-type integrals, Tatra Mt. Math. Publ. 34(11) (2006), 237-241. SJR2019: 0.21 (Q4)

Valentin A. Skvorrsov, Tatiana Sworowska, Piotr Sworowski, On approximately continuous integrals (a survey),
Traditional and Present-Day Topics in Real Analysis, 233-252, University of 1.6dZ, 1.6dZ (2013)

Piotr A. Sworowsk1, Swiaz’ nekotorych intiegratow tipa Henstoka s szirokim intiegratom Danzua (obzor), Sowriemen-
nyje problemy matematiki i mechaniki. 11(1). K 80-letii W. A. Skworcowa, Obobszczennyije intiegraty i gar-
moniczeskij analiz, 41-55. Izdatiel’stwo Moskowskogo uniwersitieta, Moskwa (2016)

Cytowania (stan na marzec 2020)

Parametry podawane przez serwisy indeksujace: Web of Science (17 cytowarni, indeks Hirscha h = 2), Scopus (32
cytowania, h = 3), MathSciNet (38 cytowart), Google Scholar (64 cytowania, h = 5).

Samodzielnie wykryte cytowania (bez autocytowan):

10

30

[A]

® Lucie Loukotova, Absolute continuity with respect to a subset of an interval, Comment. Math. Univ. Carolin. 58 Ne3, 327-346 (2017), ® Julius V. Benitez, Recson
G. Canton, Inner variation and the SLi-functions, International Journal of Mathematical Analysis 9 Ne3, 141-150 (2015), ® Recson G. Canton, Julius V. Benitez,
A Luzin and Lipschitz condition for the primitive of Henstock integral, Global Journal of Pure and Applied Mathematics 13 Ne9, 6963—6972 (2017)

@ Brian S. Thomson, On VBG functions and the Denjoy-Khintchine integral. Real Anal. Exchange 41 Nel, 173-226 (2016), ® U. M. Hanung, Ch. R. Indrati,
Integration of delta continuous Stieltjes variational in the plane, arXiv:1206.4375

@ Yu. A. Zhereb'év, On the Denjoy-Luzin definitions for the elasses of ACG-, ACG'-, VBG-, and VBG'-functions, Math. Notes 81 Ne1-2, 183-192 (2007), @ Brian S
Thomson, On VBG functions and the Denjoy-Khintchine integral. Real Anal. Exchange 41 Nel, 173-226 (2016)
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[E] @ Giselle A. Monteiro, Bianca Satco, Distributional, differential and integral problenis: equivalence and existence results, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ. 2017,
#7(2017), @ Giselle A. Monteiro, Adjoint classes of Kurziweil-Stieltjes integrable functions, Monatsh. Math. 186 Nel, 175-188 (2018) @ Giselle A. Monteiro, Antonin
Slavik, Milan Tvrdy, Kurzweil-Stieltjes Integral. Theory and Applications, Series in Real Analysis 15, World Scientific, Hackensack (2019)

[y] © Brian S. Thomson, On VBG functions and the Denjoy—Khintchine integral. Real Anal. Exchange 41 Nel, 173-226 (2016)
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2 Inna dzialalnos$é naukowa

2.1 Udzial w konferencjach, odczyty

& 16th Summer School on Real Functions Theory, LIPTOVSKY JAN (Stowacja), 3-8.09.2000, referat pt. On H;-
integrable functions,

w Summer Conference on Real Functions Theory, LEBA, 20-24.05.2001, referat pt. Descriptive characterization of
approximate and I-approximate Henstock integrals,

W 11 Sympozjum “Szeregi Fouriera i ich zastosowania”, DIURSO (Rosja), 27.05-2.06.2002, referat pt. Charakteri-
zacija Hy-integrirujemyh funkcii,

£ Summer Symposium in Real Analysis XXVI, LEXINGTON (Wirginia, USA), 25-29.06.2002, referat pt. Hi-
integrals with respect to some bases,

% Summer Symposium in Real Analysis XXVIL, OPAWA (Czechy), 23-29.06.2003, referat pt. Adjoint classes for
generalized Riemann—Stieltjes integrals,

& 18th Summer School on Real Functions Theory, STARA LESNA (Stowacja), 5-10.09.2004, referat pt. On Kubota-
type integrals,

w 19th Summer Conference on Real Functions Theory, ROWY, 23-27.05.2005, referat pt. The Hy-integral: known
theory and open problems,

= Summer Symposium in Real Analysis XXIX, WALLA WALLA (Waszyngton, USA), 21-25.06.2005, referat pt.
Some Kurzweil-Henstock-type integrals and the wide Denjoy integral,

W Sympozjum z okazji 7(-lecia prof. Walentego Skworcowa, MOSKWA (Rosja), 09.2005, referat pt. On A-
continuous integrals,

£ Summer Symposium in Real Analysis XXX, ASHEVILLE (Karolina Pin., USA), 13-17.06.2006, referat pt. A
simple construction of continuous major/minor functions for a McShane integrand,

w 21st Summer Conference on Real Functions Theory, NIEDZICA, 13-18.05.2007, referat pt. The approximately
continuous Foran integral,

& Summer Symposium in Real Analysis XXXI, OKSFORD (Wielka Brytania), 12-16.08.2007, referat pt. Integration

with one-dimensional space of gauges,
£ Summer Symposium in Real Analysis XXXII, CHICAGO (Illinois, USA), 10-14.06.2008, referat pt. On Kurzweil—
Henstock equiintegrable sequences,

® Woroneska Matematyczna Szkota Zimowa “Wspélczesne problemy teorii funkcji i pokrewne zagadnienia”,
WORONEZ (Rosja), 27.01-2.02.2009, referat pt. O rawnomiernom silnom ustowii Luzina,

w 23rd Summer Conference on Real Functions Theory, NIEDZICA, 30.08-4.09.2009, referat pt. Uniform AC- and
VB-like properties on nullsets,

1l

Summer Symposium in Real Analysis XXXIV, WOOSTER (Ohio, USA), 13-17.07.2010, referat pt. On approxi-
mately continuous Baire one star functions,

w 25th Summer Conference on Real Functions Theory, ZEOTY POTOK, 15-20.05.2011, referat pt. On Riemann-type
definitions of wide Denjoy integral,

®

Summer Symposium on Real Analysis XXXVIL, SAQ CARLOS (Brazylia), 3-6.06.2013, referat pt. On variational
characterization of the approximate Kurzweil-Henstock integral,
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& Summer Symposium on Real Analysis XXXVIII, PRAGA (Czechy), 8-12.07.2014, referat pt. On the path McShane
integral,

= Conference on Inequalities and Applications’14, HAJDUSZOBOSZLO (Wegry), 7-13.09.2014, referat pt. On
the approximate McShane integral,

£ Summer Symposium on Real Analysis XLI, NORTHFIELD (Minnesota, USA), 8-13.06.2015, referat pt. Riemann
sums for some Lusin-type integrals,

® Sympozjum z okazji 80-lecia prof. Walentego Skworcowa, MOSKWA (Rosja), 23-24.09.2015, referat pt. On the
approximate variational measure,

w International Spring Conference on Real Analysis and its Applications, OSTROMECKO-BYDGOSZCZ, 29.05-
1.06.2017, referat pt. Comparison of some trigonometric integrals,

W 19. Miedzynarodowa Szkota Zimowa “Wspolczesne problemy teorii funkdji i jej zastosowan”, SARATOW
(Rosja), 29.01-2.02.2018, referat pt. O wariacionnom i rimanowskint podchodach k niekotorym intiegratom tuzinskogo
tipa,

@ Summer Symposium on Real Analysis XLII, PETERSBURG (Rosja), 9-15.06.2018, referat pt. On wvariational
approach to some Lusin-type integrals,

@ 32nd Summer Conference on Real Functions Theory, STARA LESNA (Stowacja), 2-7.09.2018, referat pt. On
continuous primitives of some trigonometric integrals,

£ Summer Symposium on Real Analysis XLIII, SAN ANTONIO (Teksas, USA), 23-29.06.2019, referat pt. Coni-
parison of some trigonometric integrals.

@ odczyty na seminariach na Uniwersytecie Moskiewskim im. L.omonosowa

- marzec 2006, O A-nieprerywnych intiegratach (wersja rozszerzona),

- marzec 2007, O niekotorom obobszczenii intiegrata Stiltjesa,

— listopad 2009, Ob approksimatiwnom intiegrale Forana,

- listopad 2011, O rimanowskom opriedielenii dla intiegrata Danzua-Chinczyna,

- pazdziernik 2014, Ob intiegrale MakSzejna otnositielno putiej,

— listopad 2016, O otnoszenii SCP-intiegrala Burkilla i approksimatiwnogo simmetricheskogo intiegrala Henstoka,
— marzec 2018, O wariacionnom i rimanowskim podchodach k niekotorym intiegratom tuzinskogo tipa,

- marzec 2019, On continuous primitives of sore trigonometric integrals.

Ww odczyty na seminariach na Uniwersytecie Petersburskim (2019), Uniwersytecie Szczeciriskim (2010), Uniwer-
sytecie Gdariskim (2019, 2020), Politechnice t.6dzkiej (2004, 2019).

2.2 Dziatalnoéé recenzencka i wydawnicza (dane na czerwiec 2020)

e (34) recenzje wydawnicze dla nastepujacych czasopism: Abstract and Applied Analysis, American Mathema-
tical Monthly, Analysis Mathematica, Bulletin of the Korean Mathematical Society, Central European Journal
of Mathematics, Fixed Point Theory and Applications (2), Folia Mathematica, Georgian Mathematical Journal,
Indian Journal of Mathematics, Journal of Applied Analysis (3), Journal of Mathematical Analysis, Journal of
Mathematical Analysis and Applications (2), Mathematica Bohemica, Mathematica Slovaca, Monatschefte fiir
Mathematik, Real Analysis Exchange (10), Tatra Mountains Mathematical Publications (4).

e 44 recenzje dla Zentralblatt fiir Mathematik, 40 recenzji dla Math Reviews.

e Redakcja techniczna i jezykowa: Sowriemennyje problemy matematiki i mechaniki. T. 11 Matematika, wypusk 1: k
80-letii W. A. Skworcowa, Obobszczennyje intiegraly i garmoniczeskif analiz. Moskwa: Izdatiel'stwo Moskowskogo
uniwersitieta, 2016. ISBN: 978-5-211-05652-7.
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3 Pozostale informacje

3.1
1982-1990
1990-1994
1994-1997

1997-1999

3.2

3.3

Wyksztalcenie
Szkota Podstawowa nr 3 w Swieciu.
Liceum Ogoélnoksztatcace im. Floriana Ceynowy w Swieciu.

studia licencjackie kier. matematyka, Wyzsza Szkota Pedagogiczna w Bydgoszczy, praca dyplomowa nt.
zmiennych losowych o wartosciach w réznych strukturach algebraicznych, promotor dr Wiodzimierz Slezak.

studia magisterskie kier. matematyka, Wyzsza Szkota Pedagogiczna w Bydgoszczy, praca magisterska pt. Calki
aproksymatywne, promotor prof. dr hab. Walenty Skworcow.

Doswiadczenia dydaktyczne

Wyktady w jez. polskim (UKW, 2005-2020) — wielokrotnie (co najmniej 3x): matematyka dyskretna (w
tym wyklady monograficzne), réwnania rézniczkowe zwykle, analiza zespolona, matematyka w ekonomii
(kier. ekonomia), matematyczna teoria portfela papieréw wartosciowych (sp. finansowo-ubezpieczeniowa);
okazjonalnie: rachunek prawdopodoobienistwa (kier. informatyka), réwnania rézniczkowe czastkowe, teoria
miary i catki, catki uogdlnione {(wyktad monograficzny), metody numeryczne, wstep do matematyki.

Wyktady w jez. angielskim dla studentéw programu Erasmus/Erasmus+ (UKW, 2005-2020): Discrete Mathe-
matics, Graph Theory and Ramsey Theory, Ordinary Differential Equations.

Pelny kurs wykladéw i éwiczeri z matematyki dyskretnej w jez. angielskim i rosyjskim — Zachodniokazach-
stariski Uniwersytet im. Utemisowa, Uralsk [, pazdziernik 2012.

Goscinne wyktady w ramach programu Erasmus/Erasmus+: Palermo il i - listopad 2007, Debreczyn m=—wrze-
sien 2009, Caserta l § — kwiecieri 2011, Perugia i i — wrzesieri 2012, Szumen == — wrzesieri 2015, Zytomierz -—
wrzesienl 2019. Tematyka: matematyka dyskretna, analiza matematyczna, catki uogdlnione; takze wystapienia
na seminariach naukowych.

Promotor prac magisterskich (10) i licencjackich (7) (tematyka: funkcje rzeczywiste, teoria grafow).

Opiekun projektéw dyplomowych (11) (2010/11) (tematyka: historia matematyki XX wieku, kombinatoryka,
teoria graféw).

Zajecia popularyzujace matematyke dla uczniéw licedw: VI LO w Bydgoszczy (2009, 2017), I LO w Brodnicy
(2013). Tematyka: wybrane zagadnienia matematyki dyskretnej.

Doswiadczenia organizacyjne (UKW)

Koordynator programu Erasmus/Erasmus+ (Instytut Matematyki UKW) (od 2007).

Cztonek Rady Instytutu Matematyki (2009-2019).

Cztonek Zespotu ds. Jakosci Ksztatcenia UKW (2010-2012).

Czlonek Zespotu ds. Strategii Wydziatu (2012).

Cztonek rady kierunku Matematyka (od 2019).

Kurs intensywny pn. Analytical and Computer Assisted Methods in Mathematical Models (trzy edycje: Bydgoszcz
m= 2011, Freudenstadt ™ 2012, Hajdtszoboszl6 = 2013) — udziat w komitecie organizacyjnym.

Udziat w komitecie naukowym konferencji International Spring Conference on Real Analysis and its Applications,
Ostromecko-Bydgoszcz, 29.05-1.06.2017.
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