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Recenzja pracy doktorskiej Grzegorza Adamskiego
pt. “Oszacowania rozgrywanych liczb Ramseya”

Praca doktorska mgra Grzegorza Adamskiego po$wiecona jest grze konstruktor-malarz,
wprowadzonej przez Becka. Gra ta byla réwniez analizowana przez Friedguta, Kohayakawe
i Rodl’a, choé¢ w kontekscie graféw losowych. Rozgrywka toczy sie miedzy dwoma graczami:
konstruktorem i malarzem. W kazdej rundzie konstruktor dodaje krawedz do grafu, a malarz
musi natychmiast przypisaé¢ jej jeden z dwoéch koloréw: czerwony lub niebieski. Celem
konstruktora jest mozliwie szybkie doprowadzenie do powstania czerwonej kopii grafu GG lub
niebieskiej kopii grafu H. Malarz stara sie temu zapobiec jak najdtuzej. Liczba Ramseya dla
pary graféow (G, H) to minimalna liczba rund potrzebna do zakonczenia gry, przy zalozeniu
optymalnej strategii obu graczy.

Gra konstruktor-malarz, podobnie jak klasyczne liczby Ramseya, cieszy si¢ duzym zain-
teresowaniem wéréd matematykow. Za jedno z najwazniejszych otwartych zagadnien w
tej dziedzinie uchodzi hipoteza Rodl’a (rozpowszechniona przez Kurka i Rucinskiego). Glosi
ona, ze rozgrywana liczba Ramseya dla graféw petnych K, roénie asymptotycznie wolniej niz
klasyczna liczba Ramseya. Pomimo ze Conlon wykazatl, iz roznica miedzy tymi wartosciami
jest wyktadniczo duza dla nieskoriczenie wielu wartoéci n hipoteza pozostaje nierozstrzyg-
nieta.


https://math.torontomu.ca/~pralat/

Rozdzial 1 wprowadza podstawowe definicje zwiazane z gra konstruktor-malarz, natomi-
ast pojecia potencjalow i potpotencjatow zostaja przedstawione w Rozdziale 2. Technika ta,
majaca charakter kombinatoryczny, znajduje szerokie zastosowanie w réznych waznych prob-
lemach. Przyktadowo, metoda “discharging”, oparta na potencjatach, jest czesto wykorzysty-
wana do wykazywania, ze pewne konfiguracje musza wystepowaé¢ w grafach planarnych.
Rozdzial 3 zawiera dowody znanych twierdzen dotyczacych rozgrywanych liczb Ramseya,
przeprowadzone z uzyciem potencjaléow i potpotencjatéw. Stanowi on tagodne wprowadze-
nie do bardziej ztozonych argumentacji pojawiajacych sie w dalszej czesci rozprawy.

Rozdzialy 4-7 opieraja sie na pracy “ Online Size Ramsey Numbers: Odd Cycles vs Con-
nected Graphs” [2|, opublikowanej w renomowanym czasopismie Electronic Journal of Com-
binatorics. Omawiaja one wariant gry konstruktor-malarz, w ktérym jednym z grafow jest
cykl o nieparzystej dtugosci. W rozdziatach tych znajduja sie liczne nietrywialne dowody,
z ktorych szczegolnie wyroznia sie ogolne oszacowanie dolne (Twierdzenie 4.1), zawierajace
(co zaskakujace) zlota liczbe. Aby udowodni¢ to twierdzenie, autor wprowadza skomp-
likowany poétpotencjal i w technicznym lemacie precyzyjnie analizuje jego wtasnosci. Ten,
wydawatoby sie “magiczny”, wybor funkcji zostaje uzasadniony w Rozdziale 7 za pomoca
innej gry, ktéra na pierwszy rzut oka wydaje sie niezwigzana z rozwazanym problemem.
Pokazuje to nie tylko wyjatkowe wyczucie autora w identyfikowaniu istoty zagadnienia, ale
takze jego umiejetnoéé pokonywania istotnych trudnosci technicznych w ramach skomp-
likowanych dowodéw formalnych.

Rozdziaty 8-12 opieraja sie na pracy “Online Size Ramsey Numbers: Path vs C4” [3],
opublikowanej w kolejnym renomowanym czasopi$mie, Discrete Mathematics. W tym przy-
padku rozwazany jest wariant, w ktérym G = Cy4, a H to Sciezka. Dowody przedstaw-
ione w tych rozdziatach opieraja sie w duzej mierze na zmudnej analizie przypadkéw. Dla
dtuzszych Sciezek niezbedne byto réwniez zastosowanie obliczeri komputerowych. Choé czesé
matematykow podchodzi sceptycznie do tego typu wynikéw, osobidcie uwazam je za istotne—
podobnie jak w klasycznej teorii liczb Ramseya, wyznaczenie konkretnych wartosci rozgry-
wanych liczb Ramseya jest niezwykle trudne. Mozna wrecz argumentowaé, ze w tym przy-
padku problem jest jeszcze trudniejszy, a zarazem ciekawszy. Nie bez powodu Paul Erddés
zartobliwie wspominal o kosmitach pytajacych o wartosé R(5,5). Warto réwniez zaznaczy¢,
ze kod wykorzystany do obliczen, napisany w jezyku C+-, wymagat znacznych umiejetnosci
programistycznych. Zastanawiajace jest jednak, dlaczego autor nie zdecydowatl sie na uzycie
pakietu nauty, autorstwa Brendana McKaya, ktory pozwala na generowanie kanonicznych
etykietowan grafow i mogltby uproscié¢ niektére aspekty analizy.

Rozdzial 13 podsumowuje wyniki zawarte w trzeciej publikacji doktoranta, “On-line
Ramsey Numbers: Long versus Short Cycles” [4], opublikowanej w jeszcze bardziej prestizowym
czasopiS$mie niz poprzednie dwa, STAM Journal on Discrete Mathematics. Cho¢ w rozprawie
przedstawiono jedynie stwierdzenia twierdzen bez ich dowoddéw, uzyskane rezultaty spraw-
iaja wrazenie imponujacych. Trudno mi jednoznacznie oceni¢ ich jakosé na podstawie
dostepnej prezentacji, jednak bez watpienia dotycza one trudnych i istotnych zagadnieri
w teorii rozgrywanych liczb Ramseya.



Rozprawa doktorska mgra Grzegorza Adamskiego ma w wielu aspektach nowatorski
charakter. Na szczegélne podkreslenie zastuguje umiejetne zastosowanie réznorodnych tech-
nik kombinatorycznych, w szczegélnosci koncepcji potencjalow i pétpotencjatow, ktére autor
z powodzeniem wykorzystuje w dowodach.

Praca zostata bardzo starannie zredagowana. Jej uktad jest logiczny i przyjazny dla
czytelnika. Wprowadzone pojecia sa, w zdecydowanej wickszosci przypadkdéw, precyzyjnie
zdefiniowane, a przyjeta notacja jest przejrzysta i nieprzesadnie ztozona.

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawiona do oceny rozprawa mgra Grzegorza
Adamskiego spelnia wszelkie wymogi ustawowe stawiane pracom doktorskim i
moze stanowié¢ podstawe do nadania mu stopnia naukowego doktora w dyscy-
plinie matematyka (w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych).
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