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The Pair have reached that fearful chasm,
How tempting to bestride!

For lordly Wharf is there pent in

With rocks on either side.

William Wordsworth
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Omoéwienie osiggnie¢ naukowych

Cykl powigzanych tematycznie artykutéw naukowych pod tytutem:

,sMetryczna entropia, wielko$ci aproksymacyjne, widma operatorow
oraz interpolacja pomiedzy przestrzeniami Banacha”

Lista publikacji sktadajacych sie na cykl powigzanych tematycznie
artykutéw naukowych

[A1] R. Szwedek, Interpolation of approzimation numbers between Hilbert spaces, Annales Academiae
Scientiarum Fennicee. Mathematica, 40(1) 2015, 343-360.

[A2] R. Szwedek, On interpolation of the measure of non-compactness by the complex method,
The Quarterly Journal of Mathematics 66(1) 2015, 323-332.

[A3] M. Mastyto, R. Szwedek, Figenvalues and entropy moduli of operators in interpolation spaces,
Journal of Geometric Analysis 27(2) 2017, 1131-1177.

|A4] P. Mleczko, R. Szwedek, Interpolation of Hardy spaces on circular domains, Mathematische
Nachrichten 290(14-15) 2017, 2322-2333.

[A5] E. A. Sanchez Pérez, R. Szwedek, Vector measures with values in £°°(T") and interpolation of
Banach lattices, Journal of Convex Analysis 25(1) 2018, 75-92.

[A6] R. Szwedek, Geometric interpolation of entropy numbers, The Quarterly Journal of
Mathematics 69(2) 2018, 377-389.

[A7] M. Mastyto, R. Szwedek, Interpolation of s-numbers and entropy numbers of operators, Banach
Journal of Mathematical Analysis 13(2) 2019, 427-448.
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2.1. Cel naukowy i wyniki

We don’t want to get involved in the current, often heated, debate as to what con-
stitutes pure, as opposed to applied, mathematics. We just want to start this review
by saying that the theory of interpolation of operators is an impressive application
of pure mathematics to pure mathematics. The purists (?) are welcome to wrangle

over the semantics.

The subject has its origins in classical Fourier analysis, where it was conceived as
an elementary means of finding LP-estimates. The very nature of interpolation theory,
however, is functional-analytic: typically, a linear operator T is bounded between
spaces X, and Y, when o = 0 and a = 1, and one wants to conclude that T carries
X to Y, whenever 0 < a < 1. Such problems arise in many areas of analysis,
and the abstract theory has always been influenced, even guided, by the potential
applications to such areas as harmonic analysis, approximation theory, and the theory
of partial differential equations. As a result, interpolation has no one place to call
home; it is, quite simply, interesting mathematics.

C. Bennett, Book Review: Interpolation spaces, an introduction, Bulletin of the American Mathematical
Society 84(1) (1978), 110-113.

Zasadniczym celem naukowym bylo badanie operatoréw oraz przestrzeni Banacha zwigzane z

fundamentalnym pytaniem teorii interpolacji:

Q. Dla jakich funktoréw interpolacyjnych F, dowolne odwzorowanie liniowe T, dziatajace po-
miedzy parami Banacha Aoraz Bz odpowiednich klas, posiadajace ,wtasnos¢” (Py) jako odwzorowanie
T4, oraz ,wlasnos¢” P; jako odwzorowanie T4, ,

T‘Ao: A() — Bg (7)0)
T‘Al: A1 — Bl (Pl)

posiada réwniez ,wlasnos¢” Pr jako odwzorowanie F(7T') pomiedzy przestrzeniami interpolacyjnymi
F(A) oraz F(B)?

—,

Tl FA) = F(B)  (Pr)

Zauwazmy, ze dana topologiczna ,wlasnos¢” moze byé wyrazona w kategoriach jakosciowych
badz tez ilosciowych. Na przyktad kazdy ograniczony funktor interpolacyjny dziedziczy ciaglosé ope-

ratora oraz zachodzi przy tym oszacowanie na jego norme:

||THf(E)—>f(§) S ijﬂzl%lﬁ 7|4, B, -

W zakresie powyzszego pytania badane byly metryczna entropia oraz wielkosci aproksymacyjne,
wyrazone w terminach liczb entropijnych oraz s-liczb. W rezultacie uzyskano nowe zaawansowane

oszacowania interpolacyjne:

« miary niezwartosci 5(T) [A2],

* liczb entropijnych €,(T") [A1, A3, A6, AT7|,
« modulow entropijnych g, (7T) [A1l, A3|,

x s-liczb [A1l, AT],
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* istotnego promienia spektralnego 7.s5(7) [A2, A3,
« moduléw wartosci whasnych operatorow oraz spektralnej funkeji entropijnej & (T")
[A1, A3, A6|.

Uzyto w tym celu ogélnych metod interpolacyjnych, a w szczegolnosci takze funktorow wyktadnika 6,
takich jak metoda rzeczywista, metoda zespolona czy metoda geometrycznej interpolacji.

Szczegolnie wartosciowym rezultatem badari nad liczbami entropijnymi jest oszacowanie in-
terpolacyjne zachodzace dla wszystkich operatoréow T' € L(Ef K ) dziatajacych pomiedzy dowolnymi
parami Banacha H = (Hy, Hy) oraz K = (K, K1), zespolonych przestrzeni Hilberta [A6]:

en(T: [Hp — [Klg) < 72e1(T: Hy — Ko)' P er(T: Hi — K1), keN, 6¢(0,1).

Najbardziej widocznym efektem badan dotyczacych interpolacyjnych wtasnoéci widm operato-
row jest interpolacyjna nieréwnosé typu Carla—Triebla [A1, A3|, ktéra umozliwia oszacowanie modutu
n-tej wartosci wlasnej odwzorowania F (1) przez n-te liczby entropijne operatorow T'| 4, oraz T4, :

|An(f(T))’ < 2@;(en(T: Ao — Ag),en(T: Ay — Al)), n € N.

Stosujac metody teorii Riesza oraz lokalnej teorii przestrzeni Banacha, uzyskano wzor E(T), t € [1,00)
na granice liczb entropijnych poteg operatorowych, ktory jest nowym uogédlnieniem klasycznego wzoru
Gelfanda [A3]. Wypracowane narzedzia umozliwiaja badanie widm operatoréw liniowych dziatajacych
pomiedzy przestrzeniami interpolacyjnymi generowanymi dla szerokich klas funktoréw i par Banacha.
Uzyskane rezultaty zostaly szczegbtowo opisane w Podrozdziatach 2.4 oraz 2.5.

-,

Z fundamentalnym pytaniem Q nieodlacznie zwiazane sa przestrzenie Banacha F(A), genero-
wane za pomocg ustalonego funktora F dla par Banacha Az danej klasy. Na przyktad nie jest trudno
sprawdzié, ze przestrzenie generowane za pomoca metody rzeczywistej lub zespolonej 83 przestrzeniami
interpolacyjnymi. Jednakze zadanie znalezienia konkretnego opisu tych przestrzeni jest w teorii inter-
polacji zagadnieniem podstawowym. W przypadku metody rzeczywistej sprowadza sie do identyfikacji
K-funkcjonatu Peetrego. Interpolujac metoda zespolona pomiedzy kratami Banacha, korzysta sie z in-
terpolacyjnej konstrukcji Calderéna. W zakresie identyfikacji przestrzeni generowanych za pomoca me-
tod interpolacyjnych, uzyskano wyniki dla przestrzeni Hardy’ego na obszarach niejednospojnych [A4|
oraz dla przestrzeni funkcji L!(m) miary wektorowej [A5].

W artykule [A4] kluczowa role odgrywa wynik o wlasnosci dekompozycji (F) dla dowolnego
funktora interpolacyjnego

® F(HA) - PF
=1 i=1

Powyzsza rownos¢ ma takze zwiazek z Lematem 5.4 7z artykutu [A 3], gdzie prawdziwosé (F) powoduje,
iz wspomniany lemat zachodzi dla wszystkich funktoréw, redukujac pytanie Q dla przypadku liczb
entropijnych, do pytania Q" postawionego tylko dla par Banacha o tej samej postaci A=B. Uzyskane
rezultaty zostaly szczeg6towo opisane w Podrozdziale 2.3.

Glownymi rezultatami z artykutu [A5] sa jawne konstrukcje miar wektorowych m g, dla ktorych
przestrzenie funkcyjne L (mz) sa przestrzeniami interpolacyjnymi pomiedzy dowolnymi przestrzeniami
funkecyjnymi L'(mg) oraz L'(m1) miar wektorowych mg oraz mi. Wyniki znajduja zastosowanie dla
przestrzeni interpolacyjnych generowanych za pomoca funktoréw F metody zespolonej jak i metody
rzeczywistej. Uzyskane rezultaty zostaly szczegétowo opisane w Podrozdziale 2.2.
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Dodatek znajdujacy sie na koncu tego dokumentu zawiera pojecia, definicje oraz najwazniejsze
fakty. Pelni on funkcje pomocniczg. Omawiane w tym rozdziale efekty badan zostaly zaprezentowane
uzywajac notacji zamieszczonych w Dodatku.

2.2. Miary wektorowe oraz kraty Banacha

Porzadkowo ciagle kraty Banacha ze stabg jedynka, moga byé¢ zawsze reprezentowane jako prze-
strzenie funkcji catkowalnych wzgledem miary wektorowej. Istotnie, krata Banacha o tych wlasnosciach
jest zawsze izometrycznie porzadkowo izomorficzna z przestrzenia funkcji catkowalnych (zobacz na
przyktad [130, Proposition 3.9]). Z tego wlasnie powodu wielu autoréw zajmowalo sie ostatnio ba-
daniem przestrzeni interpolacyjnych pomiedzy przestrzeniami funkeji catkowalnych miary wektorowe;j,
konstruowanych przy uzyciu klasycznych metod interpolacji.

W 2010 roku w artykule Fernandeza, Mayorala, Naranjo oraz Sénchez-Péreza [65] opisano prze-
strzenie interpolacyjne generowane za pomoca metody zespolonej Calderéna [Ey, E1)g dla par (Eo, E1),
gdzie Ey oraz E) s przestrzeniami LP(m) lub L, (m) (zobacz takze [19, 24|). W tym przypadku, me-
toda zespolona zawsze daje kolejng przestrzen LP(m).

FAKT (|65, Theorem 3.4]). Niech 1 < py < p1 < oo oraz 6 € (0,1). Wtedy
[LP0(m), LP* (m)]g = [LF°(m), Ly (m)]e =
(L3 (m), LP (m))g = [ (m), Ly (m)lg = LP(m)  dla Y/p = 1=6/po + O/p: .

Zwroémy uwage, ze del Campo, Ferndndez, Manzano, Mayoral oraz Naranjo w artykule [20]
uogolnili te wyniki dla przypadku przestrzeni Orlicza L?(m). Z drugiej strony, interpolacja metoda
rzeczywista pomiedzy przestrzeniami miary wektorowej LP(m), byta rozpatrywana przez Fernandeza,
Mayorala oraz Naranjo w artykule [64] (zobacz takze |21, 22, 23]). Przypomnijmy, ze w klasycznym
przypadku dodatniej skalarnej miary g mamy

(Ll(u),Loo(,u))g’p =LP(u) dla 1<p<oo oraz 6=pr-1/p.

Jednakze wyniki uzyskane w artykule [64], roznia sie od wynikéw uzyskanych w klasycznym przypadku.
Dla miary wektorowej m moze sie zdarzy¢, ze

(LY(m),L>®(m))g, & LP(m) G LE(m) dla 1<p<oo oraz 6=p-1/p.

W 1958 roku Stein oraz Weiss [149] badali (zespolona) interpolacje pomiedzy przestrzeniami LP
dla réznych miar dodatnich na (92,%) (zobacz takze [12, Theorem 5.5.3]). Mozemy zalozy¢, ze miary
dodatnie ug oraz u; sg absolutnie ciagle wzgledem trzeciej miary u. 7 twierdzenia Radona—Nikodyma
mamy, ze istnieja takie dwie funkcje wg oraz wy, ze dug = wo dp oraz du; = wy du.

FAKT ([149, Theorem 2.11]). Niech p bedzie dodatniq miarg skalarng. Jezeli pp,p1 € [1,00)
oraz 0 € (0,1), to

[LP0 (wo dps), LP (wy dp)], = LP(wy "wldp)  dla Yp=18/py +6/p  oraz 1 :=r/p, .

Miara wé_"w? dp zwana miarg interpolowana wzgledem miar wazonych wg dyp oraz wi dy jest
miarg przestrzeni interpolacyjnej L” pomiedzy przestrzeniami LP° oraz LP! z réznymi dodatnimi mia-
rami skalarnymi. W kontekécie catkowania funkcji skalarnych wzgledem miar wektorowych, jawna kon-
strukcja interpolowanej miary wektorowej, zaczynajac od dwéch dodatnich miar wektorowych,
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zostata opracowana przez del Campo, Fernandeza, Mayorala, Naranjo oraz Sanchez-Péreza w arty-

kule [25]:

« Niech 0 € (0,1). Wezmy takie dwie dodatnie miary wektorowe mg: ¥ — X oraz my: ¥ —
X1 zdefiniowane na tej samej przestrzeni mierzalnej (£2,Y), ze interpolacyjna konstrukcja
Calderona dla krat X(}*GXIQ jest porzadkowo ciggta.

« Niech A € ¥ oraz II(2) bedzie zbiorem skoniczonych mierzalnych podzialow przestrzeni Q.

FAKT (|25]). Interpolowana miara wektorowa dana jest wzorem

[mo, m1]e WéﬁfQ)Zmo AﬂB 1(AﬂB)9

Jednak argument, ktory zapewnia reprezentacje pary dodatnich miar skalarnych, zdefiniowanych na tej
samej o-algebrze, wzgledem ich sumy zawodzi w przypadku miar wektorowych, nawet jezeli sa dodatnie
i przyjmuja wartosci na tej samej kracie Banacha:

PRZYKEAD (|25, Example 2|). Niech (©, M, \) bedzie przestrzenia z miara Lebesgue’a na ) =
[0, 1]. Rozwazmy miary wektorowe:

mo(A): A€ M+— (MA),0) € R* oraz my(A): Ae Mr— (0,A\(A)) € R?

Woéwcezas
* Ll(mo +my) = Lt (Q) oraz

/fd(m0+m1)—</fdm0,/fdm1> dla f € L'(mg +my).
Q Q Q

x mo(2) = (1,0) oraz m;(Q2) = (0,1).
* Nie istnieja funkcje fo, f1 € L'(mo + m1) takie, ze

/fod(mo+m1)=mo(9) oraz /fld(m()"‘ml):ml(Q)‘
0 0

Zatem dla dowolnych miar wektorowych mg oraz mq, rownos¢ badana w artykule [25]:
[LP°(mo), L (ma)]o = LP([mo, maly)  dla Vp=1/po +9/p oraz 1n:=r/p
niekoniecznie musi by¢ spetniona.

Nalezy tutaj podkregli¢, iz argumenty przedstawione w artykule [A5] maja zupelnie odmienny
charakter. Naszym celem bylto uzyskanie jawnej konstrukcji przestrzeni interpolacyjnych pomiedzy
przestrzeniami funkcji catkowalnych L!(mg) oraz L'(m1), wyrazonej w kategoriach miary wektorowej

o wartosciach w pewnej przestrzeni ¢>°(T).

Zanim podamy twierdzenie o interpolacji miar wektorowych o wartosciach ¢>°(T', L*(p)) kon-
strukcja Calderona dla krat, przedstawimy kilka technicznych narzedzi w celu reprezentacji przestrzeni
L'(m) jako przestrzeni funkcji catkowalnych wzgledem miar wektorowych o wartosciach w przestrzeni
¢>°(T, L*(11)). Rozwazmy dwie miary wektorowe mg: ¥ — Xg oraz mq: ¥ — X przyjmujace wartosci
na roéznych przestrzeniach Banacha. Niech pg oraz p; beda dwiema miarami kontrolnymi Rybakova
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odpowiednio, dla mg oraz m;. Wezmy miare p zdefiniowana jako p := ro+u1/2. Definiujemy nastepujace
zbiory pochodnych Radona—Nikodyma:

d|{mo,
Ny := {h¢ ::W €N = BXg}a

Ny = {g¢ = dKTZZw)’ C Y e = BX{}

Funkcje zbioru mj: ¥ — £%°(Ag x Ay, L' (p)), 7 = 0,1 zdefiniowane przez
mo(A) = (hpp Xa)(s0)eroxn;  Oraz  M1(A) == (9p,p XA)(g,4)eox Ay
gdzie A € X, hyy 1= hy oraz g4 := gy 53 miarami wektorowymi.

STWIERDZENIE 2.1 ([A5, Proposition 3.2]). Przestrzenie L'(mj) oraz L'(m;), j = 0,1 sq

tzometrycznie porzadkowo izomorficzne.

Wprowadzone powyzej funkcje, postuza do uzyskania reprezentacji przestrzeni interpolowanych
metoda Calderéna (dla krat) pomiedzy przestrzeniami L' miar wektorowych. Dla miar wektorowych
mo oraz my, definiujemy 6-interpolacyjng miare wektorowa

mg: 2 — EOO(A() X Al,Ll(,u))
przez

mg(A) = (hé_egz XA)(¢’¢,)€A0XA1, AeX.

Podamy teraz twierdzenie o interpolacji metoda zespolona pomiedzy przestrzeniami funkeji
catkowalnych wzgledem miary wektorowej:

TWIERDZENIE 2.2 (|A5, Theorem 3.3|). Niech mo: ¥ — Xy oraz mi: ¥ — X1 bedg miarami
wektorowymsi przyjmujgcymi wartosct w przestrzeniach Banacha. Wowczas nastepujgce przestrzenie sg

ze sobag izometrycznie porzgdkowo izomorficzne:

[L*(mo), L' (m1)], = L' (my).

W artykule [A5] opisano procedure bezposredniej interpolacji miar wektorowych metoda rze-
czywista. Niech Xy oraz X7 bedg kratami Banacha. Niech mqg: ¥ — Xy oraz mp: ¥ — X; beda danymi
miarami wektorowymi oraz niech p oznacza $rednig arytmetyczng dwoch miar kontrolnych Rybakova
p = rotpi/2. Definiujemy mg: X — €°°(Ag x Aq) oraz mq: X — £°°(Ag X A1) wzorami

mQ(A) = (/A h(;g#, d,u) (¢,¢)6A0><A1’ hqﬁ,w = h¢, (gZS,l/J) €Ay x Ay

oraz

i (A) = d , = gy, ) € Ag x Ay,
mi(A) (/Agwp M>(¢,w)erxA1 9o = Gy, (6,0) € Ag x Ay

dla A € X.

Funkcja zbioru X(mg, m1): ¥ — €°(Ag x A1), zdefiniowana wzorem

(o, i1 )(A) = (/A min{h¢,g¢}dp>

jest miara wektorowa.

($,0)€AoX AL

Nastepujacy kluczowy wynik pracy [A5] zapewnia identyfikacje K-funkcjonalu Peetrego dla
pary Banacha (L'(my), L'(m1)) w kategoriach rodzin Ny oraz Ny :
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LEMAT 2.3 ([A5, Lemma 4.1]). Dla wszystkich funkcji f € L'(mg) + L'(m1) oraz skalaréw
t > 0, zachodzi nastepujgca rownosé

K(t £ (L mo), L*m1) ) = sup K (& f3 (L (hg), L (90) ).
(CRDISHUEN]

W szczegdlnosci przestrzen L' (S(mo, my)) jest ideatem przestrzeni LY (u) oraz przestrzen L' (X(mo, m1))
pokrywa sie z réwnowaznoscig norm zaréwno z przestrzenig L'(mo) + L'(my), jak i z przestrzenig
Ll(mo) + Ll(ml).

Mozemy teraz zdefiniowa¢ kluczowe narzedzie konstrukeji z pracy [A5], czyli wersje K-funkcjonatu

o warto$ciach w przestrzeni £°°. Niech
K(t, f): (0,00) x LY (S(fg, 1)) — £2(Ag x Ay)

dla funkcji

I?t = iny hg,t
(t, f) (/|fm1n{ ¢ gw}d”)(qs,w)e/\oxm’

gdzie f € L' (X(mo, m1)) oraz t € (0,00). Z Lematu 2.3 wynika, ze

Rt f) = (K <t7 fi (L (he), Ll(Qd))))) (60)choxAn

qut, f)HEOo(onAl) - K(tv f; (Ll(mo), Ll(ml))>

dla dowolnych f € L*(mg) + L*(m) oraz t > 0.

Funkcja zbioru I?(t,f) o wartosciach w przestrzeni ¢*° jest dodatnia miarag wektorowa (zo-
bacz [A5, Lemma 4.2]). Oznaczmy przez Y (mo, m1)( ) miare wektorowa zadana przez I?(t, X¢-y) dla
kazdego t > 0. Z definicji miary I?(t, -) wynika, ze

o, i0)(4) = ( [ mingho. g0} di)

dla kazdego t > 0. Wprowadzmy oznaczenie L' (Zt(ﬁlo,fﬁl)) dla przestrzeni funkcji calkowalnych

(p)EAOX Ay

wzgledem powyzszej miary. Z dodatnioéci tej miary wektorowej otrzymujemy

| [171d2i 0. ) — Il simomyy | € L (S (o, i),

€°°(A0><A1)

Przejdziemy teraz do ostatniego etapu konstrukcji miary interpolacyjnej. Zdefiniujemy nowsa
miare wektorowa. Rozwazmy nastepujaca przestrzenn wektorowa:

f((O, 00); £%°(Ag X Al))

wszystkich funkcji o wartosciach w przestrzeni £>°(Ag x A1) oraz rozwazmy funkcje Ty zdefiniowang na
(0, 00) przez

7;(t) = [ fdSi(o, i)
dla kazdego f € L' (Z(ﬁmo,fhl)). Nastepujaca funkcja
(Mo, M) £ g+ X — F((0,00); £2°(Ag x A1)
zadana przez

(Mo, M) £ 7 (A) ==Ly,
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jest (punktowo) przeliczalnie addytywna, dodatnia funkcja zbioru, gdzie

(0 1) (A)(O) = Zu(io. i) (4) = ( [ min{btoan) >0

Dla kraty Banacha F (klas mierzalnych) funkcji rzeczywistych na przestrzeni mierzalnej (R, dt/t)
spelniajacej warunek 1 At € F oznaczmy przez

E(6™(Ag x Ay)) := {g € F((0,00); £ (Ao x A1) = G )leseaoxan ||z < OO}

przestrzen Kothego-Bochnera wyposazona w norme

1G] oo (aoxar)) == NG lese(agxan)]|
dla G € E(EOO(AO X Al))

W tym przypadku, dla powyzej zdefiniowanej funkcji zbioru spelniajacej warunek A — 7, ,,
wprowadzmy nastepujace oznaczenie (7o, M) 7. Ponizszy wynik pokazuje, ze powyzej opisana kon-
strukcja interpolacyjna jest przeliczalnie addytywna na E(K"O(AO X Al)) :

LEMAT 2.4 ([A5, Lemma 4.3]). Niech E bedzie kratq Banacha na przestrzeni mierzalnej (R, dt/t)
takq, ze LAt € E. Wiedy funkcja zbioru (Mo, M) . o jest dodatniq miarg wektorowg na E(€%°(Agx Ay)).

Scigle mowiac, parametr £ w symbolu (7, m1) odzwierciedla jedynie przestrzen wartosci

EK
E(ZOO(AO X Al)) naszej nowej miary wektorowej. W rzeczywistosci, najmniejsza mozliwa krata Banacha
E w tym przypadku jest E = L N L*(1/t) (przez warunek 1 At € F).

Dzieki Lematowi 2.4 jestedmy gotowi, aby przedstawi¢ nasz gtéwny wynik o bezposredniej in-
terpolacji miar wektorowych metoda rzeczywista:

TWIERDZENIE 2.5 ([A5, Theorem 4.4]). Zaldzmy, ze zaréwno Xy, jak i X1 sq kratami Banacha
i niech mg: X — Xg oraz my: X — X1 bedg miarami wektorowymi. Jezeli E jest kratq Banacha funkcji
na (Ry,dt/t), spetniajacqg warunek 1 Nt € E, to

(L' (mo), L' (m1)) g, = ((L'(mo), L' (m1)) i), = Ll((ﬁ”bmﬁbﬂE;f() :
Kolejne dwa wnioski prezentuja wynik w przypadku klasycznej metody rzeczywistej. Wybierajac
E = Li(t7% dt/t), gdzie 1 < q < oo oraz 6 € (0,1), uzyskalimy:
WNIOSEK 2.6 (JA5, Corollary 4.5]). Jezeli 1 < ¢ < o0 oraz0 <6 <1, to

(L' (mo), L' (m1))o.q = L' (M0, 701) ap-0 sy 2)

W przypadku gdy E = L>°(t~9,dt/t) dla 0 € [0, 1], otrzymalismy:

WNIOSEK 2.7 (JA5, Corollary 4.6]). Jezeli 0 < 0 <1, to

PN [E— S t*97dt
(LXm0), L (m1)j oo = LH (0, ) ) dla F=T@n LoDy .
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2.3. Przestrzenie Hardy’ego na obszarach niejednospdjnych

Wiele probleméw analizy koncentruje sie na funkcjach analitycznych o ograniczonym wzroscie w
poblizu brzegu dziedziny. Dla funkcji analitycznych na dysku jednostkowym D := {2z € C : |z| < 1},
srednie catkowe

My(r, f) == (i /027r }f(reit)’ dt)l/p, 0<p< o

M = it

wolr, f) i= max|f(re")]

dla 0 < r < 1, odgrywaja wazna role w teorii przestrzeni Hardy’ego. Mowimy, ze funkcja f analityczna
w D jest z klasy HP, jezeli érednie M,y (r, ) pozostaja ograniczone, gdy r — 17. Na przyktad:

x H? jest klasa szeregow potegowych Yo% a,2", gdzie {a,}2, € 3(Ny).
x H jest klasa ograniczonych funkcji analitycznych na dysku D.

W dalszej czesci przedstawimy ogoélne twierdzenie o interpolacji przestrzeni Hardy’ego na ob-
szarach kotowych oraz zaprezentujemy wybrane wtasnosci aproksymacyjne przestrzeni Hardy’ego. Mo-
tywacja dla uzyskanych wynikéw byt stynny artykut Jonesa [89] o interpolacji, metodami rzeczywista i
zespolona, przestrzeni Hardy’ego HP na dysku oraz jego znaczace uogdlnienie dla metod abstrakcyjnych
autorstwa Xu [159] oraz Kisliakova [95]:

FAKT ([89, Theorem 3|). Jezeli 0 < pp < 00 oraz 0 < ¢ < o0, to
HP1 = (Hp‘),HOO)H’q oraz HP = [Hp‘),Hoob dla 1/p=1-0/p,.

FAkT ([159, Corollary 2]). Jezeli (Xo, X1) jest parg maksymalnych i symetrycznych krat Bana-
cha na T, to dla kazdego funktora interpolacyjnego F, zachodzi nastepujgca réwnosé

F(HXo(T), HX,(T)) = HF (Xo(T), X1(T)).

W przypadku przestrzeni Hardy’ego HP na obszarach kotowych G, wynik Jonesa zostat udo-
wodniony przez Chalendar oraz Partingtona w artykule [31], ale tylko dla p € (2,00) :

FAKT ([31, Proposition 2.1]). Jezeli 2 < p < oo, to

HP(0G) = (H*(9G), H*(0G)), , dla 1fp=1-0/2.

Nalezy podkresli¢, ze stosujac inne metody od podanych w artykule [31] uzyskujemy silniejsza,
abstrakcyjna wersje twierdzenia interpolacyjnego dla przestrzeni Hardy’ego na obszarach kotowych.
Przestrzenie Hardy’ego na obszarze kotowym sa w naturalny sposéb reprezentowane jako sumy proste
odpowiednich kopii przestrzeni Hardy’ego na dysku. Narzedziem, ktore zostato tutaj uzyte jest rezultat
o interpolacji sum prostych przestrzeni Banacha.

Ponizej przedstawimy wyniki dotyczace interpolacji sum prostych przestrzeni Banacha. Gtow-
nym rezultatem w tym obszarze jest Twierdzenie 2.9. Zacznijmy od zdefiniowania par produktow wielu

przestrzeni Banacha:
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Jezeli X, jest przestrzenia Banacha dla kazdego n € N, to przez (@), X,)p oznaczamy prze-
strzenn Banacha X; x --- x X, wyposazona w norme

n l/p
I@1,- )l = (Z ||xi||§(i> . 1<p<oo oraz
(D) i—1
@) = ma il x,

dla wszystkich (z1,...,2,) € X1 X -+ X Xj,.

Niech A, = (A7, A7) bedzie para Banacha dla kazdego n € N oraz 1 < p < co. Oznaczmy pare
produktowa

(@), ),)

par Banacha A;, 1 <i < n, przez D, ffi)p. Poniewaz

(é A§-)p - (é E(Ei))p, =01
=1 i=1

—

to para produktowa (€D ; A;), jest rowniez para Banacha. Przyjmijmy oznaczenie (D), A;) dla

1
(Diz1 Ai)oo-
Dwa najprostsze funktory A oraz ¥ posiadaja wlasnosé¢ dekompozycji:

STWIERDZENIE 2.8 ([A4, Proposition 3.1]). Zatdzmy, ze A, jest dowolng parg Banacha dla
kazdego n € N. Witedy

A((Zé?gi)w) ~ (Zé?m))m z(@fg)l) = @z@))l.

12

Wydaje sie, ze relacje pomiedzy parami produktowymi, funktorami interpolacyjnymi oraz su-
mami prostymi uwidoczniaja sie najwyrazniej, gdy rozpatrujemy przypadek abstrakcyjny, a to mo-
tywuje nasze podejscie do tego tematu. Nastepny wynik pokazuje, ze kazdy funktor interpolacyjny
posiada wlasnoéé¢ dekompozycji:

STWIERDZENIE 2.9 (|A4, Proposition 3.2|). Zalézmy, ze F jest dowolnym funktorem interpola-
cyjnym oraz niech {/Yl, ceey /Tn} bedzie skoticzonym ciggiem par Banacha. Wtedy

n n
F)  F(PA)=PF.

i=1 i=1
Co wiecey, jezeli F jest ograniczony, to

n n

F(DA4) =~ DFA,

i=1 i=1

gdzie odpowiednie state zalezg jedynie od F oraz n.
Powyzszy wynik pokazuje, ze aby interpolowaé¢ pomiedzy para sum prostych przestrzeni Ba-

nacha, nalezy interpolowaé¢ pomiedzy poszczegélnymi parami przestrzeni Banacha. Funktor metody
zespolonej posiada wlasnosé izometrycznej dekompozycji:
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TWIERDZENIE 2.10 (|[A4, Theorem 3.3|). Zaldzmy, ze {ffb . ,jn} jest skoriczonym ciggiem
par Banacha. Wtedy

n

[(éfn)]a = (G? [/L-]H), 6 < (0,1).

1=

Zauwazmy, ze wynik podobny w duchu do powyzszego, uzyskat wezesniej Cwikel w artykule [44].

Nastepny wynik ukazuje podstawowy zwigzek pomiedzy parami produktowymi oraz ich podpa-
rami. Méwimy, 7e para Banacha Y = (Yo, Y1) jest podpara pary Banacha X = (Xo, X1), jezeli Yj jest

podprzestrzenia X; z norma indukowang dla j = 0, 1. Zauwazmy, ze zawsze zachodzi nieréwnosc¢

— —

K(s,t,y;Y) > K(s,t,y; X), s,t>0, yeYy+Yi.

Jezeli istnieje stata dodatnia C taka, ze

K(s,t,y;Y) < CK(s, t,y; X), s,t>0, yeYo+Yi,
to méwimy, ze Y jest K-podpara (dokladng K-podparg dla C' = 1) pary X. Wiecej informacji
dotyczacych podpar mozna znalez¢ w znakomicie naswietlajacym to zagadnienie artykule Jansona [87].
Para produktowa kilku K-podpar, réwniez tworzy K-podpare pewnej pary produktowej:

STWIERDZENIE 2.11 ([A4, Proposition 3.4]). Niech {A}, ..., Ay} oraz {B, ..., B,} bedq takimi
ciggami par Banacha, ze kazda para A; jest K-podparg pary B; dlai= 1,...,n.

(i) Jezeli 1 < p < oo, to para produktowa (D], /fi)p jest K-podparg pary (D, gi)p, gdzie
odpowiednie state zalezg od {Ay, ..., An}, {Bi1,...,By} oraz n.

(i) Jezeli fL jest doktadng K-podparg pary EZ dla kazdego i = 1,...,n, to para produktowa
D, A;)1 jest doktadng K -podparg pary (D, B;)1, gdzie odpowiednie stale sq rowne 1.

Ponizej przedstawimy gtéwne twierdzenie o abstrakcyjnej interpolacji pomiedzy przestrzeniami
Hardy’ego na obszarach kotowych oraz jego niektére zastosowania do aproksymacji funkcji mierzalnych
za pomocy funkeji holomorficznych. Zacznijmy od definicji przestrzeni Hardy’ego na obszarze kotowym
oraz na jego brzegu.

W dalszej czesci H(G) bedzie oznaczaé przestrzen funkeji holomorficznych na obszarze G. Na-
szym celem byto badanie przestrzeni Hardy’ego na ogélnych obszarach plaszczyzny zespolonej, gene-
rowanych przez symetryczne kraty Banacha. Niech G bedzie ograniczonym obszarem niejednosp6jnym
w C, ktorego brzeg sktada si¢ ze skoriczonej ilosci roztacznych, zamknietych krzywych Jordana. Taki
obszar G jest réwnowazny, poprzez odwzorowanie konforemne, obszarowi kotowemu. Przypomnijmy,
ze obszar kolowy to zbiér powstaly z otwartego dysku jednostkowego, z ktérego usunieto skoriczenie
wiele roztacznych dyskow (zobacz na przyktad [31]). W dalszej czesci bedziemy przyjmowaé zalozenie,
ze G jest obszarem kolowym.

dysk pierécien obszar kotowy
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Bardziej precyzyjnie,

(CD) G := ]D)\ CJ (CLZ‘ + V“Z‘]D)),

i=1
gdzie D = {z € C : |2| < 1} oraz a; ($rodki usunietych dyskow) naleza do D (i = 1,...,n) oraz r;
(promienie usunietych dyskow) sa takimi liczbami rzeczywistymi ze zbioru (0, 1), ze

x D; :=a; + D CD dla kazdego i€ {1,...,n},
* Diﬂ]D)jZQ, i,jzl,...,n, ’L;éj

Modelem dla obszaru kolowego jest pierscien A :
A:={z€eC: |z| €(ro,1), 10 € (0,1)}.

Jezeli ; sa dopelnieniami domknieé dyskéow D, to

G:Dﬂﬁgi.

=1

Zacznijmy od przypomnienia definicji przestrzeni Hardy’ego na dysku jednostkowym ID. Niech
X bedzie symetryczng kratg Banacha na torusie T := 0D. Przypomnijmy, ze

LYT)N L>®(T) ¢ X ¢ LY(T) 4 L>(T)
(zobacz na przykitad [103]). Przestrzeri Hardy’ego HX (D) sktada si¢ z tych wszystkich funkcji
f € H(D), dla ktorych

I fllzxm) == sup [ frllx < oo,
o<r<1

gdzie f,(z) = f(rz) dla wszystkich z € T oraz r € [0,1). Przestrzenie HX to ogblny przypadek wielu
specjalnych przestrzeni badanych w analizie zespolonej. Na przyktad,

x jezeli X = LP to HLP = HP? z réwnoscia norm;
x jezeli X = L? (gdzie ¢ jest funkcja Orlicza), to HL? jest przestrzenia Hardy’ego—Orlicza H?.

Przestrzenie Hardy’ego byly intensywnie badane przez Mastyte oraz Mleczke [120, 121], Mastyle oraz
Rodrigueza-Piazze [122]. Jezeli f € HX (D), to wowczas granica radialna f* dana wzorem

f*(z) = lim f.(2)

r—1-

istnieje p.w. na T. W artykule [120, Corollary 2.1|] wykazano, ze gdy X jest dowolna maksymalna,
symetryczna krata Banacha na T, to wowczas

HX (D) = HX(T),

gdzie HX (T) jest podprzestrzenia przestrzeni X skladajaca sie z tych funkcji f € X, ktore maja zerowe

~

wspotezynniki Fouriera f(n) dla n < 0.

Niech G bedzie obszarem kolowym jak w (CD) oraz niech Q; := C \ D;. W naszych badaniach
bardzo wazng role odgrywaja funkcje Riemanna, to znaczy odwzorowania ¢p; przeksztalcajace €2; na
D\ {0}, zadane przez

T

pi(z) = , zeQy, i=1,...,n.
Z — Q4
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Dla obszaru ; przestrzeri Hardy’ego HX ((2;) sklada sie z takich funkcji f € H(€;), ze f o %—1 €
HX (D). Przestrzen HX (2;) jest wyposazona w norme indukowana z przestrzeni HX (D)

Ifllax@) = Ifoei Nuxm), f€HX().

Wprowadzmy rowniez oznaczenie R(G) dla zbioru tych wszystkich funkcji wymiernych, ktore nie po-
siadaja zadnego bieguna w domknieciu G.

Dla obszaru kotowego G oraz symetrycznej kraty Banacha X, definiujemy przestrzenie Hardy’ego
HX (G) oraz HX(0G) :

(i) Przestrzeni Hardy’ego HX (G) jest zdefiniowana w nastepujacy sposob
n
HX(G) := HX (D) & @) HXo(),
i=1

z norma, dana wzorem

11l rx () == max{|| fil mx) : f=fo+ -+ fn, i=0,...n},

gdzie przestrzenn HX( sktada sie z tych funkcji z HX, ktore znikaja w nieskoriczonosci oraz €2
oznacza dysk jednostkowy D.

(ii) Przestrzen Hardy’ego HX (0G) definiujemy jako domkniecie zbioru R(G) w topologii prze-
strzeni X (0G), z norma zadana przez

Il axoc) == max{||fo; xm : i=0,1,...,n}, feX(T),

gdzie pg(z) = z dla z € D. Zauwazmy przy tym, ze identyfikujemy kazda funkcje wymierng z
R(G) z jej obcieciem do brzegu 0G.

W przypadku gdy X = LP(T), powyzsze definicje pokrywaja si¢ ze standardowymi definicjami
przestrzeni HP(G) oraz HP(OG), p € [1,00), tak jak w artykule Chalendar oraz Partingtona [30].
Zwrocmy jednak uwage, ze przestrzenie Hardy’ego na obszarze G zostaty pierwotnie wprowadzone przez
Rudina w artykule [145]. Mianowicie funkcja f € H(G) nalezy do HP(G), jezeli istnieje harmoniczna
majoranta funkcji |f|P na G. Nastepnie wykazano, ze HP(G) posiada rozklad na sume prosta

n
HP(G) = H?(D) ® €D H{ (),
i=1
gdzie H{(Q;) sklada sie z tych wszystkich funkcji f € HP(;), ktore znikaja w nieskonczonosci.

Przestrzenie Hardy’ego na brzegu G studiowal po raz pierwszy Sarason w artykule [147]. W tym
miejscu, odnosimy sie réwniez do artykutu Rzeczkowskiego [144], ktory badatl przestrzenie Hardy’ego—
Orlicza na G uzywajac harmonicznych majorant. Zwré6émy tutaj uwage, ze w przypadku przestrzeni
X = L*>(T), mozna traktowa¢ odpowiadajaca jej przestrzen H°°(G) ograniczonych funkcji analitycz-
nych jako sume prosta

H>*(D) & @ Hg*()
=1

(zobacz [32, Theorem 7.1]) oraz analogicznie do przypadku dysku jednostkowego, przestrzen H*(9G)
zdefiniowang jako domkniecie R(G) w *-stabej topologii przestrzeni L>°(9G), mozna réwniez utozsamic

z przestrzenia H*°(G), wyposazong w rownowazna norme.

Ponizej prezentujemy twierdzenie, ktore jest uogolnieniem wyniku Fishera [69, Theorem 4.4]
dla przypadku przestrzeni Hardy’ego na obszarach kotowych (poréwnaj rowniez [30, Lemma 2.1]) :
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TWIERDZENIE 2.12 (|[A4, Theorem 4.2]). Niech X bedzie maksymalna, osrodkowaq i symetryczng
kratq Banacha na T. Wtedy R(G) jest gestym podzbiorem przestrzeni HX(G), a ponadto zachodzi

rownosé
HX (0G) = HX (G)

Z TOWNOWaznosciqg norm.

Zauwazmy, ze Chalendar oraz Partington w artykule [31] rozwazali rzeczywista interpolacje
pomiedzy przestrzeniami Hardy’ego HP(G) na obszarach kotowych dla p € (2, 00). Autorzy wspomnia-
nej pracy wykorzystali metode opracowana przez Kisliakova i Xu dla przypadku przestrzeni Hardy’ego
HP (D) na dysku jednostkowym D. Przedstawimy teraz ogolna wersje wyniku interpolacyjnego. Ponizsze
rezultaty wynikaja wprost ze Stwierdzenia 2.9 oraz Twierdzenia 2.12:

TWIERDZENIE 2.13 (|A4, Theorem 4.3]). Niech (Xo,X1) bedzie parq symetrycznych, osrod-
kowych oraz maksymalnych krat Banacha na T oraz niech G bedzie obszarem kotowym. Wtedy dla
dowolnego doktadnego funktora interpolacyjnego F takiego, Ze przestrzen F(Xo, X1) jest osrodkowa i
maksymalna, zachodzi nastepujgca formuta

F(HXo(9G), HX1(9G)) = HF(Xo, X1)(9G)
Z TOWNOWaAZN0SCLq noTm.

TWIERDZENIE 2.14 ([A4, Theorem 4.4]). Niech X bedzie dowolng symetryczng, osrodkowq i
maksymalng kratg Banacha na T oraz niech G bedzie obszarem kotowym. Wiedy dla dowolnego do-
ktadnego funktora interpolacyjnego F takiego, ze przestrzen F (X, L) jest osrodkowa i maksymalna,

zachodzi nastepujgca formuta
F(HX(0G), H*(0G)) = HF (X, L*)(0G)

2 TOWNOWaZNosciq norm.

Powyzsze twierdzenie w wersji dla dysku jednostkowego zostato udowodnione przez Mastyle
oraz Mleczke [120, Corollary 2.1]. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze zachodzi znaczne wzmocnienie wyniku
z artykutu |31, Proposition 2.1]:

WNI0SEK 2.15 ([A4, Corollary 4.5]). Niech G bedzie obszarem kotowym oraz niech p € (1,00).
Wtedy

HP(0G) = (H'(0G), H*(0G))p,, gdzie p=1-—0.

Zaprezentujemy teraz wyniki dotyczace aproksymacji za pomoca funkcji analitycznych na ob-
szarach kolowych. Rozwazamy problem przyblizania elementu f z przestrzeni LP(0G), elementem h z
jego podprzestrzeni HP(9G) w taki sposob, aby blad przyblizenia | f — hl|, byl relatywnie maty. Nie
szukamy najlepszego przyblizenia, gdzie btad osigga swoje minimum, ale wymagamy, aby btad przy-
blizenia nie przekroczyl wartosci najlepszego przyblizenia pomnozonej przez pewna staty. Nastepujace
twierdzenie o HP—HY rownoczesnej” aproksymacji wynika z twierdzenia Pisiera [87, Theorem 4.1]
oraz Stwierdzenia 2.11:

TWIERDZENIE 2.16 (A4, Theorem 4.6]). Niech G bedzie obszarem kotowym oraz niech 1 < p <
q < 0.
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(1) Wtedy istnieje taka stata dodatnia C, ze dla danej funkcji f € LY(0G), istnieje funkcja h €
H1(0G), ktora spetnia ponizsze nierdwnosci:

If = hll, < Cdist,y(f, H*(0G)) oraz ||f — hl|, < Cdisty(f, HI(0G)).

(ii) Wtedy istnieje taka stata dodatnia C, zZe dla danej funkcji f € LP(OG), istnieje funkcja h €
HP(0G), ktdra spetnia ponizsze nieréwnosci:

If = hll, < Cdist,(f, HP(0G)) oraz | f — hl|, < Cdisty(f, H(DG)).

Powyzszy wynik mozna uznaé za wariant twierdzenia aproksymacyjnego Nehari. W szczeg6lnosci
zapewnia on przyblizenie danej funkcji funkcjg analityczna, ktére jest prawie optymalne w obydwu
normach L' oraz L>. Odnotujmy, ze Chalendar oraz Partington w artykule [31, Theorem 3.1], podali
powyzsze twierdzenie dla przypadku norm przestrzeni L? oraz L. W przypadku dysku jednostkowego,
takie jednoczesne oszacowania w normach przestrzeni L? oraz L™ sg przedmiotem zainteresowania w
zastosowaniach do teorii sterowania oraz zostaly po raz pierwszy uzyte przez Kaftala, Larsona oraz

Weissa [90], z dalszymi rozszerzeniami podanymi przez Foiasa, Frazho oraz Tannenbauma [70].

Podamy tutaj analogiczne twierdzenie do twierdzen korygujacych Kisliakova [96, 94, 95|, za
pomoca ktoérych funkcja z przestrzeni H? dla 1 < ¢ < 0o jest przyblizana, z maltym btedem w normie
przestrzeni H!, za pomoca pewnej ograniczonej funkcji analitycznej. Twierdzenia korygujace zostaty
zastosowane w artykutach [29, 31|, aby dowies¢ twierdzen faktoryzacyjnych dla operatoréw, ktorych
widmo lezy w G :

TWIERDZENIE 2.17 (|[A4, Theorem 4.7]). Niech X = (Xo, X1) bedzie parq symetrycznych, osrod-
kowych © maksymalnych krat Banacha na T, za§ G bedzie obszarem kotowym. Niech F bedzie doktadnym
funktorem interpolacyjnym takim, ze przestrzen F(Xo, X1) jest osrodkowa 1 maksymalna. Niech Hy, H;
oraz H oznaczajq odpowiednio, HX((0G), HX1(0G) oraz F(Xo, X1)(0G). Wiedy, dla kazdego h € H
oraz s,t,e > 0, istnieje rozklad h = hg + hy, dla ktdrego spelnione sq ponizsze oszacowania (zobacz k
na stronie 91)

ki (s,t)

S

I‘iH(S,t)
S0

TWIERDZENIE 2.18 ([A4, Theorem 4.8]). Niech X bedzie dowolng symetryczng, osrodkowq i
maksymalng kratg Banacha na T, za$ G bedzie obszarem kotowym. Niech F bedzie doktadnym funkto-

1holl g, < (1 +¢) 1Pl Il < (X +e)

rem interpolacyjnym takim, zZe przestrzen F(X, L) jest osrodkowa i maksymalna. Niech Hy, Hy oraz
H oznaczajg odpowiednio, HX (0G), H*®(0G) oraz F(X,L>®)(0G). Wiedy, dla kazdego h € H oraz
s,t,e > 0, istnieje rozktad h = hg + hy, dla ktérego spetnione sq¢ ponizsze oszacowania

o) Il

KH(Sat)
Ihollg, < 1+ yatet)

1ol g, < (X +e

W szczegolnosci powyzszy wynik jest wariantem twierdzenia korygujacego Chalendar oraz Par-
tingtona dla przestrzeni Hardy’ego HX (0G) na obszarach kotowych dla pary X = (L2, L), gdzie F
jest funktorem metody rzeczywistej (- )gp z p € (2,00) oraz § = p—2/p, jak pokazuje ponizszy wniosek:

WnNIOSEK 2.19 (A4, Corollary 4.9]). Niech G bedzie obszarem kotowym, 1 < p < ¢ < o0
oraz 6 € (0,1). Zatdzmy, ze H jest maksymalng i osrodkowq przestrzeniq wzgledem pary Banacha
H= (Hp, H,) takq, zZe operator zanurzenia id: H — My(H) jest ograniczony ze statq C = ||id: H —
My(H)|| (z0bacz My na stronie 91). Wtedy dla wszystkich h € H oraz e,n > 0, istnieje rozklad

h = ho + h1 na hg € H, oraz hy € Hy, dla ktdrego spetnione sq ponizsze oszacowania

1 p—
lholl, <& hall, < (C+n)[hly) /o 1-1/o.
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2.4. Miara niezwartosci, liczby entropijne oraz s-liczby

Przypomnijmy pojecie metrycznej entropii zbioru, poczatki tej koncepcji siegaja pracy Pon-
trjagina oraz Schnirelmanna [143] z 1932 roku. Dla danego pre-zwartego podzbioru M przestrzeni
metrycznej X = (X, d) oraz dowolnego € > 0, niech N.(M) = N.(M, d) bedzie taka najmniejsza liczba
naturalng N, ze M posiada pokrycie skoniczone o mocy N, kulami z przestrzeni X o promieniu e.
Wtedy

H.(M) :=logy N.(M)

jest zwana metryczna entropia (albo e-entropia) zbioru M. To wtasnie Kolmogorow [98] zapropo-
nowal mierzenie ,;masywnosci” zbioru M poprzez asymptotyczne zachowanie H.(M) dla e — 0T oraz
obliczyt entropie kilku zbioréw funkcji. Szczegdlnie wazny jest przypadek wynikajacy z badania zwar-
tego odwzorowania liniowego T', dziatajacego pomiedzy przestrzeniami Banacha A oraz B. Wéwczas
definiujemy

H.(T) := H.(T(Ba)),

gdzie X = B oraz M jest obrazem, poprzez odwzorowanie T, kuli jednostkowej By z przestrzeni A. Za-
chowanie funkcji H.(T') zostato dokltadnie zbadane dla klasy operatoréw zanurzenia pomiedzy réznymi
przestrzeniami funkcyjnymi. Wspomnijmy o artykule Kolmogorowa oraz Tichomirowa [99], w ktérym
rozwazano zanurzenia przestrzeni C"([0,1]™) w przestrzen C([0,1]™) dla liczb naturalnych m,n € N.
Wituszkin oraz Henkin wykorzystali te pomysty w swoim artykule [155] dotyczacym trzynastego pro-
blemu Hilberta. Triebel w swoim znakomitym artykule z 1970 [154], badal wlasnosci interpolacyjne
ideatéw entropijnych:

E%(A, B) = {T € K(A,B) : supe HX(T) < oo}, a € (0, 00).

Ciag liczb entropijnych {e,(T")}72; (zobacz na stronie 85) jest funkcja odwrotna do metrycznej
entropii H (7). Teoria tych liczb zostata wprowadzona przez Pietscha [138]. Nadmierimy tutaj rowniez,
iz pewne funkcje odwrotne do metrycznej entropii mozna réwniez znalezé w artykule Mitjagina oraz

Pelczyniskiego [125].

Zauwazmy, ze liczby entropijne sa dobrze zdefiniowane nie tylko dla operatoréw zwartych, ale
rowniez dla operatorow, ktore sg jedynie ograniczone. Miara niezwartosci 5(7T") danego operatora T
dziatajacego pomiedzy przestrzeniami Banacha A oraz B, nazywamy granice ciggu liczb entropijnych
{en(T)}5°, przy czym T jest zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy S(T") = 0.

Zachowanie zwartych operatoréw liniowych w interpolacji badano od lat 60-tych XX wieku.
Pierwsze wyniki zostaly dowiedzione przez Krasnosielskiego [102], ktory przy zalozeniach interpola-
cyjnego twierdzenia Riesza—Thorina, a mianowicie gdy T': L,, — L, jest ograniczony dla i = 0,1,
gdzie p;,q; € [1,00] oraz przy dodatkowym zatozeniu o zwartosci T': Ly, — Lg,, qo < 0o wykazal, ze
rowniez T': L, — Lg jest zwarty dla 1/p = 1=0/py + 0/p1, /g = 1-0/40 + 0/¢1 oraz 6 € (0, 1).

Powyzszy wynik Krasnosielskiego prowadzi do naturalnego pytania, czy podobne rezultaty za-
chodza w przypadku abstrakcyjnej interpolacji, gdy (Lpy, Lp,) oraz (Lg,, Lg,) sa zastapione parami
Banacha odpowiednio, (Ag, A1) oraz (By, B1). Pelna odpowiedz na to pytanie jest nadal nieznana.

Pierwsze wyniki dla interpolacji metoda rzeczywista uzyskali w 1964 roku Lions oraz Pe-
etre [110] dla przypadku Ayg = A; lub By = By oraz Persson [135] dla ogélnego przypadku Ay # A
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oraz By # Bj, przy pewnym warunku aproksymacyjnym natozonym na pare (By, B1). We wszyst-
kich tych przypadkach wykazano, ze operator T': (Ag, A1)gq — (Bo, B1)s,q jest zwarty dla 6 € (0,1),
1 < ¢ < 0. Podkreélmy, ze wyniki o zwartodci Lionsa-Peetrego oraz Perssona, zachodza nie tylko dla
metody rzeczywistej, ale réwniez dla interpolacji metoda zespolong. W 1964 roku Calderén w swoim
przetomowym artykule [18], udowodnit wynik dla metody zespolonej, a mianowicie wykazal zwartosé
T: [Ag, A1]g — [Bo, B1]e dla kazdego 6 € (0,1) przy pewnym specjalnym warunku aproksymacyjnym
natozonym na pare (Bo, By).

W 1969 roku Hayakawa [83] podal wynik dla metody rzeczywistej bez warunku aproksyma-
cyjnego, ale z zalozeniem, ze operator T': (Ao, A1) — (By, B1) oraz oba zawezenia T: Ay — By,
T: A1 — B sy zwarte oraz 1 < g < co. Nowe podejécie do wyniku Hayakawy mozna znalezé w arty-
kule autorstwa Cobosa oraz Peetre’go [42]. Wreszcie w artykule [45] z 1992 roku Cwikel wykazal, ze
teza twierdzenia Hayakawy zachodzi zawsze, gdy operator T: Ag — By jest zwarty oraz T: A1 — By
jest ograniczony. Przypomnijmy, ze nawet nie wiadomo, czy zalozenie Hayakawy jest wystarczajace
dla zwartosci operatora T': [Ag, A1]g — [Bo, Bi]p. Niemniej jednak w tym samym artykule [45] Cwi-
kel pokazal, ze zwartoé¢ mozna ekstrapolowaé¢ metoda zespolona. Jego znakomity wynik mowi, ze
jezeli operator T': [Ag, A1), — [Bo, Bil, jest zwarty dla co najmniej jednej wartosci 0, € (0,1), to
T: [Ao, A1]g — [Bo, B1]g pozostaje zwarty dla kazdego 6 € (0,1).

Zwréémy réwniez uwage, ze w tym samym roku Cobos, Kiithn oraz Schonbek we wspdélnym
artykule [41] podali niezaleznie inny dowod, innego rozwiazania problemu interpolacji zwartosci me-
toda rzeczywista. Istotnie, wynik ten zostal wykazany nie tylko dla klasycznej metody rzeczywistej,
ale takze dla metody rzeczywistej z parametrem funkcyjnym [41, Theorem 2.3]. Co wiecej, podano
pewne pozytywne wyniki [41, Theorem 3.2] dla metody zespolonej, dla par funkcyjnych krat Banacha
spetniajacych dodatkowe tagodne wtasnodci.

Przypomnijmy, ze klasyczne twierdzenie interpolacyjne Riesza-Thorina dla operatoréw pomie-

dzy przestrzeniami L, stwierdza, ze

1-6 0
170z, o, < CITIE 0 ITIG, o,

gdzie C' = 1 w przypadku przestrzeni zespolonych oraz 1 < C' < /2 w przypadku przestrzeni rzeczywi-
stych. Analogiczny wynik zachodzi dla przestrzeni rzeczywistej interpolacji /Tg’q, ée’q z odpowiednim

oszacowaniem

1-60 6
115, 5, < ITI s, 1T, s, -

W obydwu powyzszych twierdzeniach, pojawia sie logarytmicznie wypukta funkcja s'=%t%. W pray-
padku abstrakcyjnych przestrzeni rzeczywistej interpolacji, ogélny wariant takiej funkcji wprowadzono

w artykule [S1], a mianowicie

1705, 5, < CUB(IT]aym I Tlay 5,):

gdzie E jest odpowiednia krata Banacha, EE, Bg sa przestrzeniami interpolacyjnymi abstrakcyjnej
metody rzeczywistej oraz g jest odpowiednia funkcja.

Obecnie poszukuje sie ilo§ciowych wersji twierdzen o interpolacji zwartosci. W 1981 roku Teixeira
oraz Edmunds [61] uzyskali nieréwnos¢ typu logarytmicznego dla miary niezwartosci 8 przy specjalnym
warunku aproksymacyjnym nalozonym na pare (By, By), a mianowicie

(B) B(T: F(Ao, A1) — F(Bo, B1)) < CA(T: Ay — Bo)'?B8(T: A1 — By)?,
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gdzie ]:(XQ,Xl) = [Xo,Xl]g lub f(XQ,Xl) = (X(),Xl)@q dla X = A,B. W 1999 roku CObOS,
Fernédndez-Martinez oraz Martinez w znakomitym artykule [37], podali ogélny wynik dla metody rze-
czywistej

B(T: Ay — Boy) < CB(T: Ay — Bo)' "?B(T: Ay — By)°.

Nadmienmy, ze Fernandez-Martinez [67] badal interpolacje miary niezwartodci operatoréw pomiedzy
przestrzeniami quasi-Banacha, kilkoma metodami interpolacyjnymi, przy warunku aproksymacji Per-
ssona natozonym na pare w obrazie (By, B1). W 2006 roku powyzsza nier6wnos¢ zostata uogélniona w
artykule [S1]| na przypadek abstrakcyjnej metody rzeczywiste;

,B(TS A'E — BE) < CwE(/B (T A(] — Bo) ,ﬁ(T: A1 — Bl))
(zobacz takze artykut [35], gdzie uzyskano réwnowazny wariant takiego oszacowania).

Przypomnijmy warunek aproksymacyjny Calderona [18, § 9.6] na parze Banacha (A, A1), ktory
okazuje sie przydatny w wykazywaniu zwartoéci niektérych operatoréw:

Mowimy, ze (Ao, A1) € (CA)o, jezeli istnieje ciag uogdlniony {my},c, (indeksowany zbiorem
skierowanym (A, <)) operatoréw liniowych na Ay + A; takich, ze:

(i
(ii

(iii

Normy operatoréw 7y na przestrzeni A; sa jednostajnie ograniczone, ¢ = 0, 1.
Przestrzen my(Ag) jest skoniczenie wymiarowa.

ma(A;) C Ay, i=0,1.

72 (y) — yll 4, — 0 dla kazdego y € Ao.

e e’ e

(iv

Niech (CA) bedzie podzbiorem tych wszystkich par Banacha z (CA)g spelniajacych silniejszy
warunek aproksymacyjny: ||mA(y) — yll 4, — 0 dla kazdego y € 4;, i =0, 1.

Prezentujemy oszacowanie interpolacyjne dla miary niezwartosci, ktore rozszerza wynik Calde-
réna o interpolacji operatoréw zwartych metoda zespolona przy zalozeniu warunku aproksymacyjnego
Calderéna (CA) :

TWIERDZENIE 2.20 (A2, Theorem 3.1]). Niech A = (Ao, A1) bedzie parg Banacha oraz niech
B = (By,By) € (CA). Jezeli T: A — B, to istnieje stata dodatnia C taka, ze dla kazdego 6 € (0,1),

mamy

B(T [Ao,Aﬂg — [BQ,Bﬂg)g C,B(T Ao — Bo)l_eﬁ(Tl A1 — Bl)e.

Zwroémy uwage, ze dowdéd Twierdzenia 2.20 jest zupelnie inny od dowodéw, ktoére dotycza
warunkéw aproksymacyjnych Perssona lub Teixeiry oraz Edmundsa. Z powyzszego twierdzenia wynika
nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 2.21 ([A2, Corollary 3.2]). Niech A = (Ao, Ay) bedzie parg Banacha oraz B =
(Bo,B1) € (CA). Jezeli operator T': A = B oraz T: Aj — By jest zwarty dla j = 0 lub j = 1,
to dla kazdego 0 € (0,1),

T: [Ao, A1]g — [Bo, Bi1lg jest operatorem zwartym.

Podobne argumenty daja nastepujacy wariant powyzszego twierdzenia dla szerszej kategorii

(CA)p :
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TWIERDZENIE 2.22 ([A2, Theorem 3.3]). Niech A = (Ag, A1) bedzie parg Banacha oraz B =
(Bo, B1) € (CA)g. Jezeli operator T': A — B, to istnieje stata dodatnia C taka, ze dla kazdego 6 €
(0,1), mamy

B(T: [Ao, A1le — [Bo, Bile) < CB(T: Ay — Bo)' |IT)% 5, -

Jako zastosowanie uzyskujemy powyzej wspomniany wynik Calderéna o zwartosci:

WNIOSEK 2.23 ([A2, Corollary 3.4|). Niech A = (Ag, Ay) bedzie parg Banacha oraz B =
(Bo, B1) € (CA)g. Jezeli operator T: A — B oraz T: Ag — By jest zwarty, to dla kazdego 0 € (0,1),

T: [Ao, A1]g — [Bo, Bilg jest operatorem zwartym.

Ostatnie stwierdzenie zostato udowodnione bezposrednio przez Calderéna [18, Theorem 9.6] bez

oszacowania miary niezwartosci.

Twierdzenie 2.20 podaje wariant powyzej wspomnianego oszacowania (/3). Nie wiadomo, czy
powyzszy wynik jest prawdziwy bez zalozenia warunku aproksymacyjnego. Jest to trudny problem,
poniewaz pozytywna odpowiedz rozwiazataby problem interpolacji operatoréw zwartych metoda ze-
spolona. Nalezy zauwazy¢, ze oryginalny dowod wyniku o zwartosci Calderéna (przy wspomnianym
warunku aproksymacyjnym) jest nietrywialny i w duzym stopniu zalezny od konstrukcji metody ze-
spolonej, ktéra wykorzystuje funkcje analityczne o wartosciach w przestrzeniach Banacha.

Jednak dowody oparte na zatozeniu warunku aproksymacyjnego na parze w obrazie, Pers-
sona [135], Teixeiry oraz Edmundsa [61] lub Fernandez-Martineza |67] maja zupelnie inny charakter
i nie sg tak zwiazane z metoda zespolona. Spowodowane jest to tym, ze hipotezy aproksymacyjne

stosowane przez wymienionych powyzej autoréw sa zasadniczo inne, jak zostalo to wykazane w [A2]:

Przedstawimy teraz przyktady z klasy nietrywialnych par Banacha, ktére spetniaja warunek
aproksymacyjny Calderéna, jednak nie spetniaja klasycznych warunkéw interpolacyjnych wprowadzo-
nych przez Perssona, jak réwniez przez Teixeire oraz Edmundsa.

Niech (TEA) bedzie zbiorem wszystkich par Banacha spelniajacych warunek aproksymacyjny

zastosowany przez Teixeire oraz Edmundsa w artykule [61] (zobacz takze [67]) :

Mowimy, ze para (Ag, A1) € (TEA), jezeli istnieje taka stala dodatnia C, ze dla wszystkich

e > 0 oraz zbiorow skoniczonych Fy C Ag oraz F} C Aj, istnieje operator P € L(A) spelniajacy

warunki:

1) 1Pl 5 < C oraz P: Ag — Ag jest zwarty.
(ii) P(Ap + Al) C AgN Ay
(iii) [Py —ylla, <e dla wszystkich y € Fj, i =0, 1.

Mowimy, ze przestrzen Banacha X posiada wlasno$é aproksymacji A.P., jezeli dla kazdego
zwartego podzbioru K C X oraz dla kazdego € > 0 istnieje operator skoriczonego rzedu T na przestrzeni
X oraz ||[Tz —z|| < e, dla kazdego = € K. Odnotujmy, ze A.P jest stabsza wlasnoscia niz pojecie
bazy Schaudera. W 1973 roku Enflo [63] wykazal istnienie przestrzeni nieposiadajacych wtasnosci
aproksymacji. Krotsza konstrukcja takich przestrzeni zostata podana przez Daviego [47, 48] (zobacz
takze [108, Theorem 2.d.6]).
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Mowimy, ze przestrzen Banacha X posiada wtasno§é zwartej aproksymacji C.A.P., jezeli
dla kazdego zwartego podzbioru K C X oraz dla kazdego € > 0 istnieje operator zwarty 1" na X taki,
ze [Tz — z|| < g, dla kazdego x € K. Wtasnos¢ zwartej aproksymacji jest stabsza wlasnoscia niz A.P.
W 1992 roku Willis [158| wykazal, ze te dwie wlasnosci nie sa rownowazne.

Z powyzszego natychmiast wynika, ze istnieja pary Banacha w zbiorze (TEA)\(CA). Nastepny
wynik pokazuje, ze (CA) oraz (TEA) sa nieporéwnywalne w ogole:

TWIERDZENIE 2.24 ([A2, Theorem 4.1]). Istnieje nieprzeliczalnie wiele wzajemnie nieizomor-

ficznych i nietrywialnych par Banacha A spetniajgcych nastepujgce warunksi:

(i) Ay C Ay oraz Ag & Aq.
(ii) A € (CA) oraz A ¢ (TEA).

W zastosowaniach wazng role odgrywa nastepujacy warunek aproksymacyjny wprowadzony
przez Perssona (zobacz [115, 135]) :

Mowimy, ze para (Ao, A1) € (PA), jezeli dla kazdego zwartego podzbioru K C Ay istnieje taka

stata dodatnia C, ze dla kazdego € > 0 istnieje operator P € L(A) spelniajacy nastepujace warunki:

() 1Pl 5,5 <C.
(ii) P(Ao + Al) C AgN Ay
(iii) [[Py —yll4, <& dla wszystkich y € K.

Zauwazmy, ze w tej definicji mozemy zastapié zbiory zwarte K przez zbiory skoniczone F' w Ag.

Nietrudno zauwazy¢, ze istnieja pary Banacha, ktore naleza do zbioru (PA)( oraz nie naleza do
zbioru (CA)g. Dla szerszej kategorii klasycznych par Banacha A € (PA)y mamy réwniez A € (CA)
lub nawet A € (CA) (zobacz [109, 115] po wiecej szczegotow).

Ponizej przedstawimy twierdzenie, ktére pokazuje, ze istnieja nietrywialne pary w (CA)g, ktore
nie sa elementami zbioru (PA)y :

TWIERDZENIE 2.25 (A2, Theorem 4.2|). Istnieje nieprzeliczalnie wiele wzajemnie nieizomor-

ficznych i nietrywialnych par Banacha A spetniajgeych nastepujgce warunki:

(l) AQ ;@ Al, A1 z AO oraz AO i Al.
(i) A€ (CA) oraz A ¢ (PA).

Poniewaz liczby entropijne i rzad ich zbieznosci zapewniaja ilosciowy sposob mierzenia ,stopnia
zwartosci” operatora pomiedzy przestrzeniami Banacha, wyniki o interpolacji zwartosci motywowaly
dtugo otwarte pytanie: jak liczby entropijne operatoréw dziatajacych pomiedzy przestrzeniami interpo-
lacyjnymi wzgledem par Banacha zachowuja sie w relacji do liczb entropijnych operatoréw dziatajacych
pomiedzy przestrzeniami z tych par? Pozytywna odpowiedZ na to pytanie doprowadzitaby do licznych
wartosciowych zastosowan w lokalnej teorii przestrzeni Banacha, w tym do interpolacyjnych oszacowan
wartosci wlasnych za pomoca pojedynczych liczb entropijnych.

Niedawno poczyniono znaczne postepy w zrozumieniu zachowania liczb entropijnych. Edmunds
oraz Netrusov pokazali w artykule [59, 60|, ze w okreslonych okolicznosciach liczby entropijne operatora
nie zachowuja si¢ dobrze w interpolacji metoda rzeczywista. Udowodnili, ze dla zadnych 6 € (0, 1) oraz
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dla zadnych ¢ € [1,00] nie istnieja takie stale dodatnie a oraz C, ze dla wszystkich par Banacha
(Ao, A1), (Bo, B1) oraz dowolnego operatora T": (Ag, A1) — (Bo, B1), nastepujaca nier6wnosé zachodzi

Efo (T: (Ao,Al)gﬂ — (B07B1)9,q) < Cmax{ek(T: Ao — Bo) ,Ek(T: A1 — Bl)}
dla kazdego k € N.

Zwroéémy uwage, ze zachowanie liczb entropijnych w interpolacji metoda zespolona jest nadal
nieznane. Czy to oznacza, ze dla kazdego 6 € (0, 1), istnieje stata dodatnia C taka, ze dla wszystkich
par Banacha (Ag, A1), (Bo, B1) oraz kazdego operatora T': (Ag, A1) — (By, B1) zachodzi nastepujaca

nieré6wnosé
(5) Ek’okl (T: [Ao,Aﬂg — [Bo,Bﬂg) < CEko (T: AO — Bo)l_e Eky (T: Al — Bl)e

dla wszystkich kg, k1 € N7 Nalezy nadmieni¢, iz wyniki w tej formie sg juz znane w przypadku, gdy
przestrzenie z jednego korica sa ustalone (zobacz na przyktad [62, 114, 138, 154|):

5k0k1(T: X - B) < CEkO(T: AO — B)l_OEkl(T: A1 — B)e,
gkokl(T: A— Y) < CEkO(T: A— Bo)l_g Ekl(T: A— Bl)e,

—,

w przypadku gdy przestrzenn Banacha X nalezy do klasy Cx(0;A) oraz B = By = B; lub A =
Ao = A; oraz przestrzert Banacha Y nalezy do klasy Cy(6; B) (zobacz Cx oraz Cy na stronie 90). W
dostepnej literaturze brakuje jednak ogdlnych rezultatow typu (€) i tylko kilka wynikéw tego typu
zostato opublikowanych wczesniej (zobacz [Al, A6, AT]).

Ponizej przedstawimy wariant powyzszego oszacowania w przypadku przestrzeni Hilberta, ktory
pokazuje, ze zachowanie liczb entropijnych (oraz wewnetrznych liczb entropijnych) w geometrycznej
interpolacji jest tak dobre, jak przypuszczano:

TWIERDZENIE 2.26 ([A6, Theorem 4.2|). Zatézmy, ze H = (Hy, Hy) oraz K = (Ko, K1) sq
dowolnymi parami Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta, T L(ﬁ, I?) oraz k € N. Wiedy

en(T: [Hlp — [Klg) < 72e1(T: Hy — Ko)' ?ep(T: Hy — K1)?  oraz

o (T [Ho — [K]o) < 6404(T: Ho — Ko)' % i (T: Hy — Ky)"
dla kazdego 0 € (0,1). W szczegdlnym przypadku dla 0 = 1/2 powyzsze state mozna ulepszyé, a miano-
wicte

sk(T: [ﬁ]w — [I?]l/Q) < 12e(T: Hy — Ko)l/2 ex(T: Hy — Kl)l/2 oraz

o (T [H]yy — [Kli) < 8r(T: Hy — Ko)? (T Hy — K1)

W tym miejscu warto zauwazy¢, ze powyzsze oszacowanie, ktére zostato bezposrednio udowod-
nione w artykule [A6] jest pierwszym oszacowaniem typu (£) zwiazanym z wczesdniej wspomnianym
problemem interpolacyjnym, ktére zachodzi dla wszystkich operatoréw pomiedzy dowolnymi parami
Banacha przestrzeni Hilberta.

Jak wcze$niej wspomniano liczby entropijne operatoréw nie zachowuja sie dobrze w przypadku
rzeczywistej interpolacji. Zauwazmy, ze przyktad przedstawiony w artykule [59] moze by¢ uzyty do wy-
kazania, ze ré6wniez moduly entropijne operatoréw nie zachowuja si¢ dobrze w przypadku rzeczywistej

interpolacji:
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STWIERDZENIE 2.27 (|A3, Proposition 5.3|). Istniejg takie pary Banacha A oraz é, ze dla
zadnego 0 € (0,1) oraz 1 < q < 00, nie istnieje stata dodatnia C' dla ktérej zachodzi

gS(T: gg’q — §97q) < CgS<T: Ao — Bo)l_e gS(T: A1 — Bl)a

dla dowolnego operatora T : A = B oraz dowolnego s € (0,00).

Gdy X oraz Y sa przestrzeniami Banacha, to przez X ®Y oznaczamy przestrzen Banacha X xY
wyposazonag w norme ||(z, y)|| = max {||z|| v , |y|ly } dla wszystkich (z,y) € X x Y.

Przyktady par Banacha (Xo, X1), (Yo, Y1) skonstruowanych w artykutach [59, 60] implikuja, ze
liczby entropijne nie zachowuja sie dobrze w rzeczywistej interpolacji. Nalezy zauwazy¢, ze pary te nie
s, identyczne. Korzystajac z nastepnego wyniku, mozna wykazac¢, ze powyzsze stwierdzenie zachodzi
dla réwnych par.

LEMAT 2.28 (A3, Lemma 5.4]). Niech 7: N x N — N bedzie dowolng funkcjq. Zatézmy, ze dla
ustalonego funktora interpolacyjnego F zachodzi dekompozycja

(F) F(Xo® Yo, X16Y1) =F(Xo, X1) ®F(Yo, Y1),

dla wszystkich par Banacha. Wiedy nastepujgce stwierdzenia sqg rownowazne.

(i) Istnieje stata dodatnia C taka, ze dla dowolnych dwdch par Banacha X = (Xo0,X1) oraz
Y = (Yo,Y41) oraz dla dowolnego operatora T: X — Y

ereny(T: F(X) = F(Y)) < Cor(en(T: Xo = Yo),a(T: X1 = V1)), kleN

(i) Istnieje stata dodatnia C taka, zZe dla dowolnej pary Banacha A= (Ag, A1) oraz dla dowolnego
operatora T': Ao A

—,

ET(k},l)(T: f(/Y) — ./—"( )) < C@f(&k(T: Ay — AQ) ,€Z(T: Al — Al)), k,l e N.

Zauwazmy rowniez, ze zaréwno metoda rzeczywistej (-)gq, jak 1 zespolonej [-]p interpolacji
spetnia zalozenia Lematu 2.28 z funkcjg ¢r(s,t) = s'7%% dla kazdych s,t > 0 oraz 6 € (0,1).
Przypomnijmy, ze ze Stwierdzenia 2.9 (zobacz |A4, Proposition 3.2] lub strone 12) dla wszystkich
funktoréw interpolacyjnych F oraz par Banacha (Xo, X1), (Yo, Y1) zachodzi nastepujaca dekompozycja

(.F) f(Xo@Yo,Xl@Yl) ZF(Xo,Xl)@f(Y(),Yl)

Nastepny wynik pokazuje, ze istnieje taka para Banacha (Ag, A1), ze dla wszystkich 6 € (0,1) oraz
1 < g < 00, liczby entropijne nie zachowuja sie dobrze w interpolacji metoda rzeczywista:

STWIERDZENIE 2.29 (A3, Proposition 5.5|). Dla kazdego 0 < \ < 1 istnieje para Banacha A
oraz operator T': A A taki, ze dla kazdego 0 € (0,1), 1 < ¢ < 00 oraz n € N zachodzg nierdwnosci

en(T: Aj — Aj) <cjn™, j=0,1 oraz en(T: ffaq — ffgﬂ) > en"Mlogyn)?,

gdzie cg, c1 oraz ¢ sq dodatnimi statymi, niezaleznymi od n.

Moduty entropijne operatoréw dziatajacych na dowolnych parach réwniez nie zachowuja sie
dobrze w interpolacji metoda rzeczywista:

STWIERDZENIE 2.30 (A3, Proposition 5.6]). Istnieje taka para Banacha A, ze dla kazdego

0 € (0,1) oraz 1 < q < oo nie istnieje stata dodatnia C dla ktorej, ponizsze oszacowanie zachodzi

9s(T: Apy — Agg) < Cgs(T: Ag — Ag)' ™ go(T: Ay — Ay)°
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dla dowolnego operatora T': A = A oraz wszystkich s € (0,00).

To, co powiedzieliémy wczesniej, motywuje w naturalny sposéb badanie takich tréjek przestrzeni
Banacha (Ap, A1, X), gdzie X jest pewna przestrzenia interpolacyjna wzgledem pary Banacha (A, 41),
ze zachodzi nastepujace oszacowanie dla operatora T': (Ao, A1) — (Ao, A1) dla pewnej dodatniej statej
C oraz 6 € (0,1),

(H) €k0k1(T: X — X) C&kO(T Ag — Ao) 5k1 (T A1 — Al) .

W skrocie, rozne warianty (#) sa dla nas bardzo interesujace, gdyz moga prowadzi¢ do nowych wynikow
interpolacyjnych dla spektralnych liczb entropijnych w powyzszej postaci (zobacz E(T') na stronie 36).
W tym kontekscie, warto wspomnieé¢ o lokalnej wersji wyniku o liczbach oraz modutach entropijnych
operatoréw na parach Banacha dla skoniczenie wymiarowych podprzestrzeni niezmienniczych:

LemAT 2.31 (JA3, Lemma 5.2|). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem pary
Banacha A = (Ag, A) takq, e X C Mw(/_l') dla pewnego ¢ € (1) (zobacz (Y) na stronie 91). Wtedy
dla dowolnej skoriczenie wymiarowej podprzestrzeni Y C X, istnieje taka stata dodatnia C = C(Y, D),
zalezna od Y oraz D = ||id: X — Mcp(ff)H, ze

Ekokl(T: Y — Y) < CQO(EkO(T: AO — AQ) sy €k (T A1 — Al))
oraz
gs(T:Y =Y) <Cgso(T: Ag = Ao, T: A — Ay)

—,

dla wszystkich operatorow T € L(A), ktére spetniajg T(Y) C Y oraz dla wszystkich ko, k1 € N oraz
€ (0,00).

Lemat 2.31 mozna znacznie wzmocnié, gdy przestrzeni interpolacyjna jest przestrzenia Hilberta

oraz operator indukowany jest normalny:

STWIERDZENIE 2.32 (A3, Proposition 6.5, Proposition 6.6]). Niech H bedzie przestrzeniq Hil-
berta interpolacyjng wzgledem pary Banacha A= (Ao, A1) taka, ze H C Mg(g) dla pewnego 0 € (0,1).
Jezeli operator T € L(z‘f) 1 jego zawezenie T do przestrzeni H jest operatorem normalnym oraz

Tess (T2 H — H) < Togs (T Ag = Ag) ress (T2 A1 — A1)?,
to

Ehoky (T H— H) <6, (T: Ag — Ag) Ekl(T A — Al) , ko,k1 eN
oraz

9s(T+ H — H) < 6g(1_g)s(T: Ao — Ag)" " gos(T: Ay — A1)’ s € (0,00).

Zauwazmy rowniez, ze w przypadku gdy F(Ag, A1) = [Ag, A1]g lub F (Ao, A1) = (Ao, A1)a,q, to

oszacowanie:
Tess (T f(AOaAl) — I(AOaAl)) Tess(T AO — AO) Tess(T Al — Al) s

zostato uzyskane w artykutach [A2, Proposition 5.2| oraz [37, Corollary 1.3]).

W przypadku operatoréw normalnych dziatajacych na przestrzeniach Hilberta, uzyskalisémy

mocniejszy wynik o interpolacji liczb entropijnych:



26 2. OMOWIENIE OSIAGNIEC NAUKOWYCH

TWIERDZENIE 2.33 (A6, Theorem 4.4|). Zatézmy, ze H = (Ho, Hy) jest reqularng parg Bana-
cha zespolonych przestrzeni Hilberta. Niech A bedzie operatorem dodatnim na Hg, ktéry daje iloczyn

skalarny przestrzeni Hy. Niech T € L(H). Jezeli operator T na Hy jest normalny oraz jest przemienny
z operatorem A, to

—

Vs op(T: Hy — Ho) < @i (T: [H]p — [H]g)

< 8pr(T: Hy — Hy) oraz
Yeer(T: Ho — Ho) < ex(T: [H)g — [Ho) < 6ex(T: Ho — H)

dla kazdego 6 € (0,1] oraz kazdego k € N.

Jak wczedniej wspomniano oszacowanie (€) nie zachodzi dla metody rzeczywistej interpolacji.
Ponizej przedstawimy gorne oszacowania liczb entropijnych operatoréw dziatajacych pomiedzy prze-
strzeniami generowanymi przez funktory interpolacyjne na parach Banacha, gdzie klasa par Banacha
w obrazie jest wezsza i sktada sie z par, ktore spelniaja interpolacyjne warianty wtasnosci aproksyma-
cyjnych:

Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X posiada wlasno$é ograniczonej aproksymaciji,
jezeli istnieje A > 1 taka, ze dla kazdego € > 0 oraz kazdego podzbioru zwartego K C X istnieje
operator T' skoniczonego rzedu, spetniajacy || T]] < A oraz

|Tx — z||x <elz)|x, =€K.

W powyzszej definicji mozemy zastapic¢ zbiory zwarte K podzbiorami skoniczonymi F' C X. Wiadomo,
ze powyzsza wlasnosé jest rownowazna nastepujacej: Istnieje stata A > 1 taka, ze dla kazdej skoriczenie
wymiarowej podprzestrzeni £ C X, istnieje operator skoniczenie wymiarowy 7: X — X dla ktérego
IT|| < A oraz Tx = z dla wszystkich z € E.

Wtasnosé ograniczonej aproksymacji pozwala by wymiar operatora T byl zalezny od konkret-
nego wyboru zbioru skoniczonego F', nawet jezeli € > 0 oraz moc zbioru card F' jest z gory ustalona.
Silniejsza i ilodciowa wersja ograniczonej wlasnoéci aproksymacji jest zwana jednostajna wilasnoscia
aproksymacji. Wlasnosé ta naktada gorne oszacowanie na wymiar operatora 7', ktore zalezy od € oraz
card(F'), lecz nie zalezy od konkretnego wyboru zbioru F.

Doktadniej, przestrzenn Banacha X posiada jednostajng wlasno§é aproksymacji, jezeli ist-
nieje stata A > 1 taka, ze dla kazdego € > 0 oraz dla kazdego n € N, istnieje taka funkcja f(e,n),
ze dla kazdego skoniczonego zbioru {z1,...,x,} z X, istnieje operator liniowy T': X — X spelniajacy
IT]| < A, rankT < f(e,n) oraz

||T-1'i_$z‘HX<€H$iHX, 1<z<n

Zauwazmy, ze powyzsza wlasnosé jest zwiazana z wlasnodcia wprowadzong przez Petczyiiskiego oraz
Rosenthala [134]:

Niech A > 1. Przestrzen Banacha X posiada A-jednostajng wlasnos§é aproksymacji, jezeli
dla kazdej statej X > )\ istnieje taka funkcja ¢y : N — N, ze dla kazdej n-wymiarowej podprzestrzeni
E C X istnieje operator T: X — X taki, ze |T|| < N, Te = e dla wszystkich e € E oraz rankT <
on(n). Przestrzenn Banacha X posiada wlasnosé jednostajnej aproksymacji, gdy dla pewnego A > 1,
przestrzen X posiada A-jednostajna wlasnos$é¢ aproksymaciji.
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Nalezy podkregli¢, ze weryfikacja czy dana przestrzen Banacha posiada jednostajna wiasnosé
aproksymacji jest subtelnym problemem. Szankowski wykazal w artykule [150], ze istnienie bazy bez-
warunkowej, a nawet bazy symetrycznej, w przestrzeni Banacha nie zapewnia, ze posiada ona jedno-

stajna wlasnos¢ aproksymacji.

Zwréémy uwage, ze w badaniu interpolacyjnych wtasnosci operatoréw zwartych, pojawily sie
naturalne warianty wtasnosci aproksymacyjnych dla par Banacha. Nadmienmy tutaj, iz Lions pokazat
w artykule [109], ze dla szerokiej klasy par Banacha A = (Ag, A;) istnieje ciag {P,} operatoréw
P,: Ao+ A1 — AgN A; takich, ze P,y — y w A;, gdy n — oo dla kazdego y € A;, 1 =0, 1.

Uzyjemy specjalnego rodzaju wlasnosci aproksymacyjnych (zobacz (PA)g na stronie 22) dla par
Banacha, ktore wedtug naszej najlepszej wiedzy pojawily sie po raz pierwszy w artykule [135] (zobacz
rowniez artykul [61] lub strone 21) w badaniu zwartosci operatoréw liniowych w interpolacji. Niech
(PA) bedzie zbiorem wszystkich par Banacha spetniajacych warunek aproksymacyjny zastosowany w
artykule [A7]:

Mowimy, ze para Banacha A = (Ag, A1) posiada (ograniczong) wlasnosé aproksymacji oraz
piszemy (Ao, A1) € (PA), jezeli istnieje stala dodatnia C' taka, ze dla dowolnego € > 0 oraz zbiorow

—,

skoniczonych Fy C Ag 1 F1 C A; istnieje operator P € L(A) dla ktorego:

() Il 5<C.
(ii) P(Ap + Al) C AgN Ay
(iii) [Py —ylla4, <e dla wszystkich y € Fj, i =0, 1.

Moéwimy, ze para Banacha A= (Ag, A1) posiada wlasnosé jednostronnej aproksymaciji,
jezeli (Ao, A1) € (PA)o (zobacz strone 22).

W dalszej czesci bedziemy rozwaza¢ pary Banacha (Li(u), Loo(pt)) zdefiniowane na dowolnej
przestrzeni mierzalnej (€2, %, u). Domkniecie przestrzeni Li(u) N Loo(p) w Loo(p) bedziemy oznaczali
przez L3 (1).

Nasze pierwsze twierdzenie dotyczace wtasnosci aproksymacji dostarcza wiele naturalnych przy-
ktadéw par Banacha z jednostronna wtasnoscig aproksymacji:

TWIERDZENIE 2.34 (|A7, Theorem 2.2|). Niech (2,3, 1) bedzie dowolng przestrzeniq mierzalng
oraz niech X bedzie doktadng przestrzeniq interpolacyjng pomiedzy Li(u) oraz Loo(p). Wiedy X =
(Lgo(,u), X) posiada jednostronng wltasnosé aproksymacyi

(L% (1), X) € (PA)g

z funkcjq f(e,n) < [471/5}” dla wszystkich € > 0 oraz n € N.

Zgodnie z klasycznymi definicjami, dla przestrzeni Banacha definiujemy warianty jednolitej wia-
snosci aproksymacyjnej dla par Banacha:

Niech A = (Ao, A1) bedzie para Banacha oraz niech A > 1. Méwimy, ze para Banacha A
posiada A-jednostajng wlasnosé aproksymacji oraz (Ag, A1) € (AUAP), jezeli istnieje funkcja
kz: (X, 00)xN — [1,00) taka, ze dla dowolnych A’ > X oraz n-wymiarowe]j podprzestrzeni £ C AgNAy,
istnieje operator P: A — A taki, ze:

(1) [Pl 44 <N oraz rank(P) < kz(\,n).
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(ii) P(Ap+ A1) C AgN Ay
(iii) Py =1y dla wszystkich y € E.

Funkcje k ; nazywamy funkcja jednostajnosci pary Banacha A. Méwimy, ze para Banacha A posiada
jednostajna wtasnosé aproksymacji, gdy dla pewnego A > 1 para A posiada A-jednostajna wilasnosé
aproksymacji.

Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X jest (Gaussowskiego) typu 2 pod warunkiem, ze
istnieje stata dodatnia C taka, ze dla kazdego ciagu {z1,...,xn} 2z X

n 9 1/2 n 1/2
(EHZgixi ) <c(2||xiu2> ,
i=1 i=1

gdzie E oznacza warto$¢ oczekiwang oraz { gy }nen jest ciagiem znormalizowanych i niezaleznych zmien-

nych Gaussowskich na pewnej przestrzeni probabilistycznej, to znaczy kazda znienna losowa g, posiada
funkcje gestosci

(2m)~2 exp(~/2).
Najlepsza stala typu 2 oznaczamy przez To(X).

Glownym celem w artykule [A7] bylo uzyskanie nowych oszacowari interpolacyjnych dla liczb
entropijuych operatoréw pomiedzy przestrzeniami interpolacyjnymi:

TWIERDZENIE 2.35 (A7, Theorem 4.3]). Niech F bedzie doktadnym funktorem interpolacyjnym
z funkcjg fundamentalng ox. Niech A = (Ay, A1) oraz B = (By, By) bedg parami Banacha. Zatdézmy,

‘e B postada zaréwno wtasnosé aproksymacyi jak i A-jednostajng wtasnosé aproksymacyi
B e (PA) N (A\UAP)

2 funkcjg jedngstajngéci kz(A,n) < g(n), gdzie g: N — N jest takie, ze g(n) > n. Wtedy, dla dowolnego
operatora T: A — B oraz dla wszystkich liczb naturalnych m,n, dla statej C =1+ X\ zachodzi

em(T: F(A) = F(B)) < Cor(dn(T: A — Bo),dn(T: Ay — By)) +4X2 760 || 1 .
Jezeli dodatkowo A; oraz B} sq typu 2 dla i = 0,1, to wtedy

en (T F(A) = F(B)) < Corlen(T: Ag = Bo),en(T: Ay = By)) +4X2 7000 |T| 1 5,

gdzie C zalezy od statych typu 2 oraz od \.

Nastepnie przedstawimy pewien rodzaj dwustronnej interpolacji liczb entropijnych operatoréw,
zachodzgcych przy stabszych zatozeniach, wyrazonych w kategoriach funkcji ¢ oraz k (zobacz strone 91):

TWIERDZENIE 2.36 (A7, Theorem 4.6]). Niech X oraz Y beda przestrzeniami posrednimi ze
wzgledu na pary Banacha odpowiednio A= (Ao, A1) oraz B = (Bo, B1). Wtedy dla dowolnych ope-
ratoréw T: A — B oraz S: B — B 2 S: By + By — Bg N By oraz dla wszystkich k,l € N zachodz

0szacowanie:
<€k2l2(STI X - Y) < f(S) Ex(Ek(T: AO — Bo) ,€Z(T: A1 — Bl) ),

gdZie f(S) =2Fx (LY(”SHBOﬁ‘Bov ||SHBO‘>BI)7 LY(HSHBlﬁBw ||S||31HB1)'

Jako zastosowanie powyzszego wyniku otrzymujemy:
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WNI0SEK 2.37 ([A7, Corollary 4.7]). Niech A = (Ao, A1) oraz B = (Boy, By) bedg parami
Banacha oraz niech F bedzie funktorem interpolacyjnym wyktadnika 0 z funkcjg charakterystyczng
o(s,t) = 51799 dla wszystkich s,t > 0. Wtedy dla dowolnych operatoréw T A - BorazS: B— B
takich, Ze S: Bo+ By — BoN By 2 ||S||5_, 5 < C oraz dla wszystkich k,1 € N zachodzi oszacowanie:

w2 (ST: F(A) = F(B)) < Cg(S) en(T: Ag — Bo)' P ei(T: A1 — By)?,
. 1-6)0
gdzie (S) = 2(|1S| 5y 15 ,5,) """

W dalszej czesci przedstawimy zastosowanie Twierdzenia 2.36 dla par Banacha spelniajacych
warunek aproksymacyjny zastosowany przez Cobosa oraz Peetrego w artykule [42]. Mowimy, ze para
Banacha A = (Ao, A1) spelnia warunek aproksymacyjny (Cobosa oraz Peetrego) oraz piszemy
Ae (CPA), gdy istnieje ciag operatoréw liniowych {P,}>° , dziatajacych z Ag + A1 w Ag N A; oraz
dwa inne ciagi {Q;} 1 {Q;, }°2, operatorow liniowych z Ag + A1 w Ag + A; takie, ze:

(i) Sa one jednostajnie ograniczone A,
C:= ilelg{llpnllgﬁgj 1Qn iz 1Qn Nl 4 ) < o0
(ii) Operator identycznosci I na Ay + Ay posiada rozktad
I=P,+Ql+Q,, neN.
(iii) Dla kazdego n € N mamy QV: Ag — A; oraz Q;, : A1 — Ay, gdzie
i (17 /[ 454, = Hm [|Q, ][4, -4, = 0.

Zauwazmy, ze powyzej zdefiniowany warunek rézni sie od warunkéow (PA) oraz (PA)y (zobacz [42,
Remark 1.2]).

WNIOSEK 2.38 (A7, Corollary 4.9]). Niech A = (Ao, A1) oraz B = (By, By) bedg parami
Banacha. Zaldzimy, se B € (CPA). Jezeli F jest funktorem interpolacyjnym wyktadnika 6 (6 € (0,1)),
to dla dowolnego operatora T : A B

et (T: F(A) — F(B))
< C(IPullBos By [1PallBr8o) ' ™" + en(T: Ag = Bo) 0 en(T: Ay — By)’

— —0 —0 —0 0
QL TNy p 1w Tl -, + QR T 5, |QR TN A, - 5, -

W 1957 roku Allakhverdiev [3] odkryt rownosc liczb aproksymacyjnych a,(T") z wartosciami
wlasnymi A, (|T]), ktore sa powszechnie okreslane jako liczby singularne s, (7). Pojecie s-liczb uogol-
nia pojecie liczb singularnych w przestrzeniach Hilberta, na obszar przestrzeni Banacha. Pietsch w serii
artykutéw opracowat aksjomatyczne podejscie do s-liczb. Teoria s-liczb odgrywa zasadniczg role w ba-
daniu operatorow i lokalnej teorii przestrzeni Banacha. Liczby aproksymacyjne ay, (7' sa najwiekszymi
s-liczbami na przestrzeniach Banacha. Wszystkie te réznorodne s-liczby pokrywaja sie w przestrzeniach
Hilberta z liczbami s,,(T"). W kontekscie wartosci wlasnych gtowna role odgrywaja liczby Weyla x,,(T),
ktére takze wprowadzit Pietsch:

FAKT ([140, Lemma 13]). Niech T bedzie operatorem zwartym na przestrzeni Banacha X. War-
tosct wtasne operatora T spetniajg nierownosé

[T (D) < (2e) ] 2(T).
i=1 i=1
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o0

ne1 54 uporzgdkowane w kolejnosci nie wzrastajgcych wartosci bezwzgled-

gdzie wartosci wtasne {\,(T)}
nych i kazda wartosé wtasna jest liczona zgodnie z jej krotnosciq algebraiczang oraz {1, (T)},—, oznacza

cigg podwojony

{21(T),21(T) , 2(T) , 22(T) ,23(T) , ...}

Zrozumienie zachowania s-liczb w interpolacji z réznymi przestrzeniami w kazdym punkcie kori-
cowym jest trudnym problemem. Zauwazmy, ze niektére wyniki jednostronnej interpolacji liczb Gel-
fanda i Kotmogorowa sa znane:

FakT ([137, 6.6.5.3]). Niech A = (Ao, A1) oraz B = (By, B1) bedg parami Banacha oraz 0 €

(0,1). W przypadku gdy przestrzeri Banacha X nalezy do klasy Cx(0; A) oraz B := By = By, lub
A= Ay = A; oraz przestrzeri Banacha'Y nalezy do klasy C (0, é), to zachodzq nastepujgce nierdwnosci

dnym-1(T: X = B) < Cdn(T: Ag — B)' " d,(T: A1 — B)?,
Cnim-1(T: A—=Y) < Cen(T: A= By) P ¢(T: A— By’

0Od dawna wiadomo, ze te s-liczby nie zachowuja sie dobrze w interpolacji nawet dla operato-
row identycznosciowych pomiedzy przestrzeniami skoriczenie wymiarowymi, jak pokazuje nastepujaca
obserwacja Carla (zobacz na przyklad [58]):

PRZYKLAD CARLA. Rozwazmy skoriczenie wymiarowe, zespolone pary Banacha A = (A, A1)
oraz B = (By, B1) z Ay = A = By := 37, By = 03", Wtedy dla 6 = 1/2 otrzymujemy przestrzenie

interpolacyjne metody zespolonej
X = [A(],Al]g = gilﬁn oraz Y := [Bo,Bl]g = g%n

Oznaczmy przez I: (Ao, A1) — (Bo, B1) operator identycznosci. Z powodu dualnej relacji ¢, (T) =
d, (T*), wystarczy rozpatrzy¢ tylko liczby Kotmogorowa. Liczby Kolmogorowa spelniaja warunki do,,—1(1: X — Y)
372 d,(I: Ag = Bg) <n~"? oraz d,(I: Ay — B;) = 1 dla kazdego n € N. Stad

don1(I: X = Y) =37 oraz dn(I: Ay — Bo)' d,(I: A1 — By)? < n~ "4

Problem ,dwustronnej” interpolacji s-liczb polega na znalezieniu warunkéw na pary Banacha
ff, B oraz na funktor interpolacyjny F wyktadnika 6 € (0,1), przy ktorych istnieje taka funkcja
¢: N x N — (0,00) (ktora moze zaleze¢ od F, A oraz B), ze dla kazdego operatora T: A — B oraz
wszystkich n,m € N, zachodzi nastepujaca nieréwnosé

(S)  Spim—1(T: X = Y) < p(m,n)sy(T: Ao — Bo)' ™ s,n(T: A1 — By)?,

gdzie w jest jedng z s-liczb, X := F(A) oraz Y := F(B). Zauwazmy, ze powyzej wspomniany przyklad
Carla pokazuje, ze przy m = n wspo6tczynnik ¢(m,n), ktory pojawia sie po prawej stronie (S) musi

rosnaé¢ co najmniej tak jak n'/*.

Zwréémy uwage, ze wciaz nie jest do konica wyjasnione przy jakich warunkach problem ,dwu-
stronnej” interpolacji posiada pozytywna odpowiedz. W zwiazku z tym wydaje sie wazne by bada¢
konkretne nietrywialne przypadki.

Przedstawimy tutaj wariant (S) w przypadku przestrzeni Hilberta. W artykule [A1] udowod-
niono interpolacyjne oszacowanie s-liczb operatoréw na przestrzeniach interpolacyjnych generowanych

za pomoca metody zespolonej Calderéna pomiedzy parami przestrzeni Hilberta. Wykazano, ze istnieje
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stata dodatnia C' taka, ze dla wszystkich par Banacha H = (Ho, Hy), K = (Ko, K1) zespolonych
przestrzeni Hilberta oraz dla kazdego operatora, nier6wnosé

A, (T [H)g — [K]g) < CAL(T: Hy — Ko)' " * A, (T: Hy — K;)°
zachodzi dla wszystkich 6 € (0,1) oraz n € N, gdzie A,(T) oznacza ([, ai(T))l/n :

TWIERDZENIE 2.39 ([A1, Theorem 4.2]). Zatézmy, ze H = (Ho, H1) oraz K = (Ko, K1) sq do-
wolnymi parami Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta. Wtedy dla kazdego operatora T € L(ﬁ, ff),
kazdego 0 € (0,1) oraz kazdego n € N,

An(T: [H)p — [K]g) < 253° Ap(T: Hy — Ko)' ™ A (T: Hy — Ky)°
oraz

gn(T: [H]g — [Klg) < 6* gn(T: Hy — Ko)' ™% g (T: Hy — K1)”.

Zauwazmy, ze ,spektralne” serce dowodu Twierdzenia 2.39 jest inspirowane eleganckim pomy-
stem Halmosa [82] oraz MCCarthy’ego [28]. Podkreslmy réowniez, ze wyniki te zostaly uzyskane przy
uzyciu metod ,geometrycznej interpolacji” z wykorzystaniem powiazanych idei z artykutow [28, 57,
82].

W artykule [A1l] udowodniono nowe twierdzenia o interpolacji liczb aproksymacyjnych ope-
ratoréw normalnych, dziatajacych na przestrzeniach Hilberta. Okazuje sie, ze ilekro¢ operator 7', na
regularnej parze Banacha H zespolonych przestrzeni Hilberta jest normalny na obu ,koricach” Hy
oraz Hy oraz jest przemienny z A, to liczby aproksymacyjne ay, (T [H]y — [H Jo) pokrywaja sie dla
wszystkich 0 € [0,1] :

TWIERDZENIE 2.40 (A1, Theorem 4.3|). Zatézmy, ze H = (Ho, Hy) jest reqularna parg Bana-
cha zespolonych przestrzeni Hilberta. Niech A bedzie operatorem dodatnim na Hy, ktéry daje iloczyn

skalarny przestrzeni Hy. Jezeli operator T na Hy jest normalny oraz jest przemienny z A, to
ak(T: H() — Ho) = ak(T: [ﬁ]g — [ﬁ}g) = ak(T: Hy — Hl)

dla kazdego 0 € [0, 1] oraz kazdego k € N.

Zauwazmy, ze dowdd Twierdzenia 2.40 w istocie rzeczy zalezy od zalozenia, ze T jest przemienny
z A. Zaznaczmy, ze McCarthy [28, Theorem 2.1] wykazal, ze ilekro¢ H jest regularng i uporzadko-
wana (odpowiednio, niekoniecznie uporzadkowana) para Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta oraz
operator T € L(ﬁ) jest normalny (odpowiednio, samosprze¢zony) na obu przestrzeniach Hy oraz Hi,
to wtedy operator 1" na kazdej Hy dla 6 € (0,1) jest normalny (odpowiednio, samosprzezony) oraz

przemienny z A.

Zwrocémy tutaj uwage, ze asymptotyczne zachowanie e, (1) < sup,,,cn n="?" A (T) oraz g, (T) =
A (T) jest znane (zobacz [26, Theorem 3.4.1, Theorem 3.4.2]):

Niech H oraz K beda zespolonymi przestrzeniami Hilberta oraz niech T' € L(H, K). Wowczas

Ap(T) < gn(T) < 10A,(T) oraz

sup n” 2" A (T) < en(T) < 14 sup n~ " A, (T), neN.
meN meN

Nastepujacy wynik ulepsza state wystepujace w powyzszych réwnowaznosciach:
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TWIERDZENIE 2.41 ([A1, Theorem 3.10]). Niech H, K bedg zespolonymi przestrzeniami Hilberta
oraz niech T' € L(H, K). Wowczas dla kazdego n € N, otrzymugjemy

An(T) < gn(T) <6 An(T),
sup n” 7> A (T) < en(T) < 6 sup n~7/>™ A, (T)

meN meN
12 sup " A(T) < pu(T) <4 sup n™"2" A, (T).
meN meN

W szczegdlnosci

0 o (T) <27 sup ™" A (T)  oraz
" meN

g,2:(T) < 212 gy n~*" A (T), k,neN.
meN

Zauwazmy, ze dwa ostatnie vvzory7 ktoére sg uogélnieniami drugiego i trzeciego wzoru, pokazuja,

ze kosztem zastqplema n przez n? , k € N mozemy zastapi¢ czynniki 6 oraz 4 przez odpowiednio,
1YY rag 21/

Bazujac na koncepcji s-liczb w sensie Pietscha dla operatoréw pomiedzy przestrzeniami Ba-
nacha, w artykule [A7] wprowadzono pojecie §-liczb zdefiniowanych w klasie wszystkich operatorow

pomiedzy parami Banacha:

Niech B bedzie kategoria wszystkich par Banacha. W dalszej czesci klase ¢ ?Egl}(f, }7),

wszystkich operatoréw pomiedzy parami Banacha, bedziemy oznaczali przez L. Ciag
> (= . T N
§={58,}: L - [0,00)

nazywamy ciaggiem 5-liczb, jezeli dla dowolnego T’ € L ciag nieujemnych skalaréw {5n.(T)}52, spelnia
nastepujace warunki (i)-(v) dla wszystkich liczb naturalnych m oraz n :

(i) Monotonicznosé: ||T| = 51(T) = 5(T) > ... > 0 dla wszystkich T € L(X,Y).
(ii) Podaddytywnosé: 5y, 1(S +T) < 5m(S) + 5,(T) dla wszystkich S, T' € L(X,
(ili) Wlasnosé ideatu: 5,(RST) < ||R||5,(S)||T| dla wszystkich T € L(W, X), S € L

Re LY, 7).
(iv) Wtasnosé rzedu: Jezeli rank(T') < n, to §,(T) = 0.
(v) Wlasnos$é normujaca: s, (1: (¢5,05) — (¢5,05)) = 1, gdzie I oznacza operatora identycz-

)-

Y
X,Y) oraz

nosci w n-wymiarowej przestrzeni Hilberta /3.

Tak jak w przypadku liniowym, n-ta liczba s,(T") operatora T': X =Y pomiedzy przestrzeniami
Banacha jest oznaczona przez §(T: X — Y).

(vi) PodmultiplikatywnoS¢: 5y, pn_1(RS) < §m(R) 5,(5) dla wszystkich S € L(X,Y) oraz R €
L(Y, 7).
Jezeli (vi) jest rowniez spetniony, to moéwimy, ze §-liczby sa podmultiplikatywne.

Idac za przyktadami waznych s-liczb, wprowadziliémy warianty tych liczb dla operatorow dzia-

tajacych pomiedzy parami Banacha:
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— —

Ustalmy dowolna liczbe naturalng n. n-ta liczba aproksymacyjna d, (T: X - Y) operatora
T: X — }7, dziatajacego pomiedzy parami Banacha jest zdefiniowana przez

@n(T) :=inf {||T — S||g_,¢ : rank(S) < n}.

n-ta liczba Kolmogorowa dr, (T: X - 17) operatora T: X — Y, dziatajacego pomiedzy parami
Banacha jest zdefiniowana, przez

dn(T) = inf {|QXTll g5/ : N C YoNYi, dim(N) < n}.
n-ta liczba Gelfanda ¢, (T: X - 37) operatora 7T': X - 17, dziatajacego pomiedzy parami Banacha
jest zdefiniowana przez
Gu(T) == inf {||T|ml 5 : M C XoN X1, codim(M) < n},
gdzie M = (Mo, M1) z M; == (M, ||| ,) dla i =0, 1.
Tak jak w klasycznym przypadku s-liczb, dla dowolnego ciagu §-liczb § = {3}, zachodzi wta-
snos¢ mieszanej podmultiplikatywnosci: dla S € L(X,Y) oraz T € L(Y, Z2),
Sman—-1(TS) < 8§ (T) @n(S) oraz  Smin-1(TS) < dn(T) 3,(95).
W szczegolnosci liczby aproksymacyjne @, sa podmultiplikatywne oraz sa najwieksze sposrod §-liczb.
Zauwazmy, ze w przypadku gdy T: X — Y jest operatorem pomiedzy przestrzeniami Banacha,
to dla trywialnych par Banacha (X, X) oraz (YY), mamy T: (X, X) — (Y,Y) oraz
5o(T: (X, X) = (YY) =sp(T: X = Y),
gdzie s, (T) jest klasyczna s-liczbg dla operatorow dziatajacych pomiedzy przestrzeniami Banacha.

Naturalne jest pytanie o zwiazki pomiedzy ciaggami §-liczb a ciggami s-liczb. Drugie pytanie,
ktore jest rozwazane w artykule [A7] jest nastepujace:

Niech § bedzie ciggiem §-liczb operatoréw pomiedzy parami Banacha oraz niech s bedzie indu-
kowanym ciggiem s-liczb dla operatoréw pomiedzy przestrzeniami Banacha (ograniczajac § do wszyst-
kich par trywialnych). Pod jakimi warunkami na parach Banacha A oraz B mozemy znalez¢é ,sensowne”
funkcje g: N — N oraz ¢: [0,00) x [0,00) — [0, 00) takie, ze

Zyimin-1)(T: A — B) < p(sim(T: Ag — Bo), sn(T: A1 — By))

dla wszystkich m,n € N oraz kazdego operatora T': A — B? Interesowal nas przypadek dotyczacy
pewnych wariantéw wlasnosci aproksymacyjnych dla par Banacha, gdy s € {c_i, c, d }

Ponizej przedstawiamy gorne oszacowania liczb aproksymacyjnych oraz liczb Kolmogorowa ope-
ratoréw pomiedzy przestrzeniami wygenerowanymi przez funktory interpolacyjne na parach Banacha,
spetniajace wczesniej zdefiniowane warunki aproksymacyjne. Nastepny wynik podaje charakteryzacje
jednostajnej wtasnosci aproksymacyjnej pary Banacha w kategoriach liczb aproksymacyjnych @, oraz
liczb Kolmogorowa d, :

LEMAT 2.42 (A7, Lemma 2.3]). Niech f: N — N bedzie funkcjg takq, ze f(n) > n. Przypusémy,
ze para Banacha B = (Bo, B1) posiada \-jednostajng wtasnosé aproksymacyi

B € (\UAP)

dla pewnego A = 1. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(i) Istnieje funkcja jednostajnoéci kz: [X,00) x N — [1,00) taka, Ze
k5(\m) = O(f(n).

(i) Istnieje taka stata dodatnia c, ze dla kazdej pary Banacha A oraz kazdego operatora S': A B"
o(f(n-1)+1(S) < Adn(S), neN,

gdzie | - | oznacza funkcje podtoga (czesé catkowita).

WrykazaliSmy réwniez zwigzek pomiedzy ciggami §-liczb oraz klasycznymi s-liczbami:

TWIERDZENIE 2.43 (JA7, Theorem 2.5]). Niech A = (Ag, A1), B = (Bo, B1) bedg parami
Banacha oraz niech T: A — B bedzie operatorem. Zaldzimy, ze B posiada wltasnosé aproksymacyi

B e (PA).
Wtedy dla wszystkich liczb naturalnych ko, k1,

dohr—1(T: A — B) < max{dy,(T: Ao — Bo), dy, (T: A1 — Bi)}.

W przypadku wtasnosci jednostronnej aproksymacji uzyskaliémy nastepujacy wynik:

WNIOSEK 2.44 ([A7, Corollary 2.6]). Niech A = (Ao, A1), B = (Bo, B1) bedg parami Banacha
orazT: A— B bedzie operatorem. Zalozmy, ze B posiada wltasnosé jednostronnej aproksymacyi

g S (PA)O

Wtedy dla kazdej liczby naturalnej k, istnieje skonczenie wymiarowa podprzestrzers M C By N By taka,
ze

dy.(T: A0—>B0):inf{HQf}) . M C By N By, dim(M) <k:}.

THAO*)BO/J\/I

Teraz zaprezentujemy finalne twierdzenie o interpolacji liczb aproksymacyjnych operatoréw,
gdzie para w obrazie spetnia warianty interpolacyjnych wtasnosci aproksymacji:

TWIERDZENIE 2.45 ([A7, Theorem 3.1]). Niech F bedzie funktorem interpolacyjnym z funkcjq
fundamentalng ©r. Niech A = (Ao, A1) oraz B = (By, B1) bedg parami Banacha. Zalézimy, e B

posiada obydwie wltasnosci aproksymacyi

—

B € (PA) N (\UAP)

z funkcjq ky(A,n) < g(n) dla kazdego n, gdzie g: N — N z g(n) > n. Witedy dla kazdego operatora
T: A — B oraz dla wszystkich liczb naturalnych ko oraz k1,

—,

ag(kOJrkl,l)Jrl(T: .F( ) — f(é)) < (p]:(dko(T: Ay — BQ), dkl (T: Al — Bl))

W szczegdlnosci

-,

dg(k0+k1—1)+1 (T: JT( ) — .F(E)) < QO}'(dkO(T: AO — Bo), dk:1 (T: A1 — Bl))
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2.5. Widma operatoréw

Jednym z podstawowych probleméw teorii spektralnej Riesza jest okreslenie asymptotycznego
zachowania wartoéci wlasnych operatoréw Riesza na zespolonych przestrzeniach Banacha. Przypo-
mnijmy wzor Gelfanda na promien spektralny dla operatora Riesza T' € L(X)

o m (| 1/m
M) = i [T

Ten wzor ma uogodlnienie dla kolejnych wartosci wlasnych. Konig [100, 101]| wykazatl, ze dla dowolnego
operatora Riesza T' € L(X)

An(T)| = lim an(T™)’™, neN
m—0oQ
a Zemanek [161] uogdlnit ten wynik dla dowolnego operatora ograniczonego, gdzie A, (T') sa elementami

ciagu wartosci wlasnych operatora T' (zobacz na stronie 87).

Liczby entropijne operatora sa uzyteczne w analizie asymptotycznego zachowania wartosci wta-
snych. Znakomita nieréwnos¢ Carla oraz Triebla (zobacz [26, 27]) podaje oszacowanie wartosci
wlasnych przez pojedyncze liczby entropijne

n 1/71,
(CT) (H )\z(T)|> < gn(T) := lirellf\l E/Ce(T), neN
i=1

dla kazdego T € L(X). W szczegdlnosci dla k = 2"~ 1 otrzymujemy punktowe oszacowanie Carla, a

mianowicie

An(T)| < V2e,(T).

Stynne oszacowanie Carla—Triebla [27] wartosci wlasnych przez liczby entropijne (CT) byto
motywacja do wprowadzenia modultéw entropijnych ¢, (7), uzytych przez Makaiego oraz Zeméanka

do udowodnienia nastepujacego wzoru:
n 1/n
. m
Gn(T) := <H )\z(T)|> = n}gnoogn(Tm) / , neN
i=1
dla kazdego operatora T' € L(X) (zobacz takze [26]). Nierownos¢ Carla—Triebla (CT) mozna tatwo
przeformutowaé¢ w nastepujacy sposob:

LEMAT 2.46 (|A3, Lemma 3.1]). Niech X bedzie zespolong przestrzeniq Banacha orazT € L(X).

Wtedy nieréwnosé Carla—Triebla (CT) jest réwnowazna

n 1/n
v s (TIN)) - <am), ke

neN im1

Znaczenie (V) polega na tym, ze pozwala na oszacowanie z dotu k-tej liczby entropijnej e (T')
przez supremum bezposdrednio zwigzane z ciggiem wartosci wlasnych operatora T'. Uzywajac metod
teorii Riesza operatoréw ograniczonych udowodniono nastepujaca rownosc:

TWIERDZENIE 2.47 ([A3, Theorem 3.2|). Niech X bedzie zespolong przestrzeniq Banacha oraz
niech T € L(X). Jezeli {\,(T)} jest ciggiem wartosci wtasnych operatora T, to

n 1/n
sup /¢ <H|MT)\) = lim gm(T™)7™, keN.

m—00
neN =1
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Powyzszy wzér mozna uznaé za pomost pomiedzy wlasnosciami topologicznymi operatora T,
odzwierciedlonymi w zachowaniu liczb entropijnych poteg T™ oraz jego widmowego odpowiednika. Po-
wyzsza rownos¢ moze by¢ réwniez postrzegana jako uogdlnienie klasycznego wzoru na promieni spek-
tralny, wyrazone w kategoriach liczb entropijnych poteg operatorowych. Motywuje to do wprowadzenia
pojecia n-tej spektralnej liczby entropijnej operatora T na przestrzeni Banacha X zadanego wzo-
rem

En(T) := lim egpm (Tm)l/m, neN.

m— 00

Spektralne liczby entropijne tworza ciag nierosnacy:

STWIERDZENIE 2.48 ([A3, Proposition 3.4]). Niech X bedzie zespolong przestrzeniq Banacha
oraz niech T' € L(X). Wtedy

Tess(T) < ... < &E(T) < &(T) =r(T) oraz li_)rn En(T) = ress(T).

Odnotujmy, ze &,(T) < e,(T) dla kazdego n € N oraz, ze to dolne oszacowanie jest ostre.
Nieréwnoé¢ przeciwna ogélnie nie zachodzi, nawet jezeli ograniczy¢ sie do operatoréw dzialajacych na
przestrzeniach skoriczenie wymiarowych. Niemniej jednak, jak pokazuje nastepny wynik, réwnowaznosé

en(T) < E,(T) jest prawdziwa dla klasy operatorow normalnych na przestrzeni Hilberta:

TWIERDZENIE 2.49 (|A1, Theorem 3.8|). Niech H bedzie zespolong przestrzeniq Hilberta oraz
niech T € L(H) bedzie operatorem normalnym. Wtedy

en(T) < 6EL(T), @n(T)<4ENT) oraz go(T)<6G,(T), mneN.

W szczegdlnosci

ok—1

e o (T) <2 (T oraz o (T) <27 EW(T), kyneN.

Przedstawione powyzej oszacowania zewnetrznych liczb entropijnych ¢, (7)), liczb entropijnych
en(T') oraz modulow entropijnych g,(7") operatorow pomiedzy przestrzeniami Hilberta, zostaly zain-
spirowane przez stawna nieréownosé Gordona, Koniga oraz Schiitta [79] (zobacz takze [26, Proposition
1.3.2)):

Jezeli X jest zespolona przestrzenia Banacha z bezwarunkowa baza {:Uj}]?’il ze staly jeden (na
przyktad ciagowa symetryczna przestrzenia Banacha) oraz D,: X — X jest operatorem diagonalnym
indukowanym przez x; — o;z;, gdzie o = {aj}‘j?il zoy=209>...20,t0

sup k_l/Q"(Ul .. -Jn)l/” < ek(Dy) < 6 sup k_1/2"(01 e Un)l/", k € N.
neN neN

Za pomoca naszej notacji wynik ten mozna wyrazi¢ jako ex(Dy) < 6 Ex(D,), dla kazdego k € N.
Udoskonalismy Twierdzenie 2.47 pokazujac, ze granica li_r>n €k (Tm)l/m istnieje dla kazdego
m oo
takiego ciagu {k,,} C N, ze lim el —t e [1,00] oraz ze jest rowna lim & (Tm)l/m :
m—r0o0 m—r0o0
TWIERDZENIE 2.50 ([A3, Theorem 4.1]). Niech X bedzie zespolong przestrzenig Banacha oraz

niech T € L(X). Niech {\,(T)}>2, bedzie ciggiem wartosci wtasnych operatora T'. Jezeli t € [1,00], to

dla dowolnego ciggu {k.,} C N takiego, ze lim AL istniejg obie granice lim ey (Tm)l/"” oraz
m—0o m—00
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lim &, (Tm)l/m, ktore sqg sobie rowne, gdzie
m—00

r(T) dla t =1,
n 1/n
lim 6km(Tm)1/m = {supt /> (H \)\l(T)|> dla 1 <t < o0,
m— 00 neN =1
Tess(T') dla t = o0.

Nalezy zauwazy¢, ze wczesniej znany byt jedynie wzor |A(T)| = h_r)n 5n(Tm)1/m (zobacz ksiazke
m—00
Carla oraz Stephani [26, (3.5.8)] lub artykul Zeménka [161, (1)]).
WNI0SEK 2.51 ([A3, Corollary 4.2]). Niech X bedzie zespolong przestrzeniq Banacha oraz niech
T € L(X). Wtedy
lim <€m(Tm)l/m = lim e,(T™)"" = &(T) oraz  lim en(T™)"™ = &(T),
m—0oQ m—r0o0 m—r0o0

dla kazdego n € N

Ostatnie twierdzenie wyraznie motywuje definicje spektralnej funkcji entropijnej t — &(T)

operatora T

&E(T) = W}gnoo ki (Tm)l/m ,

gdzie {k,} C N jest dowolnym ciagiem takim, ze lim k)™ = t.

m—o0

Wiadomo, ze liczby entropijne posiadajg wtasno$é podaddytywnodci. Jednak nie dotyczy to
spektralnych liczb entropijnych. Niemniej jednak spektralna funkcja entropijna posiada wtasnosé pod-
multiplikatywnosci dla operatoréw przemiennych. Ponizszy wynik jest udoskonaleniem Stwierdzenia [A3,
Proposition 3.6]. Jednym z interesujacych aspektow spektralnej funkcji entropijnej jest to, ze z tatwo-
$cig pozwala ona na formalne obliczenia w duchu wzoréw (A.1) oraz (A.2):

STWIERDZENIE 2.52 (|A3, Proposition 4.3]). Niech X oraz Y bedq zespolonymi przestrzeniami
Banacha. Jezeli operatory R € L(X) oraz S € L(X) sq ze soba przemienne, to

Ew(RS) < &E(R)EL(S), tyue [l o0
W szczegolnosci
En(R") =&(R)", te[l,c0], meN.
Co wiecej, jezeli T € L(X,Y) oraz U € L(Y, X), to
E(TU)=&WUT), te]l,o0].

Przypomnijmy, ze to Allakhverdiev [3] odkryt zgodnos¢ liczb aproksymacyjnych a,(T) z war-
tosciami wlasnymi A, (|7|). Wiadomo, ze w przypadku gdy 7' jest operatorem samosprzezonym na
przestrzeni Hilberta, to otrzymujemy rowniez (zobacz [26, Proposition 4.4.1])

an(T) = [M(T)|, neN.
Rozszerzyliémy ten wynik na operatory normalne:

STWIERDZENIE 2.53 (A1, Proposition 3.4|). Niech H bedzie zespolong przestrzenig Hilberta
oraz niech T € L(H) bedzie operatorem normalnym. Wtedy

an(T) = |\n (T)], neN.
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Zauwazmy, ze jezeli dla operatora T': (Ag, A1) — (Ao, A1) zachodzi oszacowanie (H) (zobacz
strone 25), to stosujac nierownosé¢ Carla—Triebla otrzymamy

() An(T: X = X)| < 2en(T: Ag — Ag) P en(T: A — A)?, neN.

Z tej obserwacji rodzi sie naturalne pytanie: Czy mozna udowodni¢ warianty abstrakcyjnych oszacowar
wartosci wlasnych poprzez interpolacyjne moduly entropijne bez uciekania si¢ do hipotezy (H)? To
jest gtowny problem, ktéry rozwiazalismy w artykule [A3].

Umotywowani przez zastosowania nieréwnosci Carla—Triebela w teorii Riesza operatoréw na
przestrzeniach Banacha udowodnilismy dalekosiezne interpolacyjne warianty tego wyniku. Uwazamy,
ze istnieje interesujaca zaleznosé pomiedzy teorig spektralna, a teorig interpolacji, ktéra dostarcza no-
wych narzedzi do badania asymptotycznego zachowania wartosci wlasnych operatoréw dziatajacych na
przestrzeniach interpolacyjnych. Przedstawimy interpolacyjne warianty oszacowan wartoéci wlasnych
typu Carla—Triebla dla operatoréw dziatajacych na abstrakcyjnych przestrzeniach interpolacyjnych.
Przyjete metody maja swoje korzenie czesciowo w teorii spektralnej operatoréw, a czesciowo w teorii
interpolacji operatorow.

Ogolne oszacowania interpolacyjne liczb entropijuych wiaza sie ze specjalnym rodzajem funkcji
podmultiplikatywnych. Byto to motywacja, aby zaja¢ sie badaniem problemu zwigzanego z teoria
interpolacji: Dla jakich funkcji ¢: (0,00) — (0, 00) istnieje granica

9) lim (inf k1/<23)@(6k(Tm))>l/m, 5>07

m—00 \keN
Niech ¢: [0,00) — [0,00) bedzie funkcja podmultiplikatywna (to znaczy ¢(st) < ¢(s)p(t) dla

wszystkich s, ¢ > 0). Dla danego operatora T' € L(X,Y) pomiedzy przestrzeniami Banacha, definiujemy
modul entropijny g, (T) = gs,,(T: X — Y') nastepujaco

Goip(T) 1= inf 1/ p(e(T)), s € (0,00).

Odwzorowanie s — gs ,(7T") jest nierosnace oraz odwzorowanie T +— g5 (1) jest podmultiplikatywne.

Zauwazmy rowniez, ze

(u) = lim o@@™)’™, >0,

m— 00

definiuje podmultiplikatywna funkcje, ktora spelnia @ < ¢, z rownosciag w praypadku, gdy ¢ jest
multiplikatywna.

Nastepne twierdzenie ujawnia wystarczajace warunki, przy ktorych granica (G) istnieje. Takie
podejécie jest dosé¢ abstrakcyjne, ale okazuje sie bardzo przydatne w interpolacji.

TWIERDZENIE 2.54 (|[A3, Theorem 4.4|). Niech X bedzie dowolng zespolong przestrzenig Bana-
cha oraz niech T € L(X). Zatézmy, ze ¢: [0,00) — [0,00) jest niemalejgcq funkcja podmultiplikatywng
oraz s € (0,00). Wtedy granica

1/777.

. m . .. .. s * m l/m
W%gnoogs,@(T ) istnieje 1 jest réwna nlfé%gs’@(T )

oraz

. o) ~ . malm
tel[?fm)tl/(? P(E(D)) < Jim oo (T™)"

z rownoscig w przypadku, gdy @ jest prawostronnie ciggta.
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Ostatnie twierdzenie jest uogoélnieniem wyniku Makaiego oraz Zeménka [112] w kategoriach
uogoblnionego modutu entropijnego. Niech X bedzie zespolona przestrzeniag Banacha oraz niech T €
L(X). Przez G, ,(T) bedziemy oznaczali granice li_r>n gs,w(Tm)l/m oraz bedziemy nazywac

m—0o0

. m
Gaio(T) 1= Jim_guo(T™)"
spektralnym modulem entropijnym operatora T, gdzie ¢: [0,00) — [0, 00) jest nierosnaca funkcja

podmultiplikatywna oraz s € (0, 00). Dla zwieztosci bedziemy pisa¢ Gs(T') := Gs wsu(T) -

Nalezy zauwazy¢, ze prawostronnie ciagta funkcja multiplikatywna ¢: [0,00) — [0, 00) ma forme
u +— u® dla pewnego « € (0,00). Stad zgodnie z Twierdzeniem 2.54 otrzymujemy rowniez

Gswsue (T) = inf tY/CIE(T)™ = Gos(T)"
te(1,00)

dla wszystkich a, s € (0, 00).
Podstawowe wtasnodci tych pojeé¢ zostaty krotko podsumowane ponizej:

STWIERDZENIE 2.55 (|A3, Proposition 4.5]). Niech X oraz Y bedg dowolnymi zespolonymi
przestrzeniami Banacha oraz niech T € L(X). Wtedy

Gs(T)=r(T), s€(0,1]

lim &(T) = Slgrolo Gs(T) = 1ess(T).

t—00
Niech : [0,00) — [0,00) bedzie dowolng nierosngceq funkcjg podmultiplikatywng. Wiedy funkcje t —

E(T) oraz s — Gs ,(T') sq monotoniczne. Co wigcej, jezeli ¢ jest prawostronnie ciggta, to
Go (1) < /*OB(ET)) oraz Guo(T) < G(E(T)), 5.t € [L.oc).
Jezeli R € L(X) oraz S € L(X) sq operatorami przemiennymi, to
Gs,o(RS) < Gsp(R)Gs,0(S), s€(0,00).
W szczegdolnosci
Gso(R") =Gs»(R)", se€(0,00), neN.
Co wiecej, jezeli U € L(X,Y) oraz V € L(Y, X), to
Gso(UV)=Gs,(VU), s€(0,00).

Twierdzenie 2.54 prowadzi réwniez do nastepujacej formuly odwrotnej:

STWIERDZENIE 2.56 ([A3, Proposition 4.6]). Niech X bedzie dowolng zespolong przestrzeniq
Banacha oraz niech T € L(X). Wtedy

E(T) =supt™IG(T), tell,00), NcIc(0o00).
sel

Zanim przedstawimy nasze wyniki interpolacyjne oméwimy kilka pojeé, ktore sa istotne z punktu
widzenia teorii interpolacji. Zalozmy, ze ¢: [0,00) x [0,00) — [0, 00) jest funkcja podmultiplikatywna.
Zauwazmy, ze

m m)l/m

o(u,v) := W}gnoo o(u™, v ,  u,v =0,

definiuje funkcje submultiplikatywna z @ < ¢.
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Przypomnijmy jeszcze raz, ze w przypadku gdy F (Ao, A1) = [Ao, A1]e lub F(Ag, A1) = (Ao, A1)s,q,

oszacowanie:
Tess (T: ./—"(Ao,Al) — ./_"(Ao,Al)) < TESS(TZ Ay — Ao)lieress(T: A — Al)e,
zostato wykazane w artykutach [A2, Proposition 5.2] oraz [37, Corollary 1.3]).

Zacznijmy od prezentacji ogdlnego wyniku interpolacyjnego dotyczacego istotnego promienia
spektralnego:

TWIERDZENIE 2.57 (|A3, Theorem 5.11|). Niech F bedzie ograniczonym, reqularnym funktorem
interpolacyjnym oraz niech A = (Ag, A1) bedzie zespolong parg Banacha takg, Ze
X = F(Ao, A1) = F(AG, AS) € M, (A),
gdzie p € (E). Witedy
Tess(T: X — X) < QZ(T@SS(T: Ag = Ag),Tess(T: A1 — Al))

dla kazdego T € L(A).

Zauwazmy, ze analogiczny rezultat dla promienia spektralnego jest trywialny.

Niech ¢ € (2) (zobacz (E) na stronie 91) oraz niech X bedzie przestrzenia interpolacyjna
wzgledem zespolonej pary Banacha A. Poprzedni wynik uzasadnia nastepujaca definicje: Mowimy, ze

—

X nalezy do klasy Ress(A, ), gdy spetnione sa ponizsze warunki:

(i) X C M,(A).
(i) Istnieje stata dodatnia C taka, ze dla kazdego T € L(A),

Tess(T: X — X) < C’gp(ress(T: Ayg = Ag)ress(T: Ay — Al)).

Zauwazmy, ze X € Ress(A, @) implikuje

Tess(TZ X — X) < a(TQSS(T: AO — AO)aress(T: Al — Al))

Ponadto zauwazmy, ze zaréwno [A g, jak i ffaq s elementami R (A, @) dla funkeji ¢(s,t) =<
s1799 (zobacz [A2, Proposition 5.2] oraz [37, Corollary 1.3]). Twierdzenie 2.57 mozna uznaé za uogél-
nienie [A2, Proposition 5.2|. Nadmienmy tylko, ze w artykule [S1]| zostal udowodniony analogiczny
wynik dla abstrakcyjnej metody rzeczywistej interpolacji w przypadku gdy ¢(s,t) < pp(s,t) oraz g
jest funkcja fundamentalng parametru E (zobacz na stronie 48).

Oszacowanie istotnego promienia spektralnego zostato udowodnione przez Albrechta [2] w przy-
padku, gdy przestrzen X jest wyktadnika 0 oraz przekréj Ag N Ay jest gesty w przestrzeniach Ag, Ap
oraz X.

Nalezy zauwazy¢é, ze istnieje wiele przykladéw przestrzeni interpolacyjnych w klasie Ress(ff, ©).
Ogoélne podejécie do generowania takich przyktadéw opiera sie na funktorach interpolacyjnych. Twier-
dzenie Aronszajna—Gagliardo (zobacz na przyktad [12, Theorem 2.5.1|) pozwala ograniczy¢ nasza
uwage do doktadnych funktoréw interpolacyjnych F. Majac na wzgledzie Twierdzenie 2.57 wystar-
czy jedynie wziaé zespolong pare Banacha A oraz doktadny funktor regularny F° zamiast doktadnego
funktora F.
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Jestesmy teraz gotowli, aby przedstawi¢ ogélna wersje interpolacyjnej nier6wnosci Carla—Triebla.
Nastepujace twierdzenie stanowi rozszerzenie [A3, Theorem 5.7] na bardziej ogdlny przypadek ciagu

wartosci wtasnych:

TWIERDZENIE 2.58 (|A3, Theorem 5.13]). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem
zespolonej przestrzeni Banacha A = (Ao, Ay) takq, 7e X € Ress(A, ) dla pewnego ¢ € (2). Jezeli
T € L(A) oraz {Mn(Tx)}2 jest ciggiem wartosci wtasnych zawezenia Tx operatora T do X, to

to,t1€[1,00)

n 1/n
(H )\i(TX)|> < inf o (tot) V4 G(E (T Ag — Ag) & (T: Al — A1),
=1

dla kazdego n € N.

Powyzszy wynik ma istotne konsekwencje dla zrozumienia zachowania sie elementéw ciggu war-

tosci wlasnych interpolowanych operatordw:

WNIOSEK 2.59 ([A3, Corollary 5.14]). Przy spetnionych zatozeniach Twierdzenia 2.58, otrzy-

mujemy

n 1/n
(H )\i(TX)|> <, inf (kok1) /@™ @ (e (T Ag = Ag) ,en, (T2 A1 — Ay))
i1 0,51

oraz w szczegdlnosci

‘)\n(TX)’ <2&(en(T: Ao—)AQ),en(Tt Aq —)Al)), n € N.

Oto nasz gléwny wynik o interpolacji spektralnej funkcji entropijnej:

TWIERDZENIE 2.60 (A3, Theorem 6.1]). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem
zespolonej pary Banacha A = (Ao, A1) takg, ze X € Ress(g; ©) dla pewnej funkcji ¢ € (). Jezeli

—,

T € L(A), to wéwczas

Etoty(T: X = X) < @(&(T: Ag — Ag), &, (T: A1 — Ay)),  to,t1 €N,

W przypadku par Banacha przestrzeni Hilberta, wyprowadziliémy réwniez nastepujace interpo-

lacyjne oszacowanie w duchu wyniku Carla:

WNIOSEK 2.61 (JA6, Corollary 4.3]). Niech H = (Hy, H,) bedzie parg Banacha przestrzeni

—

Hilberta. Wtedy dla wszystkich T € L(H), 6 € (0,1) oraz n € N, otrzymugemy
gn(TZ [I’_j]g — [I’_j]g) < gn(T HO — H())l_e Sn(T H — H1>0 .
W szczegdlnosci

Ao (T: [H]g — [H]p)| < V2en(T: Hy — Ho)'en(T: Hy — Hy)’.

Zanim przedstawimy nasz ostateczny wynik o interpolacji spektralnych modutéw entropijnych,
musimy zdefiniowa¢ moduty entropijne typu interpolacyjnego. Modutl entropijny g, (R, S) operato-
row R e L(V)Y), S € L(X, Z) pomiedzy zespolonymi przestrzeniami Banacha jest okreslony wzorem

g (R 8) = inf (kD)7 o (en(R)  ex(9)),

dla wszystkich ¢: [0,00) x [0,00) — [0,00) oraz s € (0,00). Odwzorowanie s — g, ,(R,.S) jest mono-
toniczne oraz podmultiplikatywne, gdy funkcja ¢ jest podmultiplikatywna i niemalejaca ze wzgledu na
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kazda zmienng z osobna. W przypadku gdy ¢ (u,v) = u!~*® dla wszystkich u,v > 0 oraz o € (0, 1),

otrzymujemy

gS,L,D(R7 S) = g(lfa)s(R)liagas(S)a-

Nastepny wynik pozwala nam zdefiniowa¢ spektralne moduty entropijne:

TWIERDZENIE 2.62 (A3, Theorem 5.1|). Niech X, Y bedg dwiema zespolonymi przestrzeniami
Banacha oraz R € L(X), S € L(Y). Jezeli ¢ € (V) oraz s € (0,00), to wéwczas
. 1/m . m 1/m
%Ig\]gs,@(Rm,Sm)/ = mll_r}floo gs,0(R ,Sm)/
oraz

inf (tu)"/®) G(E(R)  £4(S)) < lim_ gy (R, 5™,

t,u€(1l,00)

z réwnoscig, gdy ¢ € (T).

Niech X, Y beda zespolonymi przestrzeniami Banacha. Niech R € L(X), S € L(Y) oraz
¢ € (V). Przez G, ,(R, S) bedziemy oznaczali granice h_r)n gs,o(R™, Sm)l/m oraz bedziemy nazywacé
m o0

Gso(R,S) = iangSW(Rm,Sm)l/m, s € (0,00),
me

spektralnym modulem entropijnym operatoréw R oraz S.

Wtasnosci algebraiczne (R,S) — Gs (R, S) sa podobne do whasnosci T +— G, ,(T') (zobacz
Stwierdzenie 2.55). Zauwazmy, ze w przypadku gdy ¢(u,v) = u!~%® dla pewnego a € (0,1) oraz
dla wszystkich u,v > 0, to stosujac Twierdzenia 2.54 oraz 2.62 otrzymujemy ponizsza réwnosé dla
spektralnego modutu entropijnego

Gop(R,S) = inf (tu)/* E(R)' ™ Eu(S)* = G1—ays(R)' ™" Gas(9)*,
t,u€(l,00)

gdzie s € (0, 00).

Nasz koticowy wynik o interpolacji spektralnych moduléw entropijnych moze byé réwniez uznany
za naturalne ulepszenie Twierdzenia 2.58:

TWIERDZENIE 2.63 ([A3, Theorem 6.3]). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem
zespolonej pary Banacha A = (Ag, A1) takg, 7e X € Ress(A, @) dla pewnej funkeji o € (2). Jezeli

-,

T € L(A), to wéwczas
Gs(T: X = X) <Gsp,(T: Ag — Ap, T: Ay — Ayq)

< Gopo(T: Ag = Ap) Gs o0 (T Al = A1), s €(0,00),

gdzie po: u— o(u, 1), p1:v— @(1,0v).

Zaprezentujemy teraz wynik o interpolacji srednich geometrycznych bezwzglednych wartosci
pierwszych n elementéw ciggu wartosci wiasnych:

WNIOSEK 2.64 (|A3, Corollary 6.4]). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem ze-
spolonej pary Banacha A = (Ap, Ay) takg, ze X C Mg(/f) dla pewnego 6 € (0,1). Zatozmy, ze T € L(/I)
oraz zatozmy, ze {\,(Ty )}, jest ciggiem wartosci wtasnych zawezenia Ty operatora T do przestrzeni
Y, gdzie Y = Ag, A1, X. Jezeli

Tess (TX) < Tess (TAO ) 1_‘97"633 (TA1 )9’
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to wowczas

ng /n1

(ﬁAi(Tx)\>l/n<(f[l\A}—9<TAO)\> <Zﬁ1]>\f(TA1){>l ,

dla kazdego n € N, gdzie ng = max {1, [(1 —6)n]}, n1 = max {1, |On]}.

Zauwazmy, ze powyzszy wynik daje pewien rodzaj ,geometrycznej informacji” na temat interpo-
lowanych operatoréw. W szczegolnosci w przypadku gdy € = m/n mozemy wydoby¢ jego uproszczona,
czysto geometryczna wersje

nk (n—m)k mk
[Tx@or< T N@a)l [TIN(Ta)l,  EeN.
=1 =1 i=1

Przejdziemy teraz do prezentacji nieré6wnosci interpolacyjnych dla pojedynczych wartosci wtla-
snych. Kolejny wynik jest uogélnieniem [A3, Theorem 7.2]:

TWIERDZENIE 2.65 (|A3, Theorem 7.3|). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem
zespolonej pary Banacha A = (Ao, A1) takq, ze X € Ress(ff, @) dla pewnej funkcji ¢ € (2). Jezeli
T e L(ff) oraz {\n(Ty)}ory jest ciggiem wartosci wlasnych zawezenia Ty operatora T do'Y, gdzie
Y = Ay, A1, X, to wowczas

‘)‘ko+k1*1(TX)| < ‘E(M%(TAO)‘ ) |/\k1(TA1)‘)7 ko, k1 € N.

Ponadto
k

(I o)) < (f[l%uxz-(non))l/k (TT7 )

i=1
dla kazdego n € N, gdzie k = max {1, [7/2]} oraz ¢o(s) = ¢(s,1), v1(s) = ¢(1,s) dla kazdego s > 0.
WNIOSEK 2.66 (|A3, Corollary 7.4|). Niech X bedzie przestrzeniq interpolacyjng wzgledem ze-

spolonej pary Banacha A = (Ao, A1) takq, ze X C My(A) dla pewnego 6 € (0,1). Niech T € L(A)

oraz niech {\,(Ty)},—, bedzie ciggiem wartosci wtasnych zawezenia Ty operatora T do Y, gdzie

Y = Ag, A1, X. Zaldzimy ponadto, ze
Tess (Tx) < Tass (Tag)' ™ *ress(Tay)’
Wowczas
ko ka1 (Tx)] < (ko (Tag) |7 [Ny (T ko, b € N

Ponadto

Yk [k

(ilf[lMTx)QVk(f[l\A}9(%)\) (f[lw(m\)l, pen,

gdzie k = max {1, |7/2]}.

Poprzedni wynik rowniez dostarcza ,geometryczng” informacje o interpolowanych operatorach,

a mianowicie

2k k k
[T n@)l < TIAN @0 TTIN(Tay)
i=1 i=1 i=1

2

, keN.
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Zauwazmy, ze w przypadku gdy to = 1 lub t; = 1, uzyskujemy uproszczona wersje Twierdze-
nia 2.62

E(T: X = X) < ET: Ag — A)) P r(T: 4y — A))?
lub

E(T: X = X)<r(T: Ay — Ag) 6T Ay — A, te[l, ).
W rzeczywistosci, prawdziwy jest mocniejszy wynik:

WNIOSEK 2.67 (|A3, Corollary 7.5]). Przy spetnionych zatozeniach Wniosku 2.66, otrzymugjemy
En-o(T: X = X) < E(T: Ay — A) 0 r(T: A; — 4,)°
oraz

Eo(T: X — X) < r(T: Ay — A 0&(T: Ay — A)?,  te[l,00).

Uzyskane wyniki dotycza operatoréw na réznych przestrzeniach generowanych przez abstrak-
cyjne metody interpolacji z par Banacha. Przedstawimy zastosowania do rzeczywistych i zespolonych
przestrzeni interpolacyjnych generowanych z klasy par Banacha:

PrzyKrAD (|A3, Example 8.1|). Zal6zmy, ze X jest przestrzenia interpolacyjna wyktadnika
0 € (0,1) wzgledem regularnej pary Banacha A= (Ao, A1) taka, ze przestrzen AgN A jest gesta w X.

—,

Jezeli T € L(A) oraz zawezenie operatora T' do przestrzeni Ag jest operatorem Riesza, to wowczas

gn(TiX%X):gn(T:Ao—)Ao), n € N.

Sytuacja zmienia sie jednak diametralnie, gdy zawezenie operatora T do przestrzeni A jest

jedynie ograniczone:

PrzZYKEAD (|A3, Example 8.2]). Jezeli 0 € (0,1), to istnieje trojka (Ao, A1, X) taka, ze X jest
przestrzenia interpolacyjng wyktadnika 6 wzgledem regularnej zespolonej pary Banacha A= (Ao, A1),

—,

przestrzeni Ag N Ay jest gesta w X oraz istnieje operator T' € L(A), dla ktorych
Eroky (T: X = X) < Epy (T2 Ag — Ag) 0 &, (T: Ay — A, ko ki €N,
podczas gdy
En(T: X = X)#E(T: Ag — Ag), neN

Niemniej jednak jezeli odrzucimy zalozenie regularnodci, to nawet gdy zawezenie operatora 7" do
przestrzeni Ay jest operatorem Riesza, to Rieszowska czesé widma tego zawezenia moze by¢ zupelnie
inna niz odpowiadajaca mu Rieszowska cze$¢ widma zawezenia T' do pewnej przestrzeni interpolacyjnej

X (zobacz na stronie 86):

PrzYKEAD (|A3, Example 8.3]). Jezeli 0 € (0,1), to istnieje trojka (Ao, A1, X) taka, ze X jest
przestrzenia interpolacyjna wyktadnika 6 wzgledem zespolonej pary Banacha A= (Ao, A1), przestrzen

—,

Ap N A jest gesta w X oraz istnieje operator T' € L(A), dla ktoérych

Erory (T: X — X) < &y (T Ag — A) 0 & (T: A1 — A, ko, ky €N,
podczas gdy

En(T: X - X)#E(T: Ay - Ay), neN.



Glowna zaleta wielkosci &(T') oraz G5(T') wprowadzonych i badanych w artykule [A3] nad
znacznie prostszymi klasycznymi s-liczbami sg(7°), liczbami entropijnymi e (7") badZz modutami entro-
pijnymi g, (T) jest to, ze te nowe wielkosci posiadaja wlasnosci interpolacyjne, podczas gdy klasyczne
liczby na og6t ich nie posiadaja. Na pierwszy rzut oka nowe wielkosci moga wydawaé sie bardziej
skomplikowane niz wzory Koniga—Zemanka oraz Makaiego—Zeménka

m— 00

n 1/n
o : m l/m ) o . m l/m
An(T)| = lim an(T™)"™  oraz <H|AZ(T)) = lim_ga(T™)"",

ktore dostarczaja kompletnych informacji na temat pojedynczych wartosci whasnych i srednich geome-
trycznych wartosci wlasnych. Niemniej jednak mozliwe jest ich wykorzystanie do uzyskania oszacowan
z udziatem klasycznych liczb.

W problemach spektralnych dotyczacych operatoréw T dziatajacych na przestrzeniach interpo-
lacyjnych X wzgledem pary Banacha (Ag, A1), te nowe wielkodci prowadza naturalnie do interpola-
cyjnego wariantu nierownosci Carla—Triebla, ktory taczy to, co najlepsze w obu obszarach: wtasnosci
spektralne operatora T' dziatajacego na X wyrazone przez nowe wielkosci oraz wlasnosci topologiczne
operatora T dzialajacego na Ay oraz na A, wyrazone poprzez klasyczne wielkosci liczb oraz modutéow
entropijnych operatoréow.

Pozostale publikacje naukowe w czasopismach znajdujacych sie
w bazie JCR

[S1] R. Szwedek, Measure of non-compaciness of operators interpolated by the real method, Studia
Mathematica 175(2) 2006, 157-174.

[S2] R. Szwedek, Interpolation of a measure of weak non-compactness, Annales Academize
Scientiarum Fennicee. Mathematica, 36(2) 2011, 537-552.
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2.6. Interpolacja miar niezwarto$ci abstrakcyjna metoda rzeczywistg

Zwréémy uwage na stynny od dawna problem w teorii interpolacji, czy zwartos¢ jest dziedziczona
przez metody interpolacyjne? Dla metody rzeczywistej pozytywna odpowiedz zostata udzielona przez
Cwikela w artykule [45] oraz przez Cobosa, Kiithna oraz Schonbeka w artykule [41], podczas gdy w
przypadku metody zespolonej ten problem pozostaje wciaz otwarty (zobacz szczegotows dyskusje na
stronie 18).

Zostato réwniez podniesione analogiczne pytanie dotyczace stabej zwartosci. W 1978 roku Be-
auzamy udowodnil w artykule [10], ze gdy operator zanurzenia

AgN Ay — Ag + A jest stabo zwarty,

to wowczas ffqu jest refleksywna przestrzenia Banacha dla 1 < ¢ < oo oraz 6 € (0,1).

Nastepnie Heinrich w artykule [84] rozszerzyt ten wynik na zamkniete ideaty operatorowe.
Wynik Beauzamy’ego dla metody rzeczywistej zostal uogélniony przez Aizensteina oraz Brudnego
(zobacz ksiazke [15]), Maligrande oraz Quevedo [113] oraz Mastyte [119]. Ma on postaé: Jezeli

T: AN Ay — By + By jest stabo zwarty,
to wowczas

T: /ng — Big’q jest stabo zwarty dla 1 < ¢ < o0, 6 € (0,1).

Odnotujmy, ze Brudny oraz Krugljak [15], Mastyto [119], Cobos, Fernandez-Cabrera, Manzano
oraz Martinez [34| podali zastosowania do badania refleksywnosci przestrzeni interpolacyjnych. Wta-
snoéci interpolacyjne innego typu byty rowniez badane w artykutach [1, 38, 39, 40, 66]. Na przetomie
wiekow poszukiwano ilosciowych wersji wynikéw dotyczacych interpolacji zwartosci i stabej zwarto-
sci wykorzystujac do tego celu miary niezwartosci. Dla przyktadu wspomnijmy miare 8 oraz miary

separacji:

W 1999 roku Cobos, Fernandez-Martinez oraz Martinez udowodnili w artykule [37] nastepujace

oszacowanie:
B(T: Ay — Byg) < CB(T: Ag— Bo)' "B(T: Ay — B1)?, 1< q< .

Miare stabej niezwartosci w wprowadzona przez De Blasi [49] mozna traktowaé jako odpowiednik miary
niezwartosci Hausdorffa. W 2000 roku Kryczka, Prus oraz Szczepanik w artykule [104]| wprowadzili
nowa miare stabej niezwartosci ~, ktoéra moze by¢ postrzegana jako odpowiednik miary separacyjnej.
Miary ~ oraz w nie sg na ogdt rownowazne. Jest tak dlatego, gdyz miara v odwotuje sie do topologii
wyznaczonej przez norme, podczas gdy miara w zwigzana jest ze staba topologia. W tym samym
artykule [104| Kryczka, Prus oraz Szczepanik wykazali oszacowanie interpolacyjne dla miary stabej

niezwartosci v, a mianowicie

(T /_fg’q — gB,q) < CON(T: Ag — Bo)' o49(T: A1 — B))?, 1<q< .

Przedstawimy rozszerzenia tych wynikéw na przypadek interpolacji abstrakcyjna metoda rzeczy-
wista, ktéry dotyczy pewnych funkcji zwiazanych z funktorami interpolacyjnymi. Wyniki opublikowane
w artykutach [S1| oraz [S2], zostaly dowiedzione uzywajac nieciagltych wersji abstrakcyjnej metody
rzeczywistej oraz sa czescig rozprawy doktorskiej autora.
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Niech w(Z) bedzie przestrzenia wszystkich rzeczywistych ciagéow na Z. Operator translacji
Ty wW(Z) = w(Z) definiujemy wzorem 7, {&{m} := {{m+v }, dla dowolnego v € Z.

Bedziemy dalej rozwazac¢ ciagowe kraty Banacha E' C w(Z) takie, ze operator translacji 7, na E
jest ograniczony dla wszystkich v € Z. Dla takich krat E wprowadziliSmy w artykule [S1| nastepujaca
funkcje

vr: (0,00) x (0,00) = (0,00)
wzorem

ep(2™,2") :=2" Thmll g, mneZ
oraz

eE(s,t) = pp(2Ue2s) alle2tly -5 ¢ 5,

gdzie | - | oznacza funkcje podloga (czes¢ catkowita). Ponadto dla funkcji pg zdefiniowalismy jej roz-
szerzenie ¥g: [0,00) x [0,00) — [0, 00] wzorem

YE(0,0):=0, vYg(s,0):=liminf pg(s,v), s> 0,
v—0t
Yp(0,t) :=liminf pg(u,t), t>0,
u—0t
oraz  Yg(s,t):=pp(s,t), s,t>0.

Podstawowe wlasnosci funkcji ¢ podsumowuja kolejne lematy:

LemAT 2.68 (|S1, Lemma 2.3],[S2, Lemma 2.3]). Niech E bedzie ciggowq kratg Banacha na Z
takq, ze operator translacji T, jest ograniczony na E dla kazdego n € N. Wiowczas funkcja Y posiada

nastepujgce wtasnosci:
(1) ¢E(2m57 2nt) < wE(2m> 2”)¢E(3,t); m,n €%, s,t=0.
(ii) Istnieje stata dodatnia C1 = C1(E) taka, ze
YE(su, tv) < Crp(s, t)Ye(u,v), s,t,u,v>0.
(iii) Jezeli sup, e(0,1) VE(s,t) < 00, to istnieje stata Cy = C2(E) > 1 taka, ze
Yvp(s,t) < Covvp(u,v), 0<s<wu, 0<t<w.

(IV) QZJE(SWS) <5< 21/’E(573); s20

Trzeci warunek z poprzedniego lematu mozna nastepujaco przeformutowac:
LEMAT 2.69 ([S2, Lemma 2.3]). Niech E bedzie ciagowq kratq Banacha na Z taka, Ze operator

translacyi T, jest ograniczony na E dla kazdego n € N. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(i) SUPs te(0,1] V(s t) < oo.
(ii) supse(o,1) YE(s,1) <00 oraz  supcq ¥E(l,t) < oco.
(iii) Istnieje stata dodatnia C taka, ze

YE(s,t) < Cmax{s,t}, s,t>0.

Zmaczenie funkcji ¢p w interpolacji wynika z nastepujacej obserwacji:



48 2.5. OMOWIENIE OSIAGNIEC NAUKOWYCH

LEMAT 2.70 (|S1, Lemma 2.3]). Zaldzmy, ze L € {J,K}. Niech A = (Ag, A1) oraz B =
(Bo, B1) bedg parami Banacha oraz niech T': A—> B bedzie operatorem ograniczonym. Jezeli E jest

L-nietrywialna, to wowczas

175,y < 2980Tty - 114, 5,)-

Aby moc korzystaé z powyzszych oszacowari, musimy natozy¢ pewne warunki wzrostu na funkcje
Vg : Bedziemy moéwié, ze ciagowa krata Banacha E na 7Z jest dopuszczalna, jezeli spetnia Warunek
(iii) Lematu 2.69. Dla dopuszczalnych ciagowych krat Banacha, zachodzi Warunek (ii) Lematu 2.68
dla wszystkich wartosdci s,t,u,v > 0 z pewna nowa stata. Zauwazmy, ze z powyzszego wyniku, gdy
krata Banacha F jest dopuszczalna oraz K-nietrywialna, to zaréwno funkcja charakterystyczna Ar jak
i funkcja fundamentalna ¢ r funktora interpolacyjnego F: A EE;K sa rownowazne z g (zobacz
strone 92). W dalszym ciagu bedziemy zainteresowani tylko dopuszczalnymi kratami Banacha E, na
przyktad:

STWIERDZENIE 2.71 (|S2, Proposition 2.3|). Jezeli krata Banacha E jest przestrzeniq interpo-
lacyjng wzgledem pary (£p, €,(27")) dla pewnego 1 < p < 00, to wowczas E jest dopuszczalna.

Zaprezentujemy teraz gtowny wynik z artykulu [S1]:

TWIERDZENIE 2.72 ([S1, Theorem 3.4, Corollary 3.5]). Niech A = (Ao, A1) oraz B = (By, By)
bedg parami Banacha. Niech operator T': A B bedzie ograniczony oraz niech krata E bedzie para-
metrem metody rzeczywistej takim, ze transformacja Calderéna ) jest operatorem ograniczonym na E.

Zatozmy, ze:

lim ¥g(s,1) =0 oraz lim ¢g(1,t) =0.
t—0t

s—0t

Wtedy istnieje stata dodatnia C = C(E) taka, ze dla wszystkich ko, k1 € N zachodzi nastepujgce

0szacowanie:
IB(T: A'E — BE) < C’LbE(,B (T: A() — Bo) 76(11: Al — Bl))

W szczegdlnoscei jezeli T: Ay — By jest zwarty lub T: Ay — By jest zwarty, to wéwczas operator
T: /TE — Bg jest rowniez zwarty.

Wynik o zwartosci z Twierdzenia 2.72 zostal udowodniony bezposrednio w artykule [36, Theorem
5.4] bez oszacowania miary niezwartosci. Zaprezentujemy zastosowanie uzyskanego wyniku do teorii
spektralnej, ktore rozszerza wezesniejsze wyniki Edmundsa oraz Teixeiry [61], Albrechta [2]|, Cobosa,
Fernandeza-Martineza oraz Martineza [37]:

WNIOSEK 2.73 ([S1, Corollary 3.10]). Niech A = (Ay, A1) bedzie zespolong parg Banacha.
Zatozmy, ze operator T ': A= ffjest ograniczony oraz ze krata E jest parametrem metody rzeczywistej

takim, ze transformacja Calderdna ) jest operatorem ograniczonym na E oraz

lim wE(Sv 1) = t£%1+ 1zZ)E(]-a t) =0.

s—07F
Wowczas zachodzi nastepujgea nierdwnosé
ress(T: /_(E — A'E) g C’LﬂE(T‘eSS(T: A() — A()),TGSS(T: Al — Al))

ze statq dodatnig C = C(E).



2.6. INTERPOLACJA MIAR NIEZWARTOSCI ABSTRAKCYJNA METODA RZECZYWISTA 49

Powyzszy wynik gwarantuje, ze przestrzeri Ag nalezy do klasy Ress (ff, pr) dla funktora inter-
polacyjnego F: A Ap (zobacz rowniez 40) oraz zachodzi oszacowanie

ress(T: /_(E — A’E) < cp]:(ress(T: Ay — AO);Tess(T: A — Al))

Niech E bedzie krata Banacha oraz niech X bedzie przestrzenia Banacha. Oznaczmy przez

E(X) przestrzen Kothego—Bochnera

B(X) = {{xm}mez e T x: {lzmlx},ep € E}

m=—oo
wyposazong w norme |[{zn}| := [[{{|zmll x }|| 5 - Przyjrzyjmy si¢ blizej innym réwnowaznym normom
w przestrzeniach interpolacyjnych abstrakcyjnej metody rzeczywistej. Niektore z nich zostaly zdefi-
niowane przez Lionsa oraz Peetrego w artykule [110]. W artykule [S2] uzyskaliémy wyniki, ktore sa
przydatne w obliczaniu obu norm || || Apxc OT8Z -l Ap,,- Przedstawimy teraz gléwny wynik o réwno-

waznosci norm bedacy wzmocnieniem Twierdzenia [S2, Theorem 3.2]:

TWIERDZENIE 2.74 ([S2, Theorem 3.3, Lemma 3.1|). Niech E bedzie dopuszczalng kratq Bana-

cha.

(i) Jezeli E jest J-nietrywialna, to wowczas

loll g = oy V2 (H{ag}HE(Aw ) {2"6%2}\\1;(,41)) ’

gdzie infimum przebiega po wszystkich ciggach {a?L} C Ay oraz {a}b} C A takich, ze a =
al + al, dla kazdego n € Z.
(ii) Jezeli E jest K-nietrywialna, to wéwczas

lall 5, < 08 (Han} a2 an} )

gdzie infimum przebiega po wszystkich ciggach {a,} C AgN Ay takich, Ze szereq Y ., an jest
zbiezny do a w sumie Ag + A1

Przejdziemy teraz do omoéwienia uzyskanych rezultatéw o interpolacji stabych miar niezwartogci.

Zgodnie z artykutem [7] przypomnijmy aksjomatyczne podejscie do pojecia miary stabej niezwartosci:

Moéwimy, ze funkcja o wartosciach rzeczywistych p zdefiniowana na rodzinie wszystkich ograni-
czonych i niepustych podzbioréw przestrzeni Banacha X jest miarg stabej niezwartosci, jezeli dla
dowolnych podzbioréw A, B C X oraz skalaréw ¢ € R spelnia nastepujace warunki:

w(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem relatywnie stabo zwartym.
Jezeli A C B, to wowczas pu(A) < u(B).

1
u(AU B) = max {u(A), u(B)}.
WA+ B) < ju(A) + u(B).
p(cA) = [ p(A).

Niech {z,} bedzie ciagiem w przestrzeni Banacha X. Mowimy, ze {y, } jest ciagiem kolejno nastepujacycl
(w skrocie ciagiem kkw) jezeli istnieje ciag liczb catkowitych {p,},—, C Z taki, ze

0=p1 <p2<p3<... oraz y, € conv {x; f;;iﬂ , dla dowolnego n € N.
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Elementy u1, ug nazywamy para kolejno nastepujacych po sobie kombinacji wypuktlych (w skro-
cie para kkw) dla ciagu {z,} jezeli

uy € conv {z;}}_, oraz uy € conv{z;} dla pewnego p € N.

[e%¢)
i:p-i-l 9

Przypomnijmy, ze Kryczka, Prus oraz Szczepanik [104, Theorem 2.3| wprowadzili nows miare
stabej niezwartosci v :

Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz niech () # A C X bedzie zbiorem ograniczonym:
v(A) := sup{csep {z,} : {zn} C convA},
gdzie

csep {x, } = inf{||y1 — 2|l : y1, 2 sa para kkw dla {xn}}

Dla danych przestrzeni Banacha X, Y oraz dowolnego operatoraT: X — Y, definiujemy miare

slabej niezwartosci T wzorem

V(T) := (T (Bx)).

Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha, niech T' € L(X,Y") oraz niech E bedzie krata Banacha.
Operator T: E(X) — E(Y) definiujemy nastepujaco
T{xn} :={Tx,}, z={z,} € EX).
Nastepny wynik ma kluczowe znaczenie dla dowodéw gléwnych twierdzen o interpolacji miary stabej

niezwartosci, poniewaz pozwala pracowaé¢ na przestrzeniach Kéthego-Bochnera E(X) :

TWIERDZENIE 2.75 ([S2, Theorem 4.6]). Niech X,Y bedq przestrzeniami Banacha oraz niech
E bedzie refleksywng kratg Banacha na Z. Wowczas dla kazdego operatora ograniczonego T: X —'Y
zachodzi rownosé

(T: B(X) = E(Y)) =~v(T: X »Y).

Przedstawimy teraz gtéwne wyniki o interpolacji miary stabej niezwartosci abstrakcyjna metoda

rzeczywista:

TWIERDZENIE 2.76 ([S2, Theorem 5.1, Theorem 5.2|). Niech I € {J,K}. Zatéimy, e A =
(Ao, A1) oraz B = (Bo, B1) sa parami Banacha. Niech E bedzie dopuszczalng, I-nietrywialng, re-
fleksywna kratq Banacha. Wowczas istnieje stata dodatnia C' = C(E) taka, ze dla kazdego operatora
T: A — B zachodzi nierdunosé

’Y(T: A,E;] — B'E;]> < Cl/JE(’)/(T: Ay — B()),")/(T: Al — Bl))

Zwroémy uwage, ze dowody gltéwnych twierdzett w znacznym stopniu zaleza od Twierdzenia 2.74
oraz od Twierdzenia 2.75. Ponizej przedstawiamy wazne wyniki gltéwnych twierdzen dotyczacych in-
terpolacji stabej zwartosci:

WNIOSEK 2.77 (|S2, Corollary 5.3, Corollary 5.4). Niech I € {J, K}. Zalozimy, e A = (Ag, A1)
oraz B = (Bo, B1) sa parami Banacha. Niech E bedzie dopuszczalng, I-nietrywialng oraz refleksywng
kratq Banacha. Jezeli T': A B" to wowczas

T: ZE;I — B'E;I jest operatorem stabo zwartym

jezeli spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkdw:
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(1) T: Ao — By jest stabo zwarty oraz ¥ g(0,1) = 0.
(i) T: A1 — B jest stabo zwarty oraz yg(1,0) = 0.

W szczegdlnosci przestrzeri /TE;[ jest refleksywna jezeli spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkéw:

(iii) Przestrzen Ag jest refleksywna oraz v p(0,1) = 0.
(iv) Przestrzen A; jest refleksywna oraz 1p(1,0) = 0.

2.7. Idealy banachowskie generowane poprzez konstrukcje interpolacyjna

Pojecie ideatu banachowskiego zostato wprowadzone w 1968 r. przez Pietscha (por. [141]),
ale ,dojrzewalto” juz od dawna. Wiekszod¢ waznych klas operatoréw liniowych bada-
nych w analizie funkcjonalnej, to ideaty banachowskie, badz ideaty liniowo-topologiczne.
Wymienimy tu operatory skoiiczenie wymiarowe, zwarte, nuklearne, $cisle singularne
w sensie Kato, absolutnie sumujace itd. ...

Teoria idealéw liniowo-topologicznych, to nie tylko pewien jezyk teorii opera-
toréw liniowych. Badanie konkretnych ideatéw prowadzi czesto do nietrywialnych
nieréwnodci i twierdzen faktoryzacyjnych. Ideaty takie daja czasami zupelnie nowe

spojrzenie na rozmaite fakty matematyczne.

A. Pelczyniski, Z. Semadeni, Uwagi o rozwoju analizy funkcjonalnej w Polsce, Roczniki Polskiego To-
warzystwa Matematycznego. Seria I1. Wiadomosci Matematyczne 12 (1969), 83-108.

W artykule [S3] badalismy idealy banachowskie operatorow generowane za posrednictwem kon-
strukcji interpolacyjnej okreslonej przez funkcje wkleste:

Podzbior zbioru (®) (zobacz na stronie 91) zawierajacy funkcje wkleste oznaczmy przez (©).
Symbolem (Og) bedziemy oznaczali zbior tych wszystkich ¢ € (0), dla ktorych ¢(s,1) — 0 oraz
o(1,t) — 0 przy s — 0T oraz t — 0". Niech ¢ € (O) oraz niech (A,«) oraz (B, ) beda dwoma
ideatami operatorowymi. Przypomnijmy konstrukcje interpolacyjna (A, B), z artykutu [116]:

Dla przestrzeni Banacha X oraz Y, przestrzen (A, B),(X,Y) sktada si¢ z tych wszystkich ope-
ratorow 1" € L(X,Y), ze dla pewnych przestrzeni Banacha Z; oraz operatorow S;: X — Z;, j = 0,1
przy a(Sp) <1, B(S1) < 1 oraz dla pewnego A > 0 zachodzi oszacowanie

ITzlly < Ae(llSozllzo: 1S12]l2,), =€ X.

Ktadziemy v, (T') jako infimum przebiegajace wszelkie mozliwe wartosci A, dla ktérych zachodzi powyz-
sza nier6wno$c z odpowiednimi operatorami Sp oraz S;. Jezeli B = L, to ktadziemy (Ay, o) = (A, L)s,.
W przypadku funkcji (s, t) = s 947

tera w artykutach [123, 124].

, 0 < 0 <1 otrzymujemy konstrukcje («, 8)g badang przez Mat-

W artykule [S3] uogdlnilismy klasyczne pojecie operatoréow (g, p)-sumujacych: Niech E, F beda
dwiema ciagowymi przestrzeniami Banacha na N oraz niech {e,} bedzie standardowa baza wektoréw
jednostkowych. Mowimy, ze operator T' € L(X,Y) jest (F, F)-sumujacy, jezeli istnieje stala dodatnia
C taka, ze dla kazdego skonczonego podzbioru {x1, ...,z } zbioru X zachodzi nieréwnosé

n

n
|3, <c s |[32ewa),

lle*]lx=<1 " =y



52 2.5. OMOWIENIE OSIAGNIEC NAUKOWYCH
Najmniejsza stala o tej wiasnosci bedziemy oznaczamy przez wp (7).

Nadmienmy, ze gdy istnieje pewien nietrywialny (F, F)-sumujacy operator T: X — Y, to wtedy
E — F. Co wiecej przestrzen IIg g(X,Y’) wszystkich operatoréw (F, E')-sumujacych jest przestrzenia
Banacha wyposazona w norme np g oraz (Ilp g, m7p g) jest ideatem banachowskim operatoréw, ilekro¢
norma operatora zanurzenia £ < F jest rowna 1. Przypomnijmy, ze operatory (F, E)-sumujace oraz
ich zastosowania w roznych dziatach analizy byly badane w artykutach [52, 53, 105].

Zauwazmy, ze gdy F' = {, oraz E = {, z 1 < p < ¢ < 00, to otrzymujemy ideal (II;,, 74 )
operatoréw (g, p)-sumujacych (zobacz [56]). Szczegolnie wazny jest wybor p = ¢ zwiazany z ideatem
banachowskim (II,, 7,) operatoréw p-sumujacych.

Dla funkcji ¢ € ® operatory z (II,,),, := (IIp,, 7,), nazywamy (p, p)-absolutnie cigglymi. Jezeli
o(s,t) = s'79% gdzie 0 < 6 < 1, to operatory (p,p)-absolutnie ciggte nazywamy (p,6)-absolutnie
ciagltymi (zobacz [123]).

Ponizej zaprezentujemy wynik, ktéry jest zunifikowanym twierdzeniem faktoryzacyjnym dla
przypadku dowolnej funkcji ¢ € (®) speliajacej ¢(1,t) — 0 przy ¢t — 07. Matter w artykule [124]
udowodnil analogiczny wynik dla przypadku funkcji potegowej pg(s,t) = s 6 € (0,1), kwan-
tyfikujac pojecie absolutnej ciaglosci przez zastosowanie pewnej procedury interpolacyjnej do ideatu
(IT,,, m,) wszystkich operatoréw absolutnie p-sumujacych. W artykule [S3| zastosowano procedure in-
terpolacyjna do (II,, mp), aby wygenerowaé ideal banachowski operatoréw (p, ¢)-absolutnie ciagtych.
Przedstawimy opis tego ideatu za pomoca faktoryzacji za posrednictwem abstrakcyjnej przestrzeni
interpolacyjnej Lorentza (zobacz strone 91) wzgledem pary Banacha (Loo(u),Lp(,u)) :

TWIERDZENIE 2.78 ([S3, Theorem 2.2]). Niech funkcja ¢ € (©) spetnia p(1,t) — 0 przy t —
0. Operator T € L(X,Y) jest (p,p)-absolutnie ciagly z pewng statq (mp),(T) < C wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego (réuwnowaznie dla pewnego) operatora zanurzenia izometrycznego i: X — Loo(p)
1stniejq: borelowska miara probabilistyczna pu na K = (B)(*,O'<X*, X)), stata dodatnia C oraz operator
ograniczony S: Ay (jp(X), Lp(n)) =Y 2 ||S|| < C takie, ze T posiada faktoryzacje:

T X 225 (X)) = Ap(jp(X), Lp(p)) - Y,

z jp = Ji, gdzie j: Loo(p) — Lp(p) jest operatorem zanurzenia.

Przedstawimy glowne twierdzenie artykutu [S3| pokazujace, ze w pewnych warunkach operatory
(2, p)-absolutnie ciagte miedzy przestrzeniami Hilberta pokrywaja sie z klasa Schattena wyznaczona

przez ciagowq przestrzen Orlicza:

Przypomnijmy, ze funkcja Orlicza nazywamy funkcje ciagta oraz wypukla ¢: [0, 00) — [0, 00)
spetniajaca warunek o~ 1({0}) = {0}. Dla funkcji Orlicza ¢ ciaggows krate Banacha
(|2l
b, = {a: ={zp}ol : Z go(%) < oo dla pewnej statej dodatniej )\}

n=1

Wyposazong w norme

folly = llal, = int {3 >0 3 (22 <1}

n=1
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nazywamy ciggowa przestrzenia Orlicza. Dobrze wiadomo, ze przestrzen £, jest ofrodkowa wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ spelnia warunek do w zerze, a mianowicie

2t
sup (2t) < 00.
o<t<1 (t)
Zauwazmy, ze zachowanie funkcji ¢ poza sgsiedztwem zera nie ma znaczenia dla definicji £, , wigc

mozemy zalozy¢, ze o spelia warunek As :

v € (Ag), jezeli istnieje C' > 0 takie, ze p(2t) < C(t), t > 0.

Przypomnijmy, ze jezeli T': H — K jest operatorem zwartym pomiedzy przestrzeniami Hilberta,
to posiada reprezentacje Schmidta, to znaczy T ma postaé

(O) T:ZTn<'7€n>fnv
n=1

gdzie {e, }7°; jest ciggiem ortonormalnym w H, ciag {fn} 2 jest ciagiem ortonormalnym w K oraz
Tn, = Tn(T) jest ciagiem zbieznym do zera spetniajacym 0 < 7,41 < 7, dla wszystkich n € N. Jezeli
E jest ciagowa symetryczna przestrzenia Banacha na N, to klasa Schattena Sg(H, K) sklada sie ze
wszystkich operatoréow T: H — K posiadajacych reprezentacje Schmidta z {7,} € E. Wiadomo, ze
Sg(H, K) jest przestrzenia Banacha wyposazong w norme

op(T) = [{m(T)} e,

ktoéra nie zalezy od konkretnej reprezentacji operatora T, a w szczegblnosci

op(T) = [{an(T)} | &-

Dla ciggowej przestrzeni Orlicza E = {, kladziemy S, = Sg oraz o, = 0. Szczegblnie wazny
jest wybor funkeji ¢(t) = tP dla wszystkich ¢ > 0, gdzie 1 < p < oo, ktory daje dobrze znang klase
Schattena (S, 0p). Jestesmy teraz gotowi zaprezentowac jeden z gtéwnych rezultatow artykutu [S3]:

TWIERDZENIE 2.79 ([S3, Theorem 2.3]). Niech ¢ € (©g) oraz niech ¢(t) = ¢~1(¢,1)? dla
wszystkich t > 0. Jezeli H oraz K sqg dowolnymi przestrzentams Hilberta, to nastepujgce stwierdzenia

sq prowdziwe:

(i) (Ha)y(H, K) = Sp(H, K) z oszacowaniem o,(T) < (m2)y(T).
(ii) Jezeli p(1) =1 oraz funkcja t — ¥2(v/t,1) jest wklesta na przedziale [0,1], to

Sy(H,K) — (IIa)y(H, K) z oszacowaniem (m2)y(T) < 0,(T).

Zwréémy uwage, ze rozszerzenia klas Schattena byty badane w literaturze w réznych kontek-
stach (zobacz na przyktad [136]). Ponizszy wniosek pokazuje, ze ideat (II)y jest rozszerzeniem klasy
Schattena S, :

Wni0sEK 2.80 ([S3, Corollary 2.1]). Niech 1 € (©¢) oraz niech o(t) := 1 ~1(t,1)? dla wszyst-
Kich t > 0. Jezeli funkcja t — %(V/t,1) jest réwnowazna funkeji wklestej w sqsiedztwie zera, to dla

dowolnych przestrzeni Hilberta H oraz K zachodzi nastepujacy wzor:

(HQ)TZJ(H? K) = S@(Hv K)

Badalismy rowniez ideaty banachowskie operatoréw (¢, 1)-sumujacych (to znaczy (£,, £y )-sumujacych),
generowane przez ciggowe przestrzenie Orlicza £, oraz £y, dla ktorych £y, < £,. Ideal ten w przypadku

funkeji potegowych pokrywa si¢ z dobrze znanym ideatem operatoréow (g, p)-sumowalnych, znajdujacym



54 2.5. OMOWIENIE OSIAGNIEC NAUKOWYCH

wiele glebokich zastosowan w réznych dziatach analizy funkcjonalnej. Nadmienimy, ze ideat banachow-
ski operatorow (g, 2)-sumujacych odgrywa podstawowa role w teorii s-liczb oraz w analizie zachowania
wartosci wlasnych operator6w Riesza na przestrzeniach Banacha (zobacz na przyktad [101, 136]).
Zaznaczmy, ze rowniez Kithn oraz Mastylo [105] badali liczby Weyla oraz wartosci wlasne operato-
row (F,2)-sumujacych. Pisier udowodnit w artykule [142] twierdzenie o faktoryzacji dla operatorow
(¢, p)-sumujacych na przestrzeniach C(K), gdzie 1 < p < ¢ < oo. Zainspirowani przez idee ze wspo-
mnianej pracy udowodniliémy wariant twierdzenia faktoryzacyjnego Pisiera. Najpierw przedstawimy
nastepujaca rownowaznos¢ dla operatorow (i, 1)-sumujacych:

TWIERDZENIE 2.81 (|S3, Theorem 3.1|). Niech K bedzie zwartq przestrzenig Hausdorffa oraz
niech @, P bedg funkcjami Orlicza takimi, ze ¢ < ¥, @ spetnia warunek Ao oraz ¥ jest znormalizo-
wana. Ponizsze stwierdzenia dotyczqce operatora T dzialajgcego z C(K) do przestrzeni Banacha Y sg

rOWNOWaAzZNeE:

(i) Operator T jest (v, )-sumujgcy.
(i) Istniejg: borelowska miara probabilistyczna p na K oraz stata dodatnia D takie, Ze

wwmw<DA¢wmm

dla kazdego f € C(K) with || f|lco < 1.

7 powyzszego twierdzenia wynika réwniez ponizsza réwnosé ideatow:

TWIERDZENIE 2.82 (|S3, Theorem 3.2|). Niech K bedzie zwartq przestrzeniq Hausdor(fa oraz
Y bedzie przestrzeniq Banacha. Jezeli funkcja Orlicza ¢ € (Ag) oraz 1 < p < oo sg takie, ze p(s,t) :=
s (/) € @, to

(HP>P(C(K)a Y) = H%P(C(K)’ Y)

Przedstawimy koncowy wynik o faktoryzacji operatorow (i, p)-sumujacych. Przypomnijmy de-
finicje gérnego indeksu Matuszewskiej—Orlicza: Dla funkcji niemalejacej p: Ry — R4 oraz

_ . p(ts)
p(t) := limsup ,
s—07F ,O(S)
gorny index jest zadany przez
log p(t)
=1 .
Bolp) P logt

Przypomnijmy, ze jezeli (2, X, p) jest przestrzenia miary oraz ¢: [0, 4(€2)) — [0,00) jest niema-
lejaca funkcja wklesta z ¢(0) = 0, to symetryczna przestrzen Lorentza Ay, (u) na (2,3, u) sktada
sie z tych wszystkich funkcji f, dla ktorych nierosnace przestawienie f*: [0, u(2)) — [0, 00| spelnia

warunek

B(S2)
|mw:A £ di(t) < oo

TWIERDZENIE 2.83 (|S3, Theorem 3.3|). Niech funkcja Orlicza ¢ € (Asz), niech K bedzie zwartq
przestrzeniq Hausdorffa oraz niech Y bedzie przestrzeniqg Banacha. Rozwazmy nastepujgce stwierdzenia
dotyczqcee operatora T: C(K) =Y :

(1) Operator T jest (p,1)-sumugacy.
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(i) Istnieje borelowska miara probabilistyczna p na K oraz zachodzi faktoryzacja:

T: C(K) =5 Ay(n) -5 Y,

gdzie J jest operatorem zanurzenia, oraz Y = gp_l,

(ili) Jezeli £, — L, 21 < p < o0, to operator T jest (v, p)-sumujgcy.

Witedy stwierdzenia (i) oraz (ii) s¢ réwnowazne. Jezeli dodatkowo zatozymy, ze p < Bo(p), to wszystkie

trzy stwierdzenia sq¢ réwnowazne.

W przypadku funkeji ¢(t) = /92 1 < p < ¢ < oo, uzyskalismy twierdzenie faktoryzacyjne
Pisiera [142]|, ktore stwierdza, ze operatory (g, p)-sumujace zdefiniowane na C(K) faktoryzuja si¢
poprzez przestrzeni Lorentza Lg1(p) = Ay(p) (z (t) = t/9 dla t > 0). Zauwazmy tutaj, ze w
przypadku gdy ¢ € (Ag) rownowaznosé (i) < (ii) zostata wykazana przez Montgomery’ego-Smitha w
rozprawie [126].

Dla znormalizowanych funkcji Orlicza ¢ oraz 1 wprowadziliémy w artykule [S3] pojecie opera-
torow (¢, ¥)-wklestych, ktore uogodlnia klasyczne pojecie operatorow (g, p)-wklestych (zobacz [56]). W
dalszej czesci przedstawimy zaleznosci pomiedzy operatorami (¢, ¢)-sumujacymi a (¢, 1)-wklestymi.
Nasze wyniki pokazujg, ze niektore klasyczne wyniki dla operatorow (q,p)-wklestych dziatajacych z
krat Banacha mozna uogélni¢ na szerszg klase uogélnionych operatoréow wklestych:

Niech X bedzie krata Banacha oraz ¢ bedzie znormalizowang funkcja Orlicza. Zgodnie z teorig
rachunku funkeyjnego (w przypadku gdy ¢(t) = t? dla wszystkich ¢ > 0 zobacz |56, Section 16]) dla
danego podzbioru skonczonego {z1, ..., z,} zbioru X definiujemy

n
D ke
k=1

Tutaj 3, oraz odpowiednio (£)’, to przestrzeri R" wyposazona w norme

= sup{ Z agry : {ag}i_; € B(Zg)’}-

® k=1

H{:ck}zlew = inf{)\ >0 : Z(p(|xk|/x\) < 1},
k=1

oraz odpowiednio

[REa ¥y

(ggy = Max { Z |Trpyk| H{yk}};:lH@ < 1}.
k=1

W przypadku gdy 1 < p < oo oraz ¢(t) = tP dla wszystkich ¢t > 0, to wtedy jak zwykle piszemy

(Yo |zwl?) YP amiast I Dy xkeklw. Tak wiec

(Z |a:k|1’) = sup{ Zak:ﬂk cH{ap i, € Bg;zl},
k=1 k=1

gdzie 1/p+1/p = 1.

Od teraz bedziemy przyjmowaé zatozenie, ze  oraz 1 sa znormalizowanymi funkcjami Orlicza.
Mowimy, ze operator T' dzialajacy z kraty Banacha X do przestrzeni Banacha Y jest (¢, )-wklesty,
jezeli istnieje stata dodatnia C' taka, ze dla kazdego skoniczonego ciagu {xy}7_, z X zachodzi

n
| s
k=1

[ mael, el S,
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Symbolem K, ,(T) bedziemy oznacza¢ najmniejsza stala C spelniajacy powyzsza nier6wnosc. Jezeli
1 < p < oo oraz ¢(t) = t? (odpowiednio ¢(t) = t? oraz ¥ (t) = tP dla wszystkich ¢ > 0z 1 < g <
p), to bedziemy mowi¢, ze T jest (¢, p)-wklesty (odpowiednio (g, p)-wklesty) oraz bedziemy pisac
K, ,(T) (odpowiednio Ky ,(T)). Tak jak zazwyczaj, operatory (g, q)-wkleste nazywamy ¢-wklestymi
oraz piszemy K, (T') zamiast K, 4(T).

Laczac nasze wyniki ze standardowymi technikami zastosowanymi do operatoréw (g, p)-wklestych
(zobacz [56, strony 330-332|) wykazalismy, ze niektore wyniki dla operatoréw (g, p)-wklestych mozna
uogolni¢. Wyniki te ukazuja relacje pomiedzy operatorami (¢, ¥)-wklestymi a (¢, ¥)-sumujacymi, dzia-
tajacymi z krat Banacha do przestrzeni Banacha:

TWIERDZENIE 2.84 ([S3, Theorem 4.1]). Niech X bedzie kratq Banacha oraz niech Y bedzie
przestrzeniq Banacha. Zatdimy, Ze ¥, sq takimi funkcjami, Ze ¢ < . Operator T: X — Y jest
(@, ¥)-wklesty ze statqg K, (T) < C wtedy i tylko witedy, gdy dla kaZdej zwartej przestrzeni Hausdorffa

K oraz kazdego dodatniego operatora S: C(K) — X, ztozZenie
TS: C(K) =Y jest operatorem (¢, 1)-sumujgcym z 7, (T'S) < C||S]].

WNIOSEK 2.85 ([S3, Corollary 4.1]). Niech 1 < p < Bo(p) < oo. Operator dziatajgcy z prze-
strzeni Banacha do przestrzeni Banacha jest (@, p)-wklesty wtedy i tylko wtedy, gdy jest (o, 1)-wklesty.

Oznaczmy przez {r,} ciag funkcji Rademachera na przedziale [0, 1] :

WNIOSEK 2.86 (|S3, Corollary 4.2]). Niech ¢ bedzie takq funkcjq Orlicza, ze 2 < [y(p) < oo.
Ponizsze stwierdzenia dotyczgce operatora T dziatajgcego z kraty Banacha X do przestrzeni Banacha

Y sq réwnowazne:

(1) Operator T jest (p,1)-sumugacy.
(ii) Operator T jest (¢, p)-sumujgcy dla pewnego (a nastepnie dla kazdego) 1 < p < Bo(¢).
(iii) Istnieje taka stata dodatnia C, zZe dla kazdego skoniczonego zbioru {x1,...,xn} 2 przestrzeni X

HZHTl’kHYek < /Hzrk CCkH dt)l/z-

2.8. Wieloliniowa interpolacja pomiedzy przestrzeniami quasi-Banacha

W przetomowym artykule [18] z 1964 roku Calderén udowodnil (pierwsze) twierdzenie o inter-
polacji operatoréw wieloliniowych dla metody zespolone;j:

Zalozmy, ze A= (Ag, A1), B = (Bo, B1) oraz = (Co,C1) sa parami Banacha. Ponadto
zatozmy, ze T jest operatorem dwuliniowym zdefiniowanym na (Ag+ A1) X (Bo+ B1) odwzorowujacym
ten produkt w Cy x C1 w taki sposob, ze T jest cigglym odwzorowaniem zaréwno z produktu Ag x By
w przestrzen Cp, jak i z produktu Ay x By w przestrzen C7. Mowimy wowczas, ze operator T jest
ograniczony z Ax B w C. Dla metody zespolonej otrzymujemy, ze T odwzorowuje [Ao, A1]gx[Bo, Bi]g
w [00,01}9, RS (0, 1), gdzie

6
Vi sicty < 1T 1o s 1T 1y s

(zobacz takze Bergh oraz J. Lofstrom [12, Theorem 4.4.1]). W konsekwencji metoda zespolona inter-
poluje algebry Banacha.
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Wiadomo jednak, ze w przypadku operatoréow wieloliniowych metoda rzeczywista nie zachowuje
sie tak dobrze jak metoda zespolona. Lions oraz Peetre [110] (dla przypadku par uporzadkowanych)
oraz Zafran [160] (dla przypadku ogélnego) udowodnili, ze przy powyzszych zalozeniach otrzymujemy
jedynie mniej precyzyjny wynik méwiacy, ze T odwzorowuje produkt (A, A1)y, x (Bo,Bi)g,, W
przestrzeni (Co, C1)g, dla 6 € (0,1) oraz g,qo, ¢1 € [1,00] z nastepujacym oszacowaniem

1-6 %
HTHES,qOXEg,qo_)ég,qo < HT||A0><BO—>CO HT||A1><B1—>01 ’

pod warunkiem
(1/%) g < Vg +Ya — 1.

(zobacz takze Bergh oraz Lofstrom [12, Exercise 3.13.5]). Ponizszy przyktad Jansona [88| pokazuje, ze
Warunku (1/+) nie mozna jednak poprawi¢:

PRZYKEAD JANSONA. Niech

Ay =By=Cy = EI(NU) oraz A1 =B1=C1 = {{an};;o:() : Z2n |an| < OO},
n=0

oraz niech T' bedzie splotem ciggoéw. Wéwczas

(A0, Anog = {{antizo : {27} erNo)}, get o]

oraz hipoteza, ze T' odwzorowuje (Ao, A1)g . X (Bo, B1)g,, W (Co,C1)g, jest rownowazna zanurzeniu
090 5 1 C ¢4, ktore z kolei jest rownowazne (1/x).

Nadmierimy tutaj, ze Janson badal ogélne warunki, ktére umozliwiaja ostabienie Warunku (1/+).
W 2000 roku Mastyto [117] udowodnit twierdzenia interpolacyjne dla wieloliniowych dodatnich ope-
ratoréw pomiedzy przestrzeniami Calderéna—tozanowskiego: Jezeli T' jest operatorem dodatnim oraz

©o(1,8)o(1,t) < p(1,st), s,t>0,

to wowczas T odwzorowuje produkt ¢(Ag, A1) X ¢(By, B1) w ¢(Cp, C1). Mastyto zastosowal uzyskane
wyniki interpolacyjne do badania operatoréw wieloliniowych dziatajacych z iloczynu pewnych prze-
strzeni interpolowanych metoda orbit do przestrzeni interpolacyjnych metody rzeczywiste]j.

W 2010 roku Cobos oraz Fernandez-Cabrera [33] pokazali, ze abstrakcyjna metoda rzeczywista z
parametrem E interpoluje algebry Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dwuliniowa interpolacja.
Otrzymany wynik potwierdza, ze kazdy ograniczony operator dwuliniowy 71" z produktu AxBw pare
c jest rowniez ograniczonym operatorem dwuliniowym jako odwzorowanie z produktu (Ao, A1)g.s X
(Bo, B1)E,g w przestrzen (Co, C1)E;K -

W badaniach nad wieloma problemami pojawiajgcymi si¢ w réznych obszarach analizy, istotne
jest posiadanie wiedzy, czy operatory dwuliniowe sa ograniczone pomiedzy pewnymi przestrzeniami
quasi-Banacha. W 2001 roku Grafakos oraz Kalton w artykule [80] udowodnili wieloliniowa wersje
twierdzenia interpolacyjnego Boyda dla symetrycznych przestrzeni quasi-Banacha. W 2006 roku Ma-
styto oraz Grafakos w artykule [81] badali interpolacje operatoréw dwuliniowych pomiedzy przestrze-
niami quasi-Banacha metoda érednich.

Nalezy podkresli¢, ze ogolnie metody interpolacji stosowane w przypadku przestrzeni Banacha
nie maja zastosowania do przestrzeni quasi-Banacha. Gtéwnym powodem jest to, ze podejscie oparte
na dualno$ci nie ma tu zastosowania, poniewaz przestrzen ciagglych funkcjonatéw liniowych moze by¢
trywialna i to samo moze dotyczy¢ przestrzeni ciaglych operatoréw liniowych pomiedzy przestrzeniami
z szerokiej klasy przestrzeni quasi-Banacha.
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Motywacja do stworzenia w artykule [S4] nowych, abstrakcyjnych twierdzen interpolacyjnych
dla m-liniowych odwzorowari pomiedzy przestrzeniami quasi-Banacha byly zastosowania w analizie
harmonicznej. Opierajac sie na ideach z teorii operatoréw pomiedzy przestrzeniami Banacha uzyli-
$my minimalnych i maksymalnych metod interpolacyjnych zdefiniowanych na odpowiednich klasach
przestrzeni quasi-Banacha:

Niech A oraz B beda parami quasi-Banacha. Zgodnie z Aronszajnem oraz Gagliardo [8], orbita
elementu a € Ayg + A; w parze B jest przestrzen quasi-Banacha

O;la,B) :=={Ta : T € L(A, B)}
wyposazona w quasi norme
]| :=inf{||T|| 1,5 : Ta=b}.

Przy zalozeniu, ze przestrzen dualna do (Ap + A1) jest totalna otrzymujemy, ze przekroj By N By —
O 4(a, B) oraz B — O 4(a, B) jest dokladnym funktorem interpolacyjnym.

Ustalmy 0 < p < 1. Niech A= (Ag, A1) bedzie parg quasi-Banacha taka, ze przestrzen dualna
do Ap + A; jest totalna oraz niech A bedzie przestrzenig posrednia wzgledem pary A. Przestrzenia
p-orbity interpolacyjnej G:}p(é) dla dowolnej pary quasi-Banacha B = (Bo, B1) bedziemy nazywac
przestrzen tych wszystkich b € By + Bi, dla ktérych

o0
b= Tya, (zbieznosé w By + By),
n=1
gdzie T, € L(4, B), a, € A oraz 30" (|| Tnll 1, 5llanlla)” < co. Niech

oo 1/}0
Ibllga :=inf (D (1Tl gllanllay) "
P n=1
gdzie infimum przebiega po wszystkich reprezentacjach elementu b zdefiniowanych powyzej. Jezeli B
jest para p-Banacha, to wowczas G’}p(é) jest przestrzenig p-Banacha, posrednig wzgledem pary B.
Ponadto mamy 7

s 3
G4 (B) = F(B)

—

dla dowolnego funktora interpolacyjnego F takiego, ze F(B) jest przestrzenia p-unormowana oraz
A — F(A) (zobacz [118, Proposition 2.1]). Funktor interpolacyjny B — Ggp(é) jest minimalny w

sensie Aronszajna oraz Gagliardo [8].

Zatozmy, ze mamy pare quasi-Banacha B oraz przestrzen posrednia quasi-Banacha B wzgledem
pary B. Zgodnie z |8] dla dowolnej pary Banacha A definiujemy przestrzen H g(ﬁ) tych wszystkich
a € Ag + A;q takich, ze

sup{||Talls : 1T 5,5 <1} < .

—,

Przestrzen Hg( ) jest wyposazona w quasi-norme
Jall sz = swp{ITalls < 1T 55 <1},

Zauwazmy, ze gdy F jest metoda interpolacyjna, to woéwczas F (/_f) — H g (/_f) dla dowolnej pary quasi-

Banacha pod warunkiem, ze F(B) — B. Zatem zgodnie z Aronszajnem oraz Gagliardo [8] funktor
interpolacyjny H g jest maksymalny.
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Dla kazdego m € N produkt

m
HXi:X1><~--><Xm
1=1

przestrzeni quasi-Banacha jest wyposazony w quasi-norme |[(x1,...,2n)| = maxi<icm ||| x,. Sym-
bolem L, (X1 X -+ x X, Y) bedziemy oznaczali przestrzen quasi-Banacha wszystkich ograniczonych
m-liniowych operatoréw zdefiniowanych na X; x --- x X, o warto$ciach w przestrzeni quasi-Banacha
Y, wyposazong w quasi-norme

I = sup{[IT (21, -, 2m)lly = fallx, < Loy 2mllx, <1}

Niech Y = (Yp, Y1) oraz X; = (X¢, X1), 1 < i < mbeda parami quasi-Banacha. Jezeli zawezenie
operatora

m

T e L (T](X5+ XD, Yo +11)
=1

jest operatorem ograniczonym z X} X+ x X" doYjdlaj=0,1, to wowczas bedziemy pisac
m
Te Lm<HXi,Y>.
i=1

Zatozmy, ze przestrzenie quasi-Banacha X; sa podrednie wzgledem pary X, dla 1 <i<m oraz
zalozmy, ze przestrzen quasi-Banacha Y jest posrednia wzgledem pary Y. Jezeli istnieje stata dodatnia
C taka, ze

m
T e Lm< X, 7).
i=1
oraz zawezenie T jest operatorem ograniczonym z X; X -+ X X, do Y dla |T| < C, to wowczas
Xi,...,X,, oraz Y nazywamy przestrzeniami C-interpolacji wieloliniowej wzgledem ()?1, e ,)Z‘m)

oraz Y (piszemy w skrocie (X1,..., Xm:Y) € Mintc(X1,..., Xm;Y)).

Pierwszy wynik pokazuje, ze interpolacja operatoréw wieloliniowych z produktéw przestrzeni ge-
nerowanych za pomoca minimalnych metod interpolacyjnych do przestrzeni generowanych za pomoca
maksymalnych metod interpolacyjnych, pomiedzy parami zgodnych p-unormowanych przestrzeni Ba-
nacha (w skrdocie parami p-Banacha), jest dziedziczna z produktéw par przestrzeni generujacych te
metody interpolacyjne:

TWIERDZENIE 2.87 (|S4, Theorem 2.1]). Niech Gg”f ) bedzie p-orbitg interpolacying dla kazdego

1 < ¢ < m oraz niech Hg bedzie maksymalng metodq interpolacyi. Zatdzmy, zZe
(A1,...,Am; B) € Minto(Ay, ..., Ay B),

wowczas dla wszystkich par p-Banacha )Zl,, .. ,Xm oraz dla wszystkich par quasi-Banacha }7, otrzymu-
jemy

A (g Am (% 3. % - ¢ Y
(Ggip(Xl), . .,Ggmp(Xm),Hg(Y)) € Mintc(X1,..., Xm;Y).

Niech 0 < p < 1. Zgodnie z definicja podana przez Nilssona [127] przestrzen quasi-Banacha E
nazywamy (p, J)-nietrywialna, jezeli

E < by +£,(277).
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Niech przestrzen E bedzie (1,J)-nietrywialna krata quasi-Banacha. Dla kazdej pary quasi-Banacha
(X0, X1) mozemy réwniez zdefiniowaé przestrzenn quasi-Banacha X E;J Wyposazong w quasi-norme.

Powyzszy wynik zastosowalismy do abstrakcyjnej rzeczywistej metody interpolacji:

TWIERDZENIE 2.88 ([S4, Theorem 2.2|). Dla kazdego 1 < i < m niech X, bedq parami p-
Banacha oraz niech XEZ-;J bedg J-przestrzeniami generowanymi przez kraty quasi-Banacha na Z, po-

Srednimi wzgledem pary

0y = (lps £p(277)).

Ponadto niech Hg bedzie maksymalng metodq interpolacyjng. Zatozmy, ze

(E1, ..., Em; B) € Mintc(ly, ..., 0, B).
Wowczas dla kazdej pary quasi-Banacha Y otrzymujemy

—

(XEUJ, . ,XEm;J; Hg(?)) S Mintc()zl, Ceey Xm; }7)

Definiujemy (®g) jako podzbiér wszystkich ¢ € (®) (zobacz na stronie 91) takich, ze ¢(1,t) — 0
oraz p(t,1) — 0, gdy t — 07. Rozwazmy pare Banacha

U = (Loo, £(27™))

ciagow na Z. W przypadku gdy ¢ € (®g), to wowczas a, € loo + €oo(27"). Dla wszystkich ¢ € (®g)
oraz dla wszystkich par quasi-Banacha é, 0ZNaczamy przez gpg(g) przestrzen interpolacyjna orbity

Oz _(ay, B).

Odnotujmy, ze w artykule [S4] pokazano, iz dla wszystkich ¢ € (®) nastepujace ciagte zanurze-
nia zachodzg dla szerokiej klasy C par krat quasi-Banacha (Fy, E1),

©(Eo, E1) = po(Eo, E1) = ¢(Eo, E1)°,

gdzie p(Ey, E1) jest przestrzenia Calderéna-T.ozanowskiego (zobacz na stronie 93) oraz ¢y(Ey, F1)¢
jest dopelnieniem Gagliardo ¢(Ey, F1) wzgledem Ey + Fj. Klasa C zawiera wszystkie p-wypukle kraty
quasi-Banacha z 1 < p < co. Przedstawimy teraz twierdzenie o interpolacji wieloliniowych operatoréw
na przestrzeniach Calderéna—t.ozanowskiego pomiedzy przestrzeniami L, gdzie 0 < p < 1:

TWIERDZENIE 2.89 ([S4, Theorem 3.2]). Niech LP°(wy;) oraz LP*(wy;), gdzie po, p1 € (0, 1] bedg
przestrzeniami wagowymi nad przestrzeniami miar (4, p;) dla 1 < @ < m oraz niech (Yo,Y1) bedzie
parg przestrzeni quasi-Banacha tokq, Ze Yo jest przestrzeniq po-unormowang oraz Y1 jest przestrzeniq

p1-unormowang. Zatézmy, ze dla pewnych @1, ..., om,p € (P) istnieje stata dodatnia C taka, zZe

@(Ltl cet tm) < C(Pl(lytl) tet (Pm(latm)

dla wszystkich t1, ..., tyn = 0. Wowczas kazdy operator z przestrzeni
L (L7 (p0), L7 (112)) =+ % (TP (), L (1im)) (Yo, Y2) )
nalezy do

Ly, (<P1(Lp°(ﬂl)aLp1(M1)) X+ -+ X @ (Lpo (m ) Ly, (Mm))aw(yo,yl)>-

Przedstawimy teraz zastosowania Twierdzenia 2.89 do przestrzeni quasi-Banacha Orlicza. Na
poczatku przypomnijmy, ze jezeli ¢ jest funkcja Orlicza, to wéwczas przestrzeni Orlicza Ly nad dang



2.8. WIELOLINIOWA INTERPOLACJA POMIEDZY PRZESTRZENIAMI QUASI-BANACHA 61

przestrzenia miary (€2, 1) definiujemy jako podprzestrzen LO(u) zawierajaca wszystkie funkcje f €
L%(u) takie, ze dla pewnego A > 0 mamy Jo¥(AIf]) dp < o0. Oznaczmy

||f||¢=inf{k>0 : /Q¢<’§)du<1}.

Jezeli istnieje stata dodatnia C taka, ze ¥ (t/c) < ¥(®)/2 dla kazdego ¢t > 0, to wowczas

If+glle <CUFllw + llgllp),  fr9 € Ly,

a zatem Ly jest przestrzenig quasi-Banacha. W dalszej czesci bedziemy rozwazac tylko przestrzenie
Orlicza LY generowane przez funkcje Orlicza 1 spetniajace powyzsza nieréwnosé.

Wiadomo, ze (zobacz [127], [133, strony 460-461]) dla kazdej funkcji ¢ € (®) oraz dla kazdej
pary ((Lpo (wo), (Lpl(wl)) na przestrzeni miary (€, ), gdy 0 < pg, p1 < 0o mamy

@ ((LP° (wo), (L (w1)) = L
z rownowaznoscia quasi-norm, gdzie Ljs jest uogodlniona przestrzenia Orlicza generowang przez funkcje
M (u, t) = ((wi(8) /0wo (£) /7 Ta) (w0 (0w (1)

dla wszystkich u > 0 oraz t € Q. W tym przypadku 1/q = 1/p, — 1/p, oraz 9 jest funkcja Orlicza dana
wzorem 1~ (t) = (/70 ¢'/71) dla wszystkich ¢ > 0. Przestrzen Ly jest wyposazona w quasi-norme

||f|]:inf{)\>() : [)M(W,t)dugl}.

W szczegolnodci otrzymujemy, ze
@(LP°LP') = Ly oraz go(Lp(wg),Lp(wl)) = LP(¢" (wo, w1)).

Ponizej przedstawimy finalne wyniki dotyczace interpolacji operatoréow wieloliniowych pomiedzy prze-

strzeniami Orlicza:

TWIERDZENIE 2.90 ([S4, Theorem 3.3]). Niech Ly(v) oraz Ly, (i) dla 1 < i < m bedg prze-

strzeniami Orlicza. Zatdzmy, ze istnieje stata C oraz 0 < pg < p1 < 1 takie, zZe
w(tl"'tm)>Cw1(t1>"'¢m(tm>7 t1,...,tm > 0.
Ponadto zatézmy, ze funkcje

t— YO0, ¢ VilD)/ro  sq niemalejgce oraz

Lt v®fer, > viD)/r1 sq nierosngee, 1< 1< m.
Wéwczas dla kazdego operatora

T € L (7). 27 (10)) % - (L i), I ), (£ (0), 17 (1)
otrzymugjemy, ze

T € Ly (L, (1) X -+ X Ly, (tm), L (V).
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2.9. Nier6wnosci wielomianowe Kahane’a-Salema-Zygmunda
oraz losowe procesy Rademachera

W tym rozdziale zaprezentujemy nowe abstrakcyjne nieréwnosci dla wartosci oczekiwanej normy
supremalnej jednorodnych wielomianéw Bernoulliego na kuli jednostkowej przestrzeni Banacha. Roz-
woj tego typu oszacowan zostal zainspirowany klasyczna nieréwnoscig Kahane’a—Salema—Zygmunda
oraz jej wielowymiarowymi rozszerzeniami. Nier6wnodci dotyczace losowych wielomianéw jednorodnych
zostaly uzyte w badaniach dotyczacych miedzy innymi funkcji boolowskich [131], wielowymiarowego
promienia Bohra [13, 14|, nieréwnosci Bohnenblusta—Hillego, bezwarunkowosci w przestrzeniach wielo-
mian6w jednorodnych na przestrzeniach Banacha oraz wspolczesnej teorii szeregéw Dirichleta [50, 51].

Przypomnijmy stynna nier6wno$¢ Kahane’a—Salema—Zygmunda [91] dla wartosci oczekiwanej:
Dla wszystkich m, n € N oraz dla kazdego wielomianu P(z) = ZaeN{; caz® na C" zachodzi

1z
(634 (03 @ ~ C (03 2 I
/steuﬂ))% Z fa(w)cqz®|dP(w) < (nlogm Z |cal )

lor|=m |a]l=m
gdzie C' jet staly dodatnia, niezalezng zaréwno od m jak i od n. Ponadto niech {eq}|qj=m bedzie

rodzing niezaleznych zmiennych Bernoulliego na przestrzeni probabilistycznej (2, X, P). Polidysk D"
jest n-wymiarowym produktem kartezjanskim dyskéw D w C". Ponadto a = (a,...,ap) € Njj oraz
z=(21,...,2n) € C", gdzie 2% := 2" - - - 20" oznacza a-ty jednomian oraz |a| := a1 + ...+ ay.
Zauwazmy, ze powyzsza nieréwnos¢ gwarantuje istnienie wielomianéw losowych z mata norma
supremalng na n-wymiarowym polidysku D™. Jest to znany wynik Kahane’a—Salema-Zygmunda (zo-
bacz |91, Theorem 4, Chapter 6]). Mowi on, ze dla kazdej liczby naturalnej m oraz n, istnieje taki

wybor znakéw {€a }|a|=m; €a = £1, z€

Z eaz®| < C’nm+1/2\/logm,

laj=m

sup
zeDn

gdzie C jest dodatnig liczba rzeczywista, ktora nie zalezy zar6wno od m, jak i od n.

W ostatnich latach uzyskano wiele réznych typoéw rozszerzen nieréwnosci Kahane’a—Salema-
Zygmunda [9, 13, 50, 51|, gdzie supremum przebiegalo przez rozne dziedziny Reinharda R C C"
(na przyktad kula jednostkowa ng przestrzeni Banacha £, 1 < p < oo) zamiast jednostkowego
polidysku By = D". Bayart [9] w swoim znakomitym artykule udowodnit oparty na skali przestrzeni £,
wariant nieréwnosci Kahane’a—Salema—Zygmunda. W dowodzie uzyt dwéch réznych metod. Pierwsza
metoda jest oparta na nieréwnosciach Chinczyna dla proceséw Rademachera, natomiast druga na
kontrolowaniu przyrostow procesu Rademachera w przestrzeni Orlicza przy uzyciu metrycznej entropii.

Glownym celem w artykule [S5] byto znalezienie ogolnych oszacowan dla wartosci oczekiwanej
normy supremalnej jednorodnych wielomianéw Bernoulliego na kuli jednostkowej przestrzeni Banacha.
Stosowane przez nas narzedzia opieraja sie gléwnie na metodach z proceséw stochastycznych i teo-
rii interpolacji. Kluczowa kwestia jest kontrolowanie przyrostéw procesu Rademachera w przestrzeni
Orlicza za pomoca calek entropijnych.

Przypomnijmy pojecie funkeji (metrycznej) entropii N (7, d) (zobacz na stronie 18) zwiazane
z pseudo-metryka d na zbiorze T' dla e > 0. N (T, d) jest najmniejsza liczbg otwartych kul o promieniu e
w pseudo-metryce d potrzebnych by pokry¢ zbiér T'. Niech ® bedzie funkcja Younga na R, := [0, c0),
to znaczy ®: Ry — R, jest wypukta funkcja rosnaca taka, ze ®(01) = 0 oraz lim;_,o ®(¢) = co. Calke
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entropijnag z (7, d) wzgledem & definiujemy nastepujaco
A(T)
Jo(T,d) :/ &~ (N(T, d)) de,
0
gdzie A(T) = supg ;e d(s,t) oznacza srednice zbioru 7.

Podobnie jak w artykule [9] uzylisSmy twierdzenia Pisiera — abstrakcyjnej wersji catkowej
majoranty entropijnej Dudleya — jako jednej z metod dowodowych. Jest to podstawowy wynik,
ktory ma fundamentalne znaczenie w badaniach regularnosci proceséw stochastycznych. Méwi on,
ze (zobacz [106, p. 300]) jezeli (X;)ier jest procesem stochastycznym o ograniczonych przyrostach w
Ly = Ly(P), to znaczy

| Xs — Xtlloe < d(s,t), s,tel,
to wowczas

E(sup | X — Xt\) < 8J(T, d),
s,teT

gdzie Lg(P) jest przestrzenia Orlicza na przestrzeni probabilistycznej (2, X, P).

Ciagowa przestrzenia Banacha bedziemy nazywaé krate Banacha na N, ktéra zawiera ciag x o
nosniku suppx = N. Niech {ex} bedzie standardowa baza wektoréw jednostkowych w cy. Dla ciago-
wej przestrzeni Banacha E symbolem E™ oznaczamy przestrzeri rozpieta na pierwszych n wektorach
jednostkowych z bazy {ex}, wyposazona w norme indukowana z E.

Dla kazdego m, n € N definiujemy nastepujace zbiory indeksow:

M(m,n)={j=G1,.--dm) : L <j1,eovsim <n}p={1,...,n}",
J(m,n) ={j= 1, Jm) € M(m,n) : 1 <j1 <ja<...<jm <n},

Am,n)={aeNy : |a|=o1 +... 4+ an =m}.

Dlai= (i1,...,im),j = (J1,---,Jm) W M(m,n) oznaczamy i ~ j, ilekro¢ istnieje permutacja o zbioru
{1,...,m} taka, ze (i1,...,im) = (Jo(1),---»Jo(m)). Oznaczmy przez [i] klase rownowaznosci i oraz
potézmy [[i]| := card[i]. Zwroéémy uwage, ze pomiedzy zbiorami J(m,n) oraz A(m,n) istnieje bijekcja.

(CM(m,n),s

W dalszym ciggu oznacza wszystkie {a;} € CM™) dla ktorych a; = a;, ilekro¢

j € [i]. Ponadto dla ciagowej przestrzeni Banacha F(M(m,n)) oznaczmy przez F'° (/\/l(m, n)) pod-
przestrzeri CMmn):s © F(M(m,n)). Odwzorowanie

Omn: (Cn)m - CM(m,n)

definiujemy nastepujacym wzorem

(1) (m) — 7,1 (m)
Gm’n ({le }.?1:1’ Tt {l‘j'm };Lmzl) T {le T xj’m }(]1,,jm)€/\/l(m,n)
dla kazdego {:Eglz)};lkzl e Cm
Dla kazdego skonczonego podzbioru {z7,...,z}} przestrzeni dualnej X* do przestrzeni Bana-

cha X oraz dla kazdego j = (ji1,...,Jm) € M(m,n), wielomian m-jednorodny zi: X — C jest

zdefiniowany wzorem

ri(z) = 2}, (v)-- -2} (v), z€X.

Zauwazmy, ze 7 relacji i ~ j wynika, ze dla kazdego i,j € M(m,n) zachodzi x} = 2].
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Wyprowadzajac w artykule [S5]| nowe pojecie bylismy motywowani stynnym wynikiem Bayarta [9,
Theorem 4.1]:

Dla funkcji Younga ® oraz liczb naturalnych m > 2 oraz n > 1 méwimy, ze ciagowe przestrzenie
Banacha E = E(N) oraz F = F(J(m,n)) sa wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalne ze staly
C(m), jezeli dla kazdej przestrzeni Banacha X, dla kazdej n-krotki funkcjonatow {7} }}}_, w przestrzeni
dualnej X*, dla kazdej rodziny {&j}je7(m,n) niezaleznych zmiennych losowych Bernoulliego na beza-
tomowe]j przestrzeni probabilistycznej (€2, 3, P) oraz dla kazdego ciagu liczb zespolonych {Cj}jej(m,n)
zachodzi

/Q sup Z gj(w) G x}‘(z)‘d[?’(w)

#€BX e 7 (myn)

m—1
<C H{CJ}Jejmn HF bup Hzxk ekH Jo(Bx,d),
Bx =1

gdzie d jest pseudo-metryka na Bx dana przez

d(z,w) —HZ 2 (z) — zj(w)) kH ,  (#,w) € Bx x Bx.

Pierwsze twierdzenie pokazuje, ze przy ogblnych zatozeniach pewne ciggowe przestrzenie Bana-
cha sa wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalne. W szczegdlnodci powyzsze warunki sg spelnione dla
przestrzeni generowanych abstrakcyjnymi metodami interpolacyjnymi:

TWIERDZENIE 2.91 ([S5, Theorem 6]). Niech funktor interpolacyjny F bedzie doktadny, dodatni
oraz ograniczony jako funktor kratowy. Zatozmy, ze funkcja charakterystyczna Ar funktora F spetnia

nastepujgcee warunki
Ar(L,t) =0 pray t— 0" oraz Ar(1,t) = oo przy t— oo.

Jezeli dla kazdych J := J(m,n) oraz M := M(m,n), gdziem > 2 orazn > 1 sq spetnione nastepujgce

warunki:

(i) Istnieje waga w = {wj}jes taka, Ze
Hid: F(l1(wp), bo(wr)) — f(ﬁl(j),ﬁg(j))(w)H < Cq(m),

gdzie para (¢1(wo), l2(w1)) jest parq przestrzem Banacha na J zwo = {|[j]|}, w1 = {V/I[]]}-
(i) [|©mm: (E™)™ = F(lr(M), l2(M))]| <

Wtedy E(N) = F({1(N),£5(N)) oraz F(J) = loo(l/w) sq wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalnymi
przestrzeniami Banacha ze statqg C(m) < m KCy(m) Ca(m), gdzie K jest pewng uniwersalng statg oraz
O(t) = e — 1 dla wszystkich t > 0, oraz V jest funkcjq Orlicza taka, ze W=1(t) < N5(1,V/1).

Podzbior zbioru (®) (zobacz na stronie 91) zawierajacy funkcje wkleste oznaczmy przez (©).
Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € (®) funkcja p: Ry — Ry zadana przez p(t) := ¢(1,t) dla wszystkich ¢ >
0 jest quasi-wklesta. Ponizszy wynik pokazuje, ze doktadny, dodatni funktor interpolacyjny generowany

przez konstrukcje Calderéna—tozanowskiego spetnia zatozenia poprzedniego twierdzenia:

TWIERDZENIE 2.92 (|S5, Theorem 7|). Zatdzimy, ze ¢ € (O) jest funkcjg nadmultiplikatywng,

to znaczy

o(1,8)p(1,t) < p(1,st), s,t>0
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oraz spetnia
o(1,t) =0 pray t—01" oraz ¢(1,t) =00 przy t— oc.

Niech J = J(m,n) oraz M = M(m,n) dla kazdej pary liczb naturalnych m > 2, n > 1, oraz niech
w = {wjtjes, gdzie wy = p(|[ill, V/|[i]]) dla kazdego j € T, oraz niech p bedzie funkcyq zadang przez

p(s,t) ==

Wtedy E(N) = ¢(€1(N),l5(N)) oraz F(J) = lo(1/w) sa wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalnymi
przestrzeniami Banacha ze statq C(m) < Km, gdzie K jest pewng uniwersalng stalq oraz ®(t) =
eY®) 1 dla wszystkich t > 0 z funkcjg Orlicza U spetniajgeq W= (t) < (1, V).

Uzyskane wyniki zastosowalismy do ciggowych przestrzeni Orlicza:

TWIERDZENIE 2.93 ([S5, Theorem 9]). Niech J = J(m,n) dla kazdej pary liczb naturalnych
> 2, n > 1. Przypu§émy, ze 0: Ry — Ry jest funkcjg wklestq oraz podmultiplikatywng, to znaczy

0(s)0(t) < O(st), s,t>0.

Niech o bedzie funkcjg Orlicza zadang przez o~ (t) = t0(1/vi) dla wszystkich t > 0. Wtedy ciggowe
przestrzenie Banacha L, oraz F(J) = loo(Ye (1)) s¢ wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalne ze
statg C(m) < Km dla pewnej dodatniej statej K, gdzie ®(t) = e*® —1 2 U=1(t) = 6(V/t) dla
wszystkich t > 0.

Nadmienmy tutaj réwniez, iz pojecie ®-Bernoulli dopuszczalnych par ciggowych przestrzeni
Banacha zalezy od catek entropijnych Jg(By,d) kuli jednostkowej Bx wyposazonej w specjalng quasi-

metryke d. Ponizej przedstawimy oszacowania wspomnianej wczesniej catki entropijnej:

TWIERDZENIE 2.94 ([S5, Theorem 11]). Wezmy funkcje Younga ® oraz liczby naturalne m > 2
orazn > 1. Jezeli ciggowe przestrzenie Banacha E = E(N) oraz F = F(J(m,n)) sq wielomianowo ®-
Bernoulli dopuszczalne ze statg C(m), to dla kazdej przestrzeni Banacha X, kazdego zbioru skoriczonego
{z1,..., 2} funkcjonatow z X*, kazdej rodziny {€j}je 7 (mn) niezaleznych zmiennych Bernoulliego na
bezatomowej przestrzeni probabilistycznej (2, %, P) oraz kazdego ciggu {c;}je7(mmn) liczb zespolonych

mamy

/qup Z sj(w)ij;(z)‘dP(w)

2€Bx " 5e 7(myn)

m)Heshiegnnll sup Hzxk Jer| | -(supD:ck 1) o (B, -1l ) -

2€Bx 4

Nadmienmy, iz w artykule [S5]| zastosowalismy Twierdzenie [S5, Theorem 11] dla przypadku
przestrzeni Orlicza. Ponadto zastosowaliémy powyzsze oszacowania do badania losowych wielomianéw

jednorodnych:

Jezeli @ jest funkcja Younga, m > 2, n > 1, oraz ciagowe przestrzenie Banacha E = F(N) oraz
F(J(m,n)) sa wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalne ze stalg C(m), to wtedy istnieje odpowiednia
krata Banacha F(A(m,n)) taka, ze dla kazdej przestrzeni Banacha X = (C",|-||), kazdej rodziny
{€a}|a|=m niezaleznych zmiennych Bernoulliego na bezatomowej przestrzeni probabilistycznej (€2, ¥, P)
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oraz kazdego ciagu {¢;}jec 7(mn) liczb zespolonych mamy

/Q sup ‘alz::maa(w)caza (w)

z€Bx

m)|{eaHlpamamy S \);;Zkekjjzl : ( sup Z|Zk|>J¢(Bg Il )

2€Bx

W artykule [S5] badalismy catki entropijne Jg (Bgn, || - || gn ), 7 > 2 dla szerokiej klasy ciagowych
przestrzeni Banacha E = (FE,| -|z) na N. Ponizej podamy pierwszy wynik o oszacowaniach catek
entropijnych:

TWIERDZENIE 2.95 ([S5, Theorem 14]|). Niech ¢ bedzie niezdegenerowanq funkcjq quasi-wklestq
oraz niech ® bedzie funkcjg Orlicza takg, e ®1(t) < ¢(log(1 + t)) dla wszystkich t > 0. Niech E
bedzie zespolong ciggowa przestrzenig Banacha posredniq wzgledem pary Banacha ({1, 0s) oraz niech
¢ = 1p(l, ), gdzie tp(s,t) = tp(s,t; (01,4x)), s,t > 0 (20bacz na stronie 92). Wtedy istnieje stata
dodatnia C' = C(v) taka, zZe dla kazdego n > 2 otrzymujemy
soyu(Gios (1+7)) %),
s s

W badaniu catek entropijnych uzyliSmy gornego oszacowania diadycznych liczb entropijnych

2n—1

J@(Bzv;,H-\En)<0(¢(10gn)+¢ n) () + /[

log n]

operatora inkluzji id: ¢f — E™ przedstawionego w Lemacie [S5, Lemma 13|. Wspomniany lemat zostatl
udowodniony z wykorzystaniem technik interpolacyjnych. Ponizsze jawne oszacowanie calki entropijnej
Ja (B, |
generowanych przez doktadne, dodatnie funktory interpolacyjne:

-||gn) zachodzi dla szerokiej klasy przestrzeni posrednich wzgledem pary Banacha ({1, (o)

TWIERDZENIE 2.96 ([S5, Theorem 16|). Niech F bedzie doktadnym, dodatnim funktorem inter-
polacyjnym, ktérego funkcja charakterystyczna Ar spetnia

Ar(1,t) =0 oraz Ne(1,8) =0 przy t—0".

Praypusémy, ze E = F(l1,ls) oraz ® jest funkejg Orlicza zadang przez ®~1(t) < ¢(log(1 +t)), gdzie
o(t) :== Nx(1,t) dla wszystkich t > 0. Wtedy istnieje stata dodatnia C = C(F) > 0 taka, ze dla kazdego

n = 2 mamy
Jo(Ben, || - | gn )< C ¢(logn) logn,

gdzie (t) := sup,~q @(st)/(s) dla wszystkich t >0

Zaprezentujemy teraz niektore zastosowania naszych gtéwnych wynikow. Oznaczmy przez P(™X)
przestrzen Banacha wszystkich wielomianéw m-jednorodnych P o wartogciach skalarnych na przestrzeni
Banacha X, wyposazona w norme

IPlpmxy = sup {|P(z)] : ||z <1}

Dla n-wymiarowej przestrzeni Banacha X = (C", || -||), przedstawiamy oszacowania dolne statej bazy
bezwarunkowej dla jednomianéw 2%, a € Njj, oznaczanej przez Xmon (P(mX)) Przypomnijmy, ze baze
() przestrzeni Banacha X nazywamy bezwarunkowa, jezeli istnieje stala C' > 1 taka, ze

[ o] < of e
k=1 k=1
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dla kazdego wyboru {Ai}}_; oraz {0;}}_, z C, gdzie || = 1. Najmniejsza ze statych C nazywamy
stalag bazy bezwarunkowej {z,}. Nadmienmy tutaj, ze dolne oszacowania Xmon(P(™X)), ktére
zostaly podane w artykule [9] wzmacniaja wyniki z [50, 51].

Przypomnijmy, ze jezeli baza kanoniczna {ej}}_; tworzy znormalizowana baze¢ bezwarunkowg
przestrzeni Banacha X = (C", || - ||) ze stalg bazy bezwarunkowej réwng 1, to wtedy promienn Bohra

[}

Ponizsze nieréwnosci z Twierdzenia [50, Theorem 2.2| demonstruja jak uzywac¢ oszacowan dla stalej

K(Bx) jest dany przez

K(BX):sup{TE 0,1] : sup Z\caz | < sup ’an

ZETBX o z€EBx

bazy bezwarunkowej Xmon (P(mX )), aby uzyska¢ oszacowania promienia Bohra K(By) :

1 1 1
- — < K(Bx) < min - .
3 sup,,, (Xmon (P(mX))) 2 * {3 sup,,, (Xmon (P(mX))) /m}

Ponizszy lemat wyjasnia zwiazek pomiedzy stala bazy bezwarunkowej dla jednomianéw a cal-

kami entropijnymi dla przypadku przestrzeni ®-Bernoulli dopuszczalnych:

LEMAT 2.97 ([S5, Lemma 20]). Zatdzmy, ze przestrzenie Banacha E = E(N) oraz F = F(A(m,n))
sq wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalne ze statg C(m) dla kazdych m > 2 oraz n > 2. Wtedy dla

kazdej przestrzeni Banacha X = (C", || -||) zachodzi nastgpujgce oszacowanie:

( SUD.epy D k=1 |2 )’"1

SUp,epy | 2 op1 2uekllE

{5} T ) xmen (PC0)).

Przypomnijmy réwniez, ze jezeli E jest ciagowa krata Banacha na N, to przestrzenia dualna w
sensie Kéthego E' nazywamy ciagowa krate Banacha wszystkich takich ciagow = = {z,}, ze

Z |zpyn| < 0o dla kazdego y = {yn} € E,

n=1

Wwyposazonag w norme

el = sp S ol
Hyn <1 ;.55

Funkcje fundamentalng A\g przestrzeni F definiujemy przez Ag(n) := H > orq ekHE dla kazdego n € N.
Dla przypadku gdy X = E™ uzyskaliémy nastepujacy wynik:

WNIOSEK 2.98 ([S5, Corollary 21]). Niech E' = E(N) bedzie ciggowq przestrzeniq Banacha taka,
ze E oraz F = F(A(m,n)) sq wielomianowo ®-Bernoulli dopuszczalne ze statq C = C(m) dla kazdych

> 2 oraz n = 2. Wiedy zachodzi nastepujgce oszacowanie:

o)™ <||{Z5} | 8B 5e) men (PO,

gdzie g jest funkcjq fundamentalng przestrzeni E'.

Przedstawimy teraz wariant wyniku Bayarta dla ciagowych przestrzeni Orlicza:

TWIERDZENIE 2.99 (|S5, Theorem 22|). Niech X = (C",||-||) bedzie przestrzeniq Banacha oraz
niech ¢ bedzie funkcjg Orlicza zadang przez ¢~ 1(t) = t0(1vi) dla wszystkich t > 0, gdzie funkcja
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0 jest wklesta oraz podmultiplikatywna. Wtedy dla kazdych m > 2 oraz n > 2 zachodzq nastepujgce
nierdwnosdci:
Co((m!)~"?) SUP.epy X1 |2|
m§(y/logn)logn (SuPzeBX 12 k=1 Zreklle,
gdzie O(t) = sup,- 0(s1)/o(s) dla wszystkich t > 0.

m—1
> < Xmon (P(mX>)a

W przypadku skali przestrzeni ¢, dla p € (1,2], otrzymalismy w Twierdzeniu [S5, Theorem 22|
oryginalny wynik Bayarta [9, Theorem 5.1]). Uzyskaliémy rowniez dolne oszacowanie Xmon (P(még))
dla pewnej klasy ciagowych przestrzeni Orlicza [S5, Corollary 24].

2.10. Symetria zespolona operatorow

The study of complex symmetric (i.e., self-transpose) matrices has deep classical
roots, stretching back to the work of L-K Hua on automorphic functions [85], N
Jacobson on projective geometry [86], I Schur on quadratic forms [151], CL Siegel
on symplectic geometry [148], and T Takagi on function theory [152]. ...

The pioneering work of Glazman |77, 78| marks the foundation of the extension

theory of complex symmetric differential operators;. ..

S. R. Garcia, E. Prodan, M. Putinar, Mathematical and physical aspects of complex symmetric operators,
Journal of Physics. A. Mathematical and Theoretical 47(35) (2014), 353001.

W 2006 roku Garcia oraz Putinar [72| wprowadzili pojecie operatoréw zespolenie symetrycznych:
Niech T': H — H bedzie ograniczonym, liniowym operatorem na osrodkowej zespolonej przestrzeni Hil-
berta H. Moéwimy, ze operator T’ jest zespolenie symetryczny, jezeli istnieje baza ortonormalna w
H, w ktorej T posiada symetryczna reprezentacje macierzowa. Istnieje réwniez rownowazna definicja.
Przypomnijmy, ze sprzezenie to taki operator liniowy C: H — H, ze C? = I oraz C jest izome-
tria. Mowimy, ze operator T jest C-symetryczny, jezeli T' = C'T*C oraz operator T jest zespolenie
symetryczny, jezeli istnieje sprzezenie C wzgledem ktorego T jest C-symetryczny.

Operatory zespolenie symetryczne stanowia zaskakujaco duza klase operatoré6w. Obejmuje ona
wszystkie operatory normalne, operatory idempotentne, operatory zdefiniowane przez (skoriczone lub
nieskoniczone) macierze Hankla, skompresowane operatory Toeplitza oraz operator catkowy Volterry
(zobacz na przyktad [73, 74, 75, 76, 97]). Istnieje rowniez duze zainteresowanie badaniem zespolenie
symetrycznych operatorow kompozycji (zobacz na przyktad [71]).

Naszym celem w artykule [S6] bylo zbadanie wlasnosci interpolacyjnych operatoréw zespolenie
symetrycznych: Niech H= (Ho, H1) bedzie para Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta oraz niech
operator T bedzie taki, ze T: Hy — Hy oraz T': Hy — H; s3 ograniczone. Zatézmy, ze T: Hy — Hy
(odpowiednio T': Hy — Hj) jest Cy-symetryczny (odpowiednio Cj-symetryczny). Czy jest prawda, ze

T: [Hlp — [H]g jest Cy-symetryczny, gdzie [H]g jest przestrzenia interpolacyjna metody zespolonej
wzgledem pary (Ho, Hy) dla pewnego 6 € (0,1)?

W artykule [S6]| podalismy przyktady nieregularnych par Banacha oraz operatoréow pokazujace,
ze ogoblnie operatory zespolenie symetryczne nie zachowuja sie dobrze na interpolacyjnych przestrze-
niach Hilberta. Ponadto poruszyliémy kwesti¢ interpolacji operatoréow zespolenie symetrycznych dzia-
tajacych na regularnych parach Banacha. Nasz gltéwny wynik méwi, ze pod pewnymi warunkami, jezeli
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operator T na parze Banacha H = (Hy, Hy) przestrzeni Hilberta jest C-symetryczny na Hy oraz Hi,
to jest on C-symetryczny na przestrzeniach posrednich (z tym samym C'). Nadmienmy, ze dla wezszej
klasy operatoréw normalnych, na powyzsze pytanie MC¢Carthy udzielit odpowiedzi twierdzacej tylko
dla przypadku regularnych i uporzadkowanych par przestrzeni Hilberta:

FAKT (|28, Theorem 2.1]). Jezeli H = (Hy, Hy) jest reqularng oraz uporzedkowang parg zespo-

lonych przestrzeni Hilberta oraz operator T € L(H) jest normalny na obu przestrzeniach Hy oraz Hy,

to wéwczas operator T jest normalny na kazdej przestrzeni [ﬁ]g, 0 € (0,1) oraz jest przemienny z A.

Na postawione powyzej pytanie mozna odpowiedzie¢ twierdzaco w nastepujacych dwoch przy-
padkach:

TWIERDZENIE 2.100 (|S6, Theorem 1]). Niech H = (Hy, H,) bedzie regularng parg Banacha

zespolonych przestrzeni Hilberta. Jezeli operator T € L(H) jest C-symetryczny na obu przestrzeniach
Hy oraz Hy, to wowczas operator T’ jest C-symetryczny na [ﬁ]g dla kazdego 6 € (0,1).

TWIERDZENIE 2.101 ([S6, Theorem 2]|). Niech H = (Hy, H1) bedzie regularng parqg Banacha

zespolonych przestrzeni Hilberta oraz niech T € L(H). Jezeli zawezenie T do przestrzeni Hy jest ope-

ratorem C-symetrycznym oraz przemiennym z A, to wéwczas operator T jest A=2C A°*-symetrycany

na [Hlg dla kazdego 0 € (0,1).

W dowodzie powyzszych twierdzeri zastosowaliémy metode geometrycznej interpolacji. Ponizej
przedstawimy zastosowanie naszego gtéwnego twierdzenia do badania zespolenie symetrycznych ope-
ratorow Toeplitza na przestrzeniach Hilberta funkcji analitycznych. Dokltadniej, zaprezentujemy cha-
rakteryzacje zespolenie symetrycznych operatoréw Toeplitza na wagowych przestrzeniach Hardy’ego:

W dalszej czesci f = {fn} bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych takim, ze Sy = 1 oraz
B;L/" > 1. Przestrzen

Hp = {f € HD) : Z‘an‘Qﬁg < oo, f(z)= Zanzna KAS ]D)}
n=0 n=0

jest przestrzenig Hilberta. Dla specjalnych ciagéw (5, otraymujemy dobrze znane przestrzenie Hilberta
funkcji analitycznych:

« Jezeli 3, = 1 dla wszystkich n € Ny := NU {0}, to wowczas Hp jest przestrzeniag Hardy’ego
H2.
% Jezeli B, = (n+1)""? dla n € Ny, to wowezas Hp jest przestrzenia Bergmana A2

Zauwazmy, ze H? — A? oraz H? jest gesta w A2 stad wynika regularnoéé¢ pary (H?, A?). Ponadto

mamy
[H? A%y = Hg, 6 € (0,1),

gdzie B, = (n+1)~"2, n € Ny. Zgodnie z artykulem [97] dla dowolnych &, 8 definiujemy odwzorowanie

Cep: H(D) — H(ID) nastepujaco

() Ceaf(2):=€*f(c?2), feHD).

Odwzorowanie C¢g jest sprzezeniem na obu przestrzeniach H 2 oraz A?. Korzystajac z Twierdze-

nia 2.100, otrzymujemy, ze odwzorowanie C¢ ¢ jest rowniez sprzezeniem na przestrzeni interpolacyjnej

metody geometrycznej pomiedzy H? oraz A2, to jest na wagowej przestrzeni Hardy’ego H, 3 generowanej
przez ciag wagowy B = {(1+n)~%?}, gdzie 6 € (0, 1).



70 2.5. OMOWIENIE OSIAGNIEC NAUKOWYCH

Niech 9 bedzie funkcja mierzalng na D. Definiujemy odwzorowanie T, na A? wzorem

Tl,l)f = PWf), f € A27

gdzie P oznacza ortogonalny rzut przestrzeni L? na A% Jezeli odwzorowanie Ty: A2 — A2 jest ograni-
czone, to wowczas nazywamy je operatorem Toeplitza. Zauwazmy, ze gdy ¢ € L>®(DD), to wowczas
Ty jest operatorem Toeplitza na A?. Charakteryzacja zespolenie symetrycznych operatoréw Toeplitza
na przestrzeni Hardy’ego zostala przedstawiona w artykule [97, Theorem 2.4|. Zastosowanie Twier-
dzenia 2.100 pokazuje, ze ta charakteryzacja dotyczy réwniez zespolenie symetrycznych operatoréw
Toeplitza na wagowych przestrzeniach Hardy’ego:

TWIERDZENIE 2.102 ([S6, Theorem 3]). Niech ¢ bedzie funkcjg z L*°(D) ze wspdtczynnikamsi
Fouriera {¢)(n) }nez oraz niech 8 = {(1+n)""*}nen, 6 € (0,1) bedzie ciggiem wagowym. Nastepujgce

warunki sq réwnowazne:

(i) operator Toeplitza Tyy: Hg — Hg jest zespolenie symetryczny wzgledem sprzezenia Ceg (J).
(i) ¥(—n) = ¥(n)A", dla wszystkich n € Z oraz A € C takich, ze || = 1.
(ili) ¥(z) = 1/10 + >0 L () (2" + A"Z"), dla \ € C takiego, e that |\ =1, z € D.

) ¢

(iv) ¥(z) = ¥4 (2) + o + 1/J+(ei95), dla 1), € zH? oraz pewnego 0.

Symbolem 14 oznaczamy dodatnig cze$é 1 oraz Yo(z) = @Z(O)eo.
2.11. Rozmyte miary wektorowe oraz miary informacji o wartosciach wektorowych

Calka Lebesque’a funkcji skalarnych dostarczyta podstawowych narzedzi w kilku obszarach In-
formatologii, w tym definicje wskaznikéw do pomiaru réznych aspektoéw informacji. Na przyktad duza
czes¢ matematycznych definicji wskaznikéw oddziatywania czasopism naukowych mozna zamodelowaé
za pomoca catek. Wzrost liczby nowych miar informacji, ktére pojawily sie w ostatnich osiggnieciach
Informatologii sugeruje potrzebe ustanowienia ram matematycznych uwzgledniajacych te miary.

W niektérych biezacych badaniach wskazano réwniez, iz naturalna catke wektorowa funkcji
skalarnych wzgledem miar wektorowych mozna zastosowaé¢ do uogélnienia niektérych teoretycznych
przypadkow skalarnych (miar oddzialywania o wartosciach skalarnych) na przypadki wektorowe (miar
oddzialywania o wartosciach wektorowych). Teoria catki o wartosciach wektorowych zapewnia natu-
ralny sposéb reprezentacji wielowartosciowych wtasnosci srednich funkcji skalarnych wedtug prostej
zasady ,umieszczenia kazdej z wartosci w innym kierunku przestrzeni” (zobacz [16, 68|).

W ten sposob wektorowy charakter miar pozwala na potaczenie informacji z réznych indekséw
skalarnych w jednym obiekcie matematycznym. Formalizm caltki Bartle’a-Dunforda—Schwartza (zobacz
na stronie 82) moze by¢ wykorzystany do zdefiniowania oraz opracowania miar oddzialywania o war-
tosciach wektorowych (w przypadku addytywnym). Nalezy jednak zaakceptowac¢ brak addytywnosci
niektorych z najwazniejszych miar oddziatywania, takich jak wskaznik h (wskaznik Hirscha). Rzeczy-
wiscie, sensowne miary informacji powinny by¢ funkcjami wektorowymi oraz na ogét nie musza by¢

addytywne dla zbioréw roztacznych.

Niech (2, %, u) bedzie przestrzenia z miara o-skoriczona. Mowimy, ze funkcja zbioru c¢: ¥ —
R™ jest pojemnoscia skalarna, jezeli jest monotoniczna oraz spelnia warunek c(f)) = 0. Calka
Choqueta z funkcji f wzgledem pojemnodci skalarnej ¢ jest zadana przez

/Qfdc::/oooc({f>t})dt,
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gdzie {f > t} = {w € Q : f(w) > t}. W przypadku skalarnym catka Choqueta zapewnia catke
nieliniowg funkcji skalarnych wzgledem nieaddytywnych funkcji zbioru. Wektorowe catki Choqueta
wydaja sie by¢ pierwszym naturalnym uogdlnieniem, a powigzane przestrzenie funkcji catkowalnych
dla pojemnosci o wartosciach wektorowych zostaty ostatnio zbadane przez kilku autorow |54, 93, 156,
157].

Niech F bedzie przestrzenia Banacha. Funkcja zbioru C': ¥ — FE jest pojemnoscia wekto-
rowa (zwana takze pojemnoscia rozmyta lub miara rozmyta), gdy C(0) = 0. W artykule [S7]
zastosowali$my catkowanie funkcji skalarnych wzgledem miar rozmytych (o wartoéciach wektorowych).
Zauwazmy, ze funkcja Cy: [0,00) — E zdefiniowana wzorem

Cp(t) :=C({f > t}),

gdy f jest dodatnia funkcja prosta, jest zawsze dobrze zdefiniowana oraz jest ona réwniez catkowalna
w sensie Pettisa (stabo catkowalna). Zauwazmy, ze pojemnosé¢ wektorowa Cy mozna zdefiniowa¢ dla
kazdej funkcji mierzalnej f. €|y nazywamy funkcja rozkladu f. Pojemnos¢ wektorowa C': ¥ — E
nazywamy mierzalna, jezeli jej funkcja rozktadu jest silnie mierzalna. Méwimy, ze >-mierzalna funkcja
0 < f: Q — FE jest calkowalna wzgledem (mierzalnej) pojemnosci wektorowej C wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja C',, : [0,00) = E jest calkowalna w sensie Pettisa dla kazdego A € ¥ :

([ sac) = [“Cra0aa= [ sacan, e

Artykul [S7| nalezy rozumie¢ jako kontynuacje badan z artykutu [54], w ktorym kompletna teoria prze-
strzeni funkcji catkowalnych w sensie Choqueta wzgledem pojemnosci wektorowej zostata zbadana w
pelnej ogolnosci. Glowne wyniki teoretyczne oraz szkielet artykutu [S7] mozna znalezé w artykule [54].
Nalezy jednak wspomnieé¢, ze w artykule [S7] rozwazaliémy dla uproszczenia bardziej zawezone typy
calek. W artykule [S7| podalismy przyktady oraz konkretne definicje nowych wskaznikow ze szczego-

towymi obja$nieniami kilku modeli miar informacji.

Te podstawowe wymagania uzasadniaja kontynuacje badan w artykule [S7], ktory proponuje
funkcje catkowalne typu Choqueta (dla przypadku nieaddytywnego) wzgledem pojemnosci wektorowej
(zaréwno typu Bochnera jak i Pettisa) jako modele miar informacyjnych. Po ustaleniu modelu (funkcji
catkowalnej f) dla danej miary informacji, istnieja trzy sposoby zdefiniowania indeksu oceniajacego go
podczas dziatania w podzbiorach informacji:

(i) Norma f typu Bochnera.
(ii) Norma f typu Pettisa.
(iii) Norma caltki o wartosciach wektorowych z f.

Modele te zostaly zilustrowane licznymi przyktadami (zobacz [S7, Examples 16, 17, 18, 32| oraz [S7,
Section 5]). Omoéwmy krotko gtowne teoretyczne koncepcje z artykutu [S7]:

W Rozdziale [S7, Section 2| przeanalizowalismy pojecia wariacji oraz semiwariacji dla pojemno-
$ci o wartosciach wektorowych, oraz relacje pomiedzy nimi. Niech (€, X)) bedzie przestrzenia mierzalna,
C': ¥ — E bedzie pojemnoscia wektorows oraz z* € E*. Rozwazmy pojemnos¢ skalarng (C, z*) zadana

przez

(C,2%)(A) := (C(A),z*), A€
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Definiujemy wariacje |(C,z*)| tej pojemnosci na zbiorze A € ¥ wzorem

(C.a™)[(A) = sup DY [(C(Ai),a)],

{4}, =1
gdzie supremum przebiega po wszystkich ¥-podziatach {4;}7 , zbioru A. Méwimy, ze pojemnos¢ C
jest skalarnie ograniczona, jezeli
sup [(C,z")|(A) < 00, A€X.

x*€Bp+
Semiwariacja pojemnosci wektorowej C' na zbhiorze A € X jest dana przez

ICII(A) :== sup [(C,z")[(A).

z*€Bp+

Wilasnosci pojemnoscei o wartosciach wektorowych zostaly zbadane w Lematach [S7, Lemmas 3, 6].
Glownym wynikiem w Rozdziale [S7, Section 2] jest Twierdzenie [S7, Theorem 8]. Mozna je uznaé
za rozszerzenie dla pojemnosci o wartosciach wektorowych twierdzen Orlicza—Pettisa (zobacz na stro-

nie 82) oraz Vitalego-Hahna—Saksa. Zastosowalismy niektore z tych wynikow w Rozdziale [S7, Section
4].

W Rozdziale [S7, Section 3| przedstawilismy model funkeji C-caltkowalnych w sensie Bochnera.
Ten rodzaj catki wzgledem pojemnosci wektorowych jest najsilniejszym sposréd tych, ktére zapro-
ponowalismy jako modele narzedzi do pomiaru oddzialywania. Uzywamy tutaj symbolu L}S(C) dla
przestrzeni funkcji odpowiadajacej tej calce. Mowimy, ze funkcja f € M jest (silnie) calkowalna
wzgledem C oraz piszemy f € L}S(C'), jezeli jej funkcja rozktadu C)y) jest calkowana w sensie Boch-
nera wzgledem miary Lebesgue’a na [0, 00).

Mowimy, ze pojemnosé¢ wektorowa C': ¥ — E posiada wlasnosé Fatou, jezeli C(A,) — C(A)
w normie przestrzeni F, ilekro¢ A, T A dla wszystkich A,, A € Y. Przypomnijmy. ze pojemnos¢
wektorowa C': ¥ — F jest monotoniczna, jezeli

IC(A)|lgp <||IC(B)||p kiedy tylko A C B oraz A, B € X.

Méwimy, ze pojemnos¢ wektorowa C': 3% — FE jest quasi-podaddytywna, jezeli istnieje stata K > 1
taka, ze

|IC(AUB)|p < K(HC(A)HE + |C(B)||p) dla wszystkich A, B € ¥.
Jezeli K =1, to méwimy po prostu, ze pojemnosé C jest podaddytywna.

Rezultaty oméwione w dalszej czedci zostaty uzyskane przy zalozeniu, ze pojemnosé wektorowa

C' jest monotoniczna oraz quasi-podaddytywna, oraz posiada wtasnosé¢ Fatou.

W Lematach [S7, Lemmas 12, 13, 19, 20] oraz w Stwierdzeniu [S7, Proposition 23] podalismy
jawny dowod na to, ze przestrzent Li(C) wyposazona w norme

sy = [ lin@] o

jest krata quasi-Banacha. W Stwierdzeniu [S7, Proposition 21] udowodnilismy, ze przestrzeri Ly (C) po-
siada wlasnos¢ Fatou. Stwierdzenie [S7, Proposition 25| podaje charakteryzacje porzadkowej ciagtosci
przestrzeni Li(C).

Model funkcji C-catkowalnych w sensie Pettisa zostal przedstawiony w Rozdziale [S7, Section
4]. Pokazaliémy w jaki sposéb mozna uog6lni¢ catke Bartle’a~Dunforda—Schwartza na przypadek po-

jemnosci wektorowych. Niech C' bedzie skalarnie ograniczona. Zauwazmy, ze w tym przypadku mozemy
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zdefiniowaé catke Choqueta funkcji mierzalnej f > 0 wzgledem pojemnosci skalarnej [(C, x*)| w tra-

dycyjny sposoéb:

| raican = [Ty

Naturalng formutg definiujaca catke z funkcji nieujemnej f jest calka Pettisa z jej funkcji rozktadu Cf.
Jezeli f > 0 jest funkcja mierzalna, to mozemy zdefiniowaé catke z tej funkeji, tak jak w przypadku
funkeji catkowalnych w sensie Bochnera:

/Qde - /Ooo Cy(t) dt.

Przypomnijmy, ze podzbiér N kuli jednostkowej Bg+ nazywamy normujacym dla pojemnosci wek-
torowej C': ¥ — F, jezeli

IC(A)llg = sup (C(A),z"), AeX.

z*eN

W szczegdlnosci moéwimy, ze pojemnosé wektorowa C': X — F jest skalarnie ograniczona wzgledem
podzbioru N przestrzeni dualnej E* (w skrocie N-skalarnie ograniczona), jezeli

sup [(C,z")|(A) < o0, A€l

z*EN
Méwimy, ze pojemnosé wektorowa C: Y — F jest skalarnie podaddytywna wzgledem zbioru nor-
mujacego N dla C| jezeli pojemnos¢ skalarna |(C( ), z*)| jest podaddytywna dla kazdego z* € N, a

mianowicie

(C(AUB),z")| <[(C(A),2")| + (C(B), ")
dla wszystkich par zbioréow roztgcznych A, B € 3. Przypomnijmy, ze pojemnosé wektorowa C': ¥ — E
jest rownowazna mierze skoticzonej )\, gdy dla wszystkich A € ¥

sup ||C(B)||g =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A(A4) =0.
BCA, BEY.

Niech N C Bpg~ bedzie zbiorem normujacym dla N-skalarnie ograniczonej pojemnosci wek-
torowej C': ¥ — FE. Méwimy, ze funkcja mierzalna f jest stabo C-calkowalna wzgledem N, jezeli
spelnione sa nastepujace warunki:

(i) Funkcja rozktadu Cjy jest catkowalna w sensie Pettisa.
(ii) Funkcjonat ||fHL%),N(C) zdefiniowany jako

1 d *
Fro s [ (71a(Ca)

jest skonczony dla f.

Niech C: ¥ — FE bedzie skalarnie podaddytywna (wzgledem N C Bpg+) oraz rownowazna
mierze skoriczonej A. Wtedy przestrzen L7137N(C) definiujemy jako podzbioér przestrzeni L°(\) klas
rownowaznosci C-p.w. réwnych funkcji stabo C-catkowalnych wzgledem N. Jezeli N = Bg-, to po
prostu piszemy L} (C).

Lemat [S7, Lemma 29| pokazuje, ze L%;}N(C) jest przestrzenia liniowa, gdy tylko N C Bpgx
jest normujacy dla pojemnosci wektorowej C: X — E. Aby uzyska¢ rozsadne wlasnosci przestrzeni
L%;7 ~(C) zalozylismy w artykule [ST], ze C jest skalarnie podaddytywna wzgledem N oraz réwnowazna
mierze skoriczonej A, oraz przestrzen E jest refleksywna. W Lemacie [S7, Lemma 30| udowodnilismy,
ze L%% ~(C) jest ideatem w LY(X). W Twierdzeniu [S7, Theorem 31| przedstawilismy gléwny wynik
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Rozdziatu [S7, Section 4]: Jezeli dodatkowo pojemnosé C jest dodatnia oraz podaddytywna dla funk-
cjonatéw dodatnich, to przestrzen L71>(C’) wyposazona w quasi-norme jest zupetna. W zwiazku z tym
przestrzen L}, (C) jest przestrzenia quasi-Banacha.



Rozpziar 3

Informacja o aktywnosci naukowej

Ponizszy wykaz czternastu publikacji zawiera zardwno pozycje, ktore stanowia cykl tematycznie
powigzanych artykutéw naukowych oznaczonych przez A, jak i pozostate artykuly oznaczone przez S.

Wykaz opublikowanych artykuléw w czasopismach naukowych

[A7] M. Mastyto, R. Szwedek, Interpolation of s-numbers and entropy numbers of operators, Banach
Journal of Mathematical Analysis 13(2) 2019, 427-448.

[S7] E. A. Sanchez Pérez, R. Szwedek, Vector valued information measures and integration with respect
to fuzzy vector capacities, Fuzzy Sets and Systems. An International Journal in Information Science
and Engineering 355 2019, 1-25.

[A6] R. Szwedek, Geometric interpolation of entropy numbers, The Quarterly Journal of Mathematics
69(2) 2018, 377-389.

[S6] P. Mleczko, R. Szwedek, Complex symmetric operators and interpolation, Journal of Mathematical
Analysis and Applications 462(1) 2018, 210-215.

[A5] E. A. Sanchez Pérez, R. Szwedek, Vector measures with values in ¢>°(I') and interpolation of
Banach lattices, Journal of Convex Analysis 25(1) 2018, 75-92.

[A4] P. Mleczko, R. Szwedek, Interpolation of Hardy spaces on circular domains, Mathematische Na-
chrichten 290(14-15) 2017, 2322-2333.

[S5] M. Mastyto, R. Szwedek, Kahane-Salem-Zygmund polynomial inequalities via Rademacher proces-
ses, Journal of Functional Analysis, 272(11) 2017, 4483-4512.

[A3] M. Mastylo, R. Szwedek, Figenvalues and entropy moduli of operators in interpolation spaces,
Journal of Geometric Analysis 27(2) 2017, 1131-1177.

|[A2] R. Szwedek, On interpolation of the measure of non-compactness by the complex method, The Qu-
arterly Journal of Mathematics 66(1) 2015, 323-332.

[A1] R. Szwedek, Interpolation of approximation numbers between Hilbert spaces, Annales Academiz
Scientiarum Fennicee. Mathematica, 40(1) 2015, 343-360.

[S4] L. Grafakos, M. Mastylo, R. Szwedek, Interpolation of multilinear operators acting between quasi-
Banach spaces, Proceedings of the American Mathematical Society 142(7) 2014, 2507-2516.

[S3] M. Mastylo, R. Szwedek, Interpolative construction and factorization of operators, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 401(1) 2013, 198-208.
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[S2] R. Szwedek, Interpolation of a measure of weak non-compactness, Annales Academize Scientiarum
Fennicee. Mathematica, 36(2) 2011, 537-552.

[S1] R. Szwedek, Measure of non-compactness of operators interpolated by the real method, Studia
Mathematica 175(2) 2006, 157-174.

Informacja o wystapieniach w instytucjach naukowych.

*x Pobyt naukowy na Universitat Politecnica de Walencia w Walencji, Hiszpania, od 1 do 8
kwietnia 2017. na zaproszenie Prof. Enrique A. Sancheza Pereza.
Odczyt wydziatowy w Instituto Universitario de Matematica Pura y Aplicada, Entropy, spec-

tra and width numbers of operators.

*x Uniwersytet Zielonogérski, Polska, 2 kwietnia 2014.
Odczyt wydzialowy na Wydziale Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Interpolacja miary

niezwartosci operatordw metodg zespolong.

* Pobyt naukowy w Friedrich-Schiller-University Jena, Niemcy, od 18 do 29 Czerwca 2007.
Odczyt seminaryjny w Fakultdt fiir Mathematik und Informatik, Interpolation of measure of

weak non-compactness by the abstract real method.

Informacja o zgloszonych wystapieniach w ramach sesji sekcyjnych na miedzynarodo-
wych konferencjach naukowych.

« Radostaw Szwedek, 2018 r., Vector measures with values in ¢>°(I") and interpolation of Banach
lattices. Pawet Domansgki Memorial Conference, Bedlewo, Polska, od 1 do 7 lipca 2018 r.

* Radostaw Szwedek, 2017 r., Eigenvalues and entropy numbers of powers of operators. New
perspectives in the theory of function spaces and their applications, Bedlewo, Polska, od 17
do 23 wrzesnia 2017 r.

x Radostaw Szwedek, 2017 r., Interpolation of Hardy spaces on circular domains. Banach Spaces
and Operator Theory with Applications, Poznan, Polska, od 3 do 7 lipca 2017 r.

*x Radostaw Szwedek, 2015 r., Interpolation of entropy moduli between Hilbert spaces. Function
Spaces XI, Zielona Goéra, Polska, od 6 do 10 lipca 2015 r.

*x Radostaw Szwedek, 2015 r., Interpolation of approrimation numbers between Hilbert spaces.
Workshop on Functional Analysis Valencia 2015, Walencja, Hiszpania, od 15 do 19 czerwca
2015 r.

x Radostaw Szwedek, 2014 r., Entropy moduli and eigenvalues of operators. Joint Meeting of
the German Mathematical Society (DMV) and the Polish Mathematical Society (PTM), Be-
dlewo, Polska, od 17 do 20 wrzesnia 2014 r.

x Radostaw Szwedek, 2014 r., Entropy numbers and eigenvalues of operators. Aleksander Pel-
czyniski Memorial Conference, Bedlewo, Polska, od 13 do 19 lipca 2014 r.
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*x Radostaw Szwedek, 2014 r., Figenvalues and spectral properties of entropy numbers of ope-
rators. Integration, Vector Measures and Related Topics VI, Bedlewo, Polska, od 15 do 21
czerwca 2014 r.

*x Radostaw Szwedek, 2014 r., Complez interpolation of the measure of non-compactness and ap-
proximation properties. Geometry of Banach Spaces, Albacete, Hiszpania, od 10 do 13 czerwca
2014 r.

*x Radostaw Szwedek, 2013 r., Entropy numbers and eigenvalues of operators acting on interpo-
lation spaces. Positivity VII, Lejda, Holandia, od 22 do 26 lipca 2013 r.

x Radostaw Szwedek, 2013 r., Entropy moduli and eigenvalues of operators. Tenth Advanced
Course in Operator Theory and Complex Analysis, Sewilla, Hiszpania, od 9 do 13 czerwca
2013 r.

x Radostaw Szwedek, 2012 r., Approximation properties and interpolation of the measure of
non-compactness. Function Spaces X, Poznan, Polska, od 9 do 14 lipca 2012 r.

*x Radostaw Szwedek, 2010 r., Interpolation of measure of non-compactness by the complex me-
thod. The Jézef Marcinkiewicz Centenary Conference, Poznan, Polska, od 28 czerwca do 2
lipca 2010 r.

Informacja o udziale w komitetach organizacyjnych i naukowych konferencji miedzy-
narodowych.

* Banach Spaces and Operator Theory with Applications, 2017 r., Poznari, Polska, od 3 do 7
lipca 2017. Cztonek komitetu organizacyjnego.

Informacja o uczestnictwie w pracach zespoléw badawczych realizujacych projekty
finansowane w drodze konkurséw krajowych lub zagranicznych.

* Projekt badawczy NCN.
Tytut: ,, Teoria operatoréw i jej zastosowania’
Kierownik projektu: prof. dr hab. Mieczystaw Mastyto.
Peliona rola w projekcie: wykonawca.
Rodzaj programu: Opus 9.
Numer projektu: 2015/17/B/ST1/00064.
Okres realizacji: od 21 stycznia 2016 do 20 stycznia 2019.

* Grant Fundacji Nauki Polskie;j.
Tytul: ;Metody interpolacyjne w teorii operatoréw i przestrzeni Banacha”
Kierownik grantu: prof. dr hab. Mieczystaw Mastyto.
Pelniona rola w grancie: stypendysta (w roku 2013), wykonawca (w latach 2014-2015).
Rodzaj programu: Subsydium ,MISTRZ".
Numer grantu: 7./2012.
Okres realizacji: od 1 stycznia 2013 do 31 grudnia 2015.

* Grant Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego
oraz Deutscher Akademischer Austausch Dienst.
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Tytut: ,Properties of compact operators between function spaces and their applications”
Kierownicy grantu: prof. dr hab. Leszek Skrzypczak oraz prof. dr Hans-Gerd Leopold.
Pelniona rola w grancie: uczestnik.

Rodzaj programu: projekt wykonawczy MNiSW-DAAD.

Numer grantu: DWM 75/DAAD/JC/2007.

Okres realizacji: od 2007 do 2008.

Czlonkostwo w miedzynarodowych lub krajowych organizacjach i towarzystwach na-

ukowych wraz z informacja o pelnionych funkcjach.

*

Od 2010 r. Czlonek Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Informacja o recenzowanych pracach naukowych publikowanych w czasopismach mie-

dzynarodowych.

*

*

*

*

*

Mathematische Nachrichten, 2019 r.

Journal of Approximation Theory, 2018 r.

Mathematica Scandinavica, 2018 r.

Positivity, 2018 r.

Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences, 2017 r.
Annales Academiz Scientiarum Fennicee Mathematica, 2016 r.
Commentationes Mathematicae, 2016 r.

Abstract and Applied Analysis, 2013 r.

Opieka naukowa nad doktorantami.

*

Imie i nazwisko doktoranta: Bartosz Staniow.

Tytut rozprawy doktorskiej: ,Operatory catkowe i multiplikatory miedzy przestrzeniami funk-
¢ji holomorficznych na dysku”

Nazwa jednostki organizacyjnej ksztalcacej doktoranta: Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Charakter opieki naukowej - promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim.

Nagrody za dziatalno$é naukowsq.

*

*

Nagroda indywidualna III stopnia, 2018 r., Rektor Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w

Poznaniu, za wyniki naukowe.

Nagroda Dziekana, 2007 r., Dziekan Wydziatu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im.
Adama Mickiewicza w Poznaniu, za wyrdzniong rozprawe doktorsks.



Rozpziar 4

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych

Informacja o obcigzeniu dydaktycznym.

x Lata akademickie: od 2017 r. do 2020 r.
Wryktad: Matematyka - Chemia.
Cwiczenia: Matematyka - Chemia.

* Rok akademicki: od 2016 r. do 2017 r.
Wyktad: Matematyka - Chemia.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1, Analiza funkcjonalna, Teoria miary i catki, Matematyka
- Chemia.

* Rok akademicki: od 2015 r. do 2016 r.
Wryktad: Matematyka - Chemia.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1, Teoria miary i caltki, Matematyka - Chemia.

* Rok akademicki: od 2014 r. do 2015 r.
Wryktad: Matematyka - Chemia.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1, Teoria miary i catki, Analiza matematyczna dla infor-
matykow 1, Matematyka - Chemia.

* Rok akademicki: od 2013 r. do 2014 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1 i 3, Analiza funkcjonalna, Analiza matematyczna dla
informatykow 1, Matematyka - Chemia.

* Rok akademicki: od 2012 r. do 2013 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1, Podstawy matematyki - Biologia, Matematyka - Geoin-
formacja, Matematyka ze statystyka - Biologia, Wstep do matematyki, Analiza matematyczna
dla informatykéw 1, Matematyka - Chemia.

* Rok akademicki: od 2011 r. do 2012 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1, Matematyka - Geoekologia, Matematyka - Biologia i

ochrona $rodowiska, Analiza matematyczna dla informatykow 1.

* Rok akademicki: od 2010 r. do 2011 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1 oraz 3, Analiza funkcjonalna, Teoria miary i catki.

Seminarium licencjackie.

* Rok akademicki: od 2009 r. do 2010 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1 oraz 3, Analiza funkcjonalna.

Seminarium licencjackie.
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* Rok akademicki: od 2008 r. do 2009 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1 oraz 3, Analiza funkcjonalna, Funkcje analityczne.

* Rok akademicki: od 2007 r. do 2008 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 3 oraz 4, Analiza funkcjonalna, Teoria miary i calki, Funkcje

analityczne.

* Rok akademicki: od 2006 r. do 2007 r.
Cwiczenia: Analiza matematyczna 1, Analiza funkcjonalna, Funkcje analityczne.

Informacja o recenzowanych pracach dyplomowych.

* Imie 1 nazwisko studenta: Natalia Wojtkowiak.
Tytut pracy licencjackiej: ,,O funkcjach ciagtych nierdzniczkowalnych w Zadnym punkcie”,
2016 1.

* Imie 1 nazwisko studenta: Magdalena Glowinska.

Tytut pracy licencjackiej: ,,O rownaniu funkcyjnym d’Alemberta”; 2016 .

% Imie 1 nazwisko studenta: Sylwia Modzelewska.
Tytut pracy licencjackiej: “Metody obliczania catek niewtagciwych. Wartosé gtéwna catki”,
2015 1.

* Imie i nazwisko studenta: Paulina Toczko.
Tytut pracy licencjackiej: ,Sumowalnos¢ szeregéow Fouriera”, 2015 r.

Podnoszenie kwalifikacji dydaktycznych.

* Test TOEIC Listening & Reading z wynikiem 960 pkt, 2018 r.

* Studia podyplomowe na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, Przetwarzanie
danych — Big Data, od 2017 r. do 2018 r.

*x Kurs w ramach projektu ZCPK: Zintegrowane Centrum Podnoszenia Kompetencji, Kurs je-
z2yka angielskiego: od B2 do C1, od 2017 r. do 2018 r.

« Kurs w ramach projektu ZCPK: Zintegrowane Centrum Podnoszenia Kompetencji, Aktorskie

umiejetnosci emisyi gtosu jako innowacyjne narzedzie pracy nauczyciela akademickiego, 2017 r.

* Kurs w ramach projektu ZCPK: Zintegrowane Centrum Podnoszenia Kompetencji, Data mi-

ning w Srodowisku programistycznym R, 2017 1.

Opieka naukowa nad studentami. W 2016 r. bytem opiekunem dwéch zespotéw badawczych
w czwartej edycji Poznaniskich Praktyk Badawczych, pracujacych nad nastepujacymi zagadnieniami:

* Krzywe zmian blasku planetoid.

% Stworzenie narzedzia do obliczania parametru sity sprezyn gazowych, dostosowanej do wymo-
géw uzytkownika.



Notacja, definicje i fakty

Miary wektorowe oraz operatory calkowania

W tej czedci zarysujemy tto teorii miary wektorowej oraz ustalimy istotne oznaczenia. Wiecej
szczegOblow na ten temat mozna znalezé¢ w ksigzkach [55, 103, 107, 130].

W tej sekcji, bedziemy rozwaza¢ przestrzenie Banacha X,Y,Z nad ciatem liczb zespolonych
(w skrocie zespolone przestrzenie Banacha). Nalezy zauwazy¢, ze mozemy rowniez zatozy¢, ze sa to
przestrzenie Banacha nad ciatlem liczb rzeczywistych (w skrocie rzeczywiste przestrzenie Banacha),
ale dla uproszczenia prezentacji bedziemy rozwazaé przypadek zespolony. Przez Bx bedziemy ozna-
czali (domknieta) kule jednostkowa przestrzeni X. Tak jak zazwyczaj, przez X* bedziemy oznaczali
przestrzen dualng do przestrzeni Banacha X. Jezeli Y i Z sa izometryczne, to bedziemy pisaé Y = Z.

Niech (2,3, ) bedzie przestrzenia z miara o-skoriczong oraz niech L°(u) bedzie przestrzenia
(klas réwnowaznosci p-p.w. rownych) funkcji mierzalnych na Q o wartosciach zespolonych, wyposa-
zong w topologie zbieznosci wedlug miary na zbiorach miary skoriczonej. Zbiér wszystkich funkcji
Y-prostych bedziemy oznaczali przez simX..

Dla dowolnych dwoch funkeji o wartosciach rzeczywistych f oraz g bedziemy uzywaé symbolu
f < g, gdy istnieje stata ¢ > 0 taka, ze f(t) < cg(t) dla wszystkich ¢ z dziedziny f oraz g oraz f < g
za kazdym razem, gdy f < g oraz g < f.

Ideatem Y := Y (p) kraty wektorowej L°(u) nazywamy podprzestrzen wektorows takich f €
LO(u), dla ktorych jest spelniony warunek | f| < |g| p-p.w. dla pewnego g € Y. Ideat (Y (p), || - ||y-) nazy-
wamy funkcyjna krata Banacha (w skrocie kratg Banacha) (lub funkcyjng przestrzenia Kéthego)
na (Q,%, ), jezeli tylko sim¥ C Y oraz || - ||y jest taka norma kratows dla ktorej Y jest przestrzenia
zupeha. Przypomnijmy, ze norma kratowa to taka norma, ze dla kazdych f,g € Y spetniajacych
nierownosé¢ | f| < |g| p-p.w. rowniez mamy || f|ly < ||glly. Najbardziej znaczacymi przyktadami funk-
cyjnych krat Banacha sa przestrzenie Lebesgue’a, Orlicza oraz Lorentza.

Jezeli dodatkowo Y zawiera wraz z funkcja g kazda funkcje f, ktéra jest réwnomierzalna z
g, gdzie ||flly = |lglly, to méwimy wtedy, ze Y jest niezmiennicza ze wzgledu na nierosnace
przestawienie (lub symetryczna).

Dodatni stozek przestrzeni LY(u) oznaczamy przez L°(u)t oraz dodatni stozek przestrzeni
Y oznaczamy przez Y := Y N L(u)T. Méwimy, ze dodatnia funkcja e € Y jest staba porzadkows
jedynka przestrzeni Y, jezeli jest staba porzadkowa jedynka czesci rzeczywistej Yr (to znaczy, jezeli
dla kazdego f € YT mamy f A (ne) 1 f lub réwnowaznie z A e = 0 implikuje, ze z = 0), ktora
z kolei jest rzeczywista krata Banacha (to znaczy Yg = Y N L% (u) gdzie LY (u) == {f € L%(u) :
f jest funkcja o wartosciach rzeczywistych p-p.w.}). Funkcja stala yq jest staba porzadkowa jedynka
kraty Banacha Y.
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Krata Banacha Y jest kompleksyfikacja (uzespoleniem) rzeczywistej kraty Banacha Y wyposa-
zonej w norme || - ||y, . Norma || ||y, pokrywa si¢ z zawezeniem normy | - ||y- do podprzestrzeni Y (to
znaczy ||flly = || |f]l|x; dla kazdego f €Y).

Jezeli Y = Y (p) jest kratag Banacha na (€2, %, 1) oraz w € L°(u) jest funkcja wagowa na € (to
znaczy w > 0 p.w. na ), to przez Y (w) bedziemy oznaczali wagowa krate Banacha wyposazong w

norme || f{ly w) := [lfwlly-

Dla danej kraty Banacha (Y || - ||y), czes¢ porzadkowa ciagla (absolutnie ciggtla) Y, kraty
Y jest zdefiniowana jako

Yo:={feY :|f|>|fal L 0 gdzie f, €Y, implikuje ||f,[ly | 0}.

Y, jest domknietym ideatem porzadkowym kraty Y. Ideal Y, jest najwiekszym ideatem porzadkowym
kraty Y, ktory dla normy indukowanej || - ||y jest porzadkowo ciagly. Zauwazmy réowniez, ze f € Y,
wtedy i tylko wtedy, gdy limy, o0 || fxs, ly = 0 dla dowolnego ciagu { B}, C ¥ takiego, ze B, \,
(to znaczy ciag {B,} jest ciagiem zstepujacym takim, ze u(B, N B) — 0 dla kazdego zbioru miary
skoniczonej B). Mowimy, ze krata Banacha Y jest porzadkowo ciagta (lub minimalna), gdy Y =Y,

Przypomnijmy rowniez, ze kazdy ideal Z o nosniku Q (lub rownowaznie yo € Z) porzadkowo
cigglej kraty Banacha Y jest gesty w Y.

Mo6wimy, ze krata Banacha X jest maksymalna (lub posiada wlasnosé Fatou), jezeli ilekro¢
{x,} jest takim ciggiem ograniczonym w normie przestrzeni X, ze 0 < z, T« € L(p), to wtedy z € X

oraz [|znllx T |z x-

Przypomnijmy, ze zbiorem dodatnio normujacym B, nazywamy taki zbiér przestrzeni dualnej
L* kraty L, ze

[z|[z = sup (|z[,z%).
z*eB

Niech (92,3) bedzie przestrzenia mierzalng i niech m: ¥ — X bedzie miara wektorowa (to
znaczy m jest o-addytywna funkcja zbioru). Wariacja miary m nazywamy funkcje zbioru |m|: ¥ —
[0, 00] zadang przez |m|(A) = sup, > pc, [m(B)||x dla kazdego A € ¥, gdzie supremum przebiega
po wszystkich skoriczonych i roztacznych podziatach 7 zbioru A. Miara |m/| jest najmniejsza miara o
wartosciach w [0, oo], ktéra majoryzuje m (to znaczy |m(A)||r < |m|(A) dla kazdego A € ¥). Dla
kazdego z* € X*, niech (m,z*): ¥+ C oznacza miare skalarna

(m,2")(A) := (m(A4),z%), AeX.
Semiwariacja ||m/| miary m nazywamy funkcje zbioru zdefiniowana jako

Im[|(A) == sup [(m,27)|(4), A€,

CIZ*EBX*

gdzie Bx~ jest kula jednostkowa przestrzeni X*.

Twierdzenie Orlicza—Pettisa glosi, ze skoniczenie addytywna funkcja zbioru m: ¥ — X o warto-
$ciach w przestrzeni Banacha X jest o-addytywna wtedy i tylko wtedy, gdy jest skalarnie o-addytywna
(to znaczy (m,z*) jest o-addytywna dla dowolnego x* € X*).

Niech £°(X) oznacza przestrzeri wszystkich zespolonych, Y-mierzalnych funkcji na . Zgodnie
z [107, Definition 2.1] funkcje f € £°(X) bedziemy nazywac catkowalng wzgledem miary wekto-
rowej m (w skrocie m-catkowalna), jezeli
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(1) jest calkowalna wzgledem kazdej miary skalarnej (m,x*) dla z* € X* oraz
(2) dla kazdego zbioru A € ¥, istnieje jedyny element my(A) € X, spetniajacy rownosé

<mf(A),a:*>:/Afd<m,x*>, " e X*.

Z twierdzenia Orlicza—Pettisa (zobacz [55, Ch. I, Corollary 2.4]) funkcja zbioru mg: A — mys(A) o
wartosciach z przestrzeni X jest miarg wektorowa. Miar¢ wektorowa m; bedziemy nazywali catka
nieoznaczona z funkcji f wzgledem (miary wektorowej) m oraz bedziemy uzywaé klasycznego zapisu

/fdm:—mf(A), AeX.
A

Niech L!(m) oznacza przestrzeni wszystkich calkowalnych wzgledem miary m funkeji na , wyposazona

w seminorme || - || 1,y okreslong przez

£l = sw [ Ifldlim,a)l, £ e Lm)
z*€Bx* JQ

Powyzszy funkcjonal rowniez spetnia rownosé || f{| 1,y = [|my[|(22). Kazda X-prosta funkcja s: 2 — C

(to znaczy s = Z?Zl ajxa, dla pewnych a; € C oraz A; € X, gdzie j € {1,...,n} oraz n € N) jest

catkowalna wzgledem miary m.

Niech N(m) oznacza podprzestrzen L'(m) sktadajaca sie z tych wszystkich funkcji f, ktore
spetniaja warunek || f|[z1(,,) = 0. Zbior A € X nazywamy zbiorem miary zero wzgledem miary
wektorowej m, jezeli x4 € N(m) (to znaczy ||m|[(A) = 0). Rodzing zbior6w miary zero wzgledem
miary m oznaczamy przez No(m). Zbiory miary zero wzgledem m oraz wzgledem |m|| sa takie same

(to maczy No(m) = No([lml])).

Identyfikujemy L'(m) z jego przestrzenia ilorazowa L!'(m)/N (m) oraz bedziemy identyfikowad
seminorme || - ”Ll(m) 7 norma tej przestrzeni ilorazowej. L!(m) jest krata wektorowa z m-p.w. punk-

towym porzadkiem oraz || - ||L1( jest norma kratowa na L'(m). Jak zwykle, bedziemy pisa¢ I, dla

m)
operatora catkowania I,,, : ¥ — X, I,(f) :== [, fdm dla f € L'(m). Jezeli wymagany jest tylko
podpunkt (1) w powyzszej definicji, to powyzsza konstrukcja zapewnia funkcyjng krate Banacha L. (m)

funkcji stabo calkowalnych wzgledem miary m, wyposazong w takie same norme i porzadek.

Przypomnijmy nastepujacy wynik Lewisa z artykutu [107]: Funkcja f € LY(X) jest calkowalna
wzgledem miary m wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag {s,}52; C sim¥ (odpowiednio, {f,}5>, C
L'(m)) zbiezny punktowo do f taki, ze ciag { [, sn dm}52, (odpowiednio, { [, fr dm}22,) jest zbiezny
w przestrzeni X dla kazdego A € ¥ oraz

/ fdm=lim [ s,dm (odpowiednio, / fdm = lim fndm>.
A A A A

n—oo n—oo

Miare skoriczona p: ¥ — [0, 00) nazywamy miara kontrolna dla miary wektorowej m: ¥ —
X, jezeli p oraz m sa wzajemnie absolutnie ciagle (to znaczy u(A) — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
m(A) — 0). Na mocy twierdzenia Pettisa powyzszy warunek jest rownowazny No(u) = No(m).

Istnienie funkcjonatu liniowego z* € X* takiego, ze miara skalarna |[(m,z*)|: ¥ — [0, 00) jest
miarg kontrolng dla m zapewnia twierdzenie Rybakowa [55, Ch. IX, Theorem 2.2|. Funkcjonal z* jest
nazywany funkcjonalem Rybakowa.



84 NOTACJA, DEFINICJE I FAKTY

Dla przestrzeni L'(m) zachodzi twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej. Dla danego
g € LY(m)*, jezeli {f,}22, C LY(X) zbiega m-p.w. do funkcji f € LO(X) oraz |f,] < g m-p.w. dla
wszystkich n € N, to f jest m-catkowalna oraz limy, o0 fn = f w topologii normy || {11,

Przestrzeni L' (m) jest generowang przez zbior stabo zwarty przestrzenia Banacha, w ktérej simY
jest gesty. Dla dowolnej miary kontrolnej u dla m przestrzeri L'(m) C L°(u) jest krata Banacha na
przestrzeni z miarg (€2, %, p1), jej norma || - || 11,,,) Jest porzadkowo ciagla norma kratows oraz funkcja
stata xq jest stabg jedynka L'(m). Poniewaz przestrzent L' (m) jest porzadkowo ciagla, to jej przestrzeri
dualna L'(m)* posiada reprezentacje jako przestrzen dualna Kothego L'(m)’, ktéra jest zdefiniowana
przez funkcje mierzalne pozwalajace na zapis elementéw z dualu jako catek. Dla dowolnego funkcjo-
natu Rybakowa z*, zachodzi zanurzenie L'(m) C L(|(m,x*)|) jako podkrat wektorowych przestrzeni
LY(|(m, z*)|) oraz naturalny operator tego zanurzenia jest ciagly.

Przestrzen L°°(m) sktada sie ze wszystkich m-istotnie ograniczonych X-mierzalnych funkcji o
wartosciach z C. Jest ona wyposazona w istotna norme supremalna || - || Loo(m) Oraz jest funkcyjng krata
Banacha na przestrzeni z miara (2, X, u), gdzie p jest dowolng miarg kontrolna dla m.

Miare wektorowa o wartodciach z kraty Banacha nazywamy dodatnia, jezeli jej obraz lezy w
stozku dodatnim. Niech E bedzie porzadkowo ciagly krata Banacha ze staba jedynka. Wtedy istnieje
dodatnia miara wektorowa m o wartosciach w E taka, ze E oraz L!'(m) sa kratowo izometryczne
(zobacz [43, Theorem 8| lub [130, Proposition 3.9]). Jezeli E jest krata Banacha oraz m: ¥ — F jest
dodatnig miarg wektorowa, to norma || - ||L1(m) przyjmuje prostsza forme

sy =) [ 171

Przypomnijmy niektére zaawansowane wyniki dotyczace miar wektorowych przyjmujacych war-
toscl w £°° (F, X(u)), zadanych przez rodziny indeksowane przez zbior I' funkcji nalezacych do X (u).
Niech (€2, ¥, 1) bedzie przestrzenia z miara.

FAKT ([146, Lemma 5.1]). Niech N C L'(u) bedzie zbiorem ograniczonym oraz niech my: ¥ —
(>®(N) bedzie funkcjq zbioru zadang przez

my(A) :z(/Ang)gEN.

Zachodzg wtedy nastepujgce stwierdzenia:

(i) Jezeli N jest relatywnie stabo zwartym podzbiorem L'(u), to my jest miarg wektorowq.
(ii) Jezeli N jest takie, ze my jest o-addytywna oraz przestrzer Li(my) zawiera sic w L'(u), to
N jest relatywnie stabo zwartym podzbiorem L'(p).

FAKT ([146, Proposition 5.2|). Niech m: ¥ — E bedzie miarg wektorowq oraz niech p bedzie
miarg kontrolng Rybakowa dla m. Rozwazmy zbiér dodatnio normujgcy N dla L'(m) dany przez
d *
N {0 e e gy
dp
Niech my: ¥ — (°(N) bedzie miare wektorowq zdefiniowang tak jak w Lemacie 4. Wtedy L'(my) =
LY(m) oraz L. (my) = L. (m).

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy zbior N jest ograniczonym, rowno-catkowalnym (jednostajnie
catkowanym) podzbiorem L'(u), a zatem N jest podzbiorem relatywnie stabo zwartym.
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Metryczna entropia oraz wielkosci aproksymacyjne

Bedziemy uzywali standardowych pojec teorii przestrzeni Banacha. Gdy X = (X, ||-||y) jest
przestrzenia Banacha (czesto bedziemy pisac || - ||, gdy przestrzen Banacha zostala wczesniej ustalona),
to przez By bedziemy oznaczali jej (domknieta) kule jednostkowa. Przestrzenie ograniczonych oraz
przestrzenie zwartych operatoréw liniowych, pomiedzy przestrzeniami Banacha X oraz Y, bedziemy
oznaczali przez odpowiednio, L(X,Y) oraz K(X,Y), gdzie L(X) := L(X, X) oraz K(X) := K(X, X).
Operator T' € L(X) jest potegowo zwarty, jezeli istnieje n € N takie, ze T" € K(X).

Przypomnijmy pewne klasyczne wielkosci zwiazane z operatorem T € L(X,Y’) pomiedzy prze-

strzeniami Banacha:

Dla danego n € N, n-ta (wewnetrzna) liczba entropijna ¢, (T) = p,(T: X = Y) jest zde-
finiowana jako supremum zbioru tych wszystkich p > 0 takich, ze istniejg x1,...,x, € Bx, p > n, dla
ktérych

\T(z; —xj)|| >2p, 1<i<j<p,
n-ta (zewnetrzna) liczba entropijna ¢,(7T) = ¢,(T: X — Y) jest zdefiniowana jako infimum zbioru
tych wszystkich € > 0 takich, ze istnieja y1,...,y, € Y, dla ktérych

n
T(Bx) C | J{y; + By},
j=1
n-ta diadyczna liczba entropijna
en(T) :=egn-1(T),
n-ty modul entropijny

gn(T) = Iirellf\‘l ke (T)

oraz miara niezwartosci
B(T) := lim e,(T).
n—oo
Zauwazmy, ze |T|| = e1(T') = €,(T) dla kazdego n € N oraz ze T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
B(T) = 0.

Zwréémy szczegblna uwage na to, ze teoria s-liczb odgrywa zasadnicza role w badaniu ope-
ratoréw i lokalnej teorii przestrzeni Banacha oraz ze aksjomatyczne podejscie do tych liczb zostato
opracowane przez Pietscha w artykule [139] :

Dla danego n € N, n-ta liczba aproksymacyjna
an(T) :=inf {||T — S|| : S € L(E, F), rank(S) < n},
n-ta liczba Gelfanda
cn(T) :==inf {||T|¢| : G C E, codim(G) < n},
n-ta liczba Kolmogorowa
dp(T) :=inf{e > 0: G C F, dim(G) <n, T(Bg) C G + By}
oraz n-ta liczba Weyla

2n(T) :=sup {an(TS) : S € L(l2,X), ||S] <1}.
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Jezeli przez T* oznaczymy operator dualny do T, to ¢, (T") = d,(T*) dla dowolnego operatora,
podczas gdy analogiczne tozsamosci a,(T) = an(T*), do(T) = c(T*) sa prawdziwe ogolnie rzecz
biorac tylko dla operatoréw zwartych. W przypadku operatoréw dziatajacych pomiedzy przestrzeniami
Hilberta wszystkie te réoznorodne s-liczby pokrywaja sie.

Przypomnijmy nastepujaca podstawows relacje pomiedzy liczbami Kolmogorowa a liczbami
aproksymacyjnymi (zobacz |26, Proposition 2.4.6])

do(T) < an(T) < V2nd,(T), ne€N.

Inne wlasnosci powyzszych wielkosci mozna znalezé w monografii [26].

Teoria Riesza operatoréw ograniczonych

Przypomnijmy kilka podstawowych pojeé¢ i wynikéw 7z teorii spektralnej. Méwimy, ze dany ope-
rator T' € L(X) na zespolonej przestrzeni Banacha X jest operatorem Fredholma pod warunkiem,
ze jego jadro N(T) jest skoriczenie wymiarowe oraz kowymiar jego obrazu R(T') jest skoniczony. Znany
jest fakt, ze T jest operatorem Fredholma wtedy i tylko wtedy, gdy jego klasa réwnowaznosci jest
elementem odwracalnym w algebrze Calkina L(X)/K(X).

Oznaczmy przez o(1T") widmo operatora 7. Widmo istotne o.s(7") to zbiér wszystkich A € C,
dla ktérych Al x — T nie jest operatorem Fredholma, gdzie Ix oznacza operator identycznodci na
przestrzeni Banacha X. Istotny promien spektralny jest zadany wzorem

Tess (1) :=sup{|\| : A € 0ess(T)}.
Innym sposobem wyrazenia istotnego promienia spektralnego jest

Tess (T) = lim || 77|/

b}
n—00 €s$

gdzie || -] ., oznacza istotng norme T', to znaczy odlegtos¢ w L(X) od operatoréw zwartych na X,

[T ess = inf{[|T — Al - A € K(X)}.

Operator T' € L(X) z 1e5s(T) = 0 nazywamy operatorem Riesza. Przyktadami operatoréw Riesza
sa, operatory potegowo zwarte. Istotny promieni spektralny mozna réwniez obliczyé za pomoca wzoru
Nussbauma [129]

ress(T) = lim B(T™)"/".
n—oo
Sposrod elementow widma o (T') szczegolnie istotne sa wartosci wlasne. Przypomnijmy, ze krot-
no$é¢ algebraiczna wartosci wtasnej A # 0 operatora T' € L(X) jest zdefiniowana przez m(T;\) =
dim(Noo (M4 —T)), gdzie

o

Noo(Mx = T) := | N((A\Ix = T)").

n=1

Klasyczna teoria Fredholma stwierdza, ze zbiér
AT)={ e€a(T) : |\ >ress(T)}.
jest co najwyzej przeliczalny i sktada sie z izolowanych wartosci wlasnych o skonczonej krotnosci

algebraicznej. Powyzszy zbior bedziemy nazywaé Rieszowska czeScig widma operatora T'. Zauwazmy
rowniez, ze jezeli A € A(T), to wtedy X posiada rozklad

X = Noo(Mx = T) ® Roo(Mx — T)),
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gdzie
oo

Roo(Mx = T) := [ (Mx — T)*(X).

n=1
Rzut Py przestrzeni X na Noo(Mx — 1) z jadrem N(Py\(T)) = Roo(AMx — T) nazywamy rzutem
spektralnym wartosci wtasnej .

Zgodnie z teorig Riesza dla operatorow zwartych (zobacz [26] lub [161] po wiecej szczegotow)
dla danego T' € L(X) mozemy przypisa¢ ciag wartosci wlasnych {\,(T)} 7, z elementow zbioru
A(T) U{ress(T)} w nastepujacy sposob:

* wartosci wlasne sa uporzadkowane w kolejnosci nie wzrastajacych wartoéci bezwzglednych i
kazda wartoé¢ wtasna jest liczona zgodnie z jej krotnoscia algebraiczna;
x jezeli T' posiada mniej niz n wartosci wlasnych A takich, ze |A| > 7. (T), to wtedy ktadziemy

M(T) =241(T) = ... = ress(T);

* kolejnog¢ moze by¢ niejednoznacznie okreslona; wybieramy ustalona kolejnos¢ w powyzszej

postaci.

W przypadku gdy T jest operatorem Riesza, ciag wartosci wltasnych sktada sie tylko z wartosci wta-
snych.

W tym kontekscie rowniez mamy (zobacz e.g., [26] po wiecej szczegotow)
(A1) MN(T™)=X(T)™, m,neN
oraz
(A2)  M(RS)=M(SR), neN,

gdzie R € L(E,F), S € L(F, E) sa operatorami dziatajacymi pomiedzy zespolonymi przestrzeniami
Banacha.

Metody interpolacyjne

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych definicji i oznaczen z teorii interpolacji (tak jak
w11, 12, 15]).

Przestrzenie Banacha Aj oraz A; nazywamy para Banacha (zespolona para Banacha, gdy
przestrzenie Ay oraz A; sa zespolone) oraz piszemy A= (Ao, A1), gdy istnieje przestrzen topologiczna
Hausdorffa X dla ktérej A; — X, j =0, 1.

W przypadku par Banacha A= (Ao, Ay) oraz B = (Bo, B1) oraz operatora liniowego T': Ay +
A1 — By + By bedziemy pisa¢ T': A - B, gdy T|a; € L(Aj,B;) dla j = 0,1. Przestrzen L(/_f, é)
wszystkich operatorow 1': A— B wyposazona w norme

1Tl 5,5 = max 1T lla,-5,

—,

jest przestrzenia Banacha. Zamiast L(/T, ) bedziemy dla prostoty pisaé¢ L(A).

-, —,

Przestrzenie A(A) := AgNA; oraz ¥(A) := Ap+A; rozwazamy tak jak zwykle ze standardowymi
normami. Przestrzenn Banacha X nazywamy przestrzenia posrednia wzgledem pary Banacha A=
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(Ao, A1) pod warunkiem, ze A(A) C X C B(A). Méwimy, ze A jest parg nietrywialng jezeli tylko
Ag N Aq nie jest domknieta w topologii normy Ay + A;.

Moéwimy, ze dwie przestrzenie X oraz Y sa przestrzeniami interpolacyjnymi wzgledem A
oraz B jezeli X oraz Y sa przestrzeniami posrednimi wzgledem par Banacha odpowiednio A= (Ao, A1)
oraz B = (Bo, B1) oraz T odwzorowuje X w Y, dla kazdego T € L(/T, E) Jezeli dodatkowo istnieja
stata dodatnia C' oraz parametr 6 € (0,1) takie, ze

1-6 [4
1Tl x oy < CUTl g By 1T 14, - B,

dla kazdego T € L(ff, é), to wtedy mowimy, ze X oraz Y sa przestrzeniami wyktadnika 6 (dokladnymi
przestrzeniami wykltadnika 6 jezeli C' = 1). Dobrze wiadomo, ze przestrzen interpolacyjna metody ze-
spolonej [%T]g oraz przestrzen interpolacyjna metody rzeczywistej jg,q z 1 < ¢ < o0 sa doktadnymi
przestrzeniami wyktadnika 6 (zobacz [12]).

Przypomnijmy, ze odwzorowanie F dziatajace z kategorii wszystkich par Banacha B do kategorii
wszystkich przestrzeni Banacha B nazywamy funktorem interpolacyjnym (lub metoda interpo-
lacji), jezeli dla wszystkich par Banacha A oraz B przestrzen F (ff) jest posrednia wzgledem A oraz
T odwzorowuje .7-"(/1) w f(é) dla wszystkich operatorow T: A — B. Jezeli dodatkowo istnieje stata
dodatnia C niezalezna od wyboru A oraz B taka, ze

1Tl 7 175 S CITN 455

dla kazdego T': A B, to funktor F nazywamy ograniczonym (dokladnym jezeli C' = 1). Najprost-
szymi dokladnymi funktorami interpolacyjnymi sa funktory A oraz . Mowimy, ze F jest (dokladnym)
funktorem interpolacyjnym wykladnika 6, jezeli F(A) oraz F(B) sa (doktadnymi) przestrzeniami wy-
ktadnika 6 dla wszystkich par Banacha Aoraz B. Przypomnijmy réwniez, ze funktor zespolonej metody
interpolacji [ - |9 oraz funktor rzeczywistej metody interpolacji (- )g 4 2z 1 < ¢ < 00 sa dokladnymi funk-

torami interpolacyjnymi wykladnika 6 (zobacz [12]).

Niech A4 = (Ap, A1) bedzie para Banacha. K-funkcjonalem pary A nazywamy odwzorowanie
z sumy Ag + Ay do stozka nieujemnych funkcji wklestych zdefiniowanych na (0,00) x (0,00), zadane

wzorem

—,

K(s,t,a) = K(s,t,a;A) := a:;1lIO1Jfral {sllaollay + tllar]la, }, s,t>0.
a06A07a1€;41

Dla danych s,t > 0, K-funkcjonatl jest rownowazna norma sumy Ag+ A;. W szczegolnosci K(1,1,a) =
HaHAO+A1 :
J-funkcjonal pary A jest odwzorowaniem z przekroju Ag N A; zadanym wzorem
J(s,t,a) = J(s,t,a; A) := max{s lall 4, ,tHaHAl}, s,t > 0.
Dla ustalonych s,t > 0, J-funkcjonal jest normg rownowazng na przekroju Ag N A;. W szczegolnodei
J(l, 1, a/) - Ha/HAomAl'
Mowimy, ze para Banacha (Ag, A1) jest regularna jezeli A7 = Aj, gdzie A7 oznacza domknigcie
AgN Ay w Ajdla j =0,1. Zachodza réwniez ponizsze tozsamosci:
o=laeAg+ A : lim K(1,t,a;A) =0},
0 { 0 ! t—0+ ( ) }

Ai:{QEAO‘FAl : lim K(Salaaﬂéf)zo}’

s—07F

A+ AS = Agn Aot
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Dla funktora interpolacyjnego F, definiujemy nowy funktor interpolacyjny F° wzorem F° (/_f) =
F (ff)o dla dowolnej pary Banacha A Jezeli F = F ° to wowczas F nazywamy regularnym funktorem

interpolacyjnym.
Pare¢ Banacha (A, A1) bedziemy nazywa¢ uporzadkowana jezeli Ag C A;.

Przypomnijmy definicje ciaggtych wariantéw abstrakcyjnych metod rzeczywistej interpola-
cji. Krate F nad przestrzenia z miara (R, dt/t) bedziemy nazywaé¢ K-nietrywialna, gdy spetniony jest
warunek 1At € E (lub rownowaznie L°NL>*(1/t) C E). Przestrzen K-metody EE;K = (Ao, A1) Bk
sktada si¢ z tych wszystkich elementow a € Ag + Aj, ze K(1, -,a;f_f) € F oraz jest wyposazona w

norme

lall := (| K (1, -, a; ) -

Domkniecie Ag N Ay w AE x bedziemy oznaczali przez AE K-
Bedziemy mowic¢, ze element a € Ay + Ay pozwala na kanoniczna reprezentacje, gdy ist-

nieje silnie mierzalna funkcja o wartosciach wektorowych u: Ry — Ag N Ay, dla ktorej istnieje catka
Bochnera—Lebesgue’a fﬁ (t)dt/¢ dla wszystkich a > 0 oraz 8 < oo, gdzie

dt
a= lim [ u(t)— (zbieznos¢ w Ay + A1).
a—0t t
B—>OO «

Krate Banacha E nad przestrzenia miary (R4, d4/t) bedziemy nazywaé¢ J-nietrywialna, gdy
dt 1 1 1 1
EnN L <R+, ) #0 oraz E C L (1At ",dt/t) =L + L (Ys).

Przestrzen J-metody /YE;J := (Ao, A1) E,s sktada sie ze wszystkich elementow a € Ay + Aj, ktore
pozwalaja na kanoniczng reprezentacje oraz jest wyposazona w norme
lall := nf|[J (1, u(t); A)||

gdzie kres dolny przebiega po wszystkich kanonicznych reprezentacjach.

Dobrze wiadomo (zobacz [128]), ze jezeli E jest parametrem metody rzeczywistej (to
zmaczy F jest zaréwno K-nietrywialna jak i J-nietrywialna), to dla kazdej pary Banacha A

Apxk — Ag,y.

Jezeli dodatkowo operator Calderéna €) zdefiniowany na E wzorem

B
Q(f)(t) := lim / f(s +t hm s_lf(s)%

a—0t t
jest ograniczony na F, to wtedy
Ap,g — Apx -

W tym przypadku bedziemy pisa¢ /_fE zamiast /TE;K lub A/IE;J.

Zauwazmy, ze w przypadku gdy F = L7 (tfo, dt/t) z1<qg< ooraz 6 € (0,1), to operator Cal-
deréna €2 jest ograniczony na FE. Otrzymujemy wtedy klasyczna przestrzen interpolacyjna metody
rzeczywistej /Yaq oraz funktor metody rzeczywistej (- )g4 (zobacz na przyktad [12, 15])

(Ao, A1)gq = (Ao, A1)E
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Przypomnijmy rowniez (zobacz [12, Theorem 3.4.2]), ze w przypadku gdy 1 < ¢ < oo przekroj AgN Ay
jest gesty w /ngq. Domkniecie AgN A1 w /_1'9,00 jest przestrzenia ffg o tych wszystkich a, ze

K(t_a,tl_e,a; ff) —0 przy t—0" lub t— occ.

Zwroémy tutaj uwage, ze w przypadku gdy A jest para nietrywialng, to przekréj AgN Ap nie jest gesty
w Ap oo (z0bacz [46]).

Niech A bedzie parg Banacha oraz 6 € (0,1). Wtedy (zobacz [12])

—,

* Przestrzen Banacha X jest klasy Cx (0; A) wtedy i tylko wtedy, gdy A([f) cXcC /_(9700.
% Przestrzeni Banacha X jest klasy C;(6; A) wtedy i tylko wtedy, gdy A’&l C X C $(A).

Przypomnijmy pokrotce definicje (dolnej) metody zespolonej interpolacji podang przez Cal-
deréna w artykule [18]. Niech S = {z € C: 0 < Rz < 1}. Wtedy G(Ay, A1) jest przestrzenia wszystkich
ograniczonych funkcji ciggtych f: .S — Ay + A1, analitycznych we wnetrzu pasa S oraz takich, ze od-
wzorowanie t — f(j + it) jest ciagte oraz ograniczone z R w A; dla j = 0,1 oraz spelnia

lim [ f(j+it),, =0, j=0.1.

[t| =00

Przestrzen G(Ap, A1) wyposazona w norme

= max q su it , su 1+t
TR {te]gllf( M sup 1€ >||A1}

—

jest przestrzenia Banacha oraz dla kazdego 6 € (0, 1) przestrzen zespolonej interpolacji [Alg = [Ao, A1]g
sktada sie ze wszystkich a € Ag+ Ay posiadajacych posta¢ a = f(6) dla pewnej funkcji f € G(Ap, 41).
Ponadto

||a”[AO7A1}9 = inf{”f”g(Ao,Al) : f€G(Ag, A1), f(O) = a} :

Przejdziemy teraz do geometrycznej interpolacji pomiedzy przestrzeniami Hilberta. Naj-
bardziej reprezentatywna praca w tym zakresie jest artykul [28], w ktorym podano wiecej szczegotow
(zobacz takze [5, 57| lub [A6]). Niech H = (Hy, H;) bedzie regularng para Banacha przestrzeni
Hilberta (w przypadku nieregularnym zobacz artykut [57]). Jak wiadomo, z twierdzenia Riesza o re-
prezentacji (wiecej szczeg6tow mozna znalez¢ w pracach [57, p. 253| oraz [4, p. 261]) istnieje jedyny,
dodatni oraz samosprzezony operator A na Hy taki, ze

(€, = (A6, A%), | gope AU,

—

gdzie Dom A2 = A(H). Operator A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy Hy jest zawarty w Hj.

—

Niech 6 € (0, 1). Definiujemy nowy iloczyn skalarny na przekroju A(H) przez
(&m)g = (A6 APy 0 €(0,1).

Przekroj A(ﬁ ) jest zawarty w Dom A%?. Domkniecie A(ﬁ ) w normie zadanej iloczynem skalarnym
bedziemy oznaczali przez Hy. Przestrzenn Hy jest przestrzenia interpolacyjna metody geometrycz-
nej oraz pokrywa sie z [H]y. Zauwazmy, ze przestrzenie A(H) oraz Y(H) wyposazone odpowiednio w
normy:

2 2 2 2 . 2 2
Ifla = Ifollg + I /1lly oraz |[flls == inf [[follg + l/1ll3
f=fotf1

sa rowniez przestrzeniami Hilberta (zobacz na przyklad [6]).
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W dalszej czesci symbolem (V) bedziemy oznaczali zbior wszystkich funkeji ¢: [0, 00) % [0, 00) —
[0, 00) niemalejacych wzgledem kazdej zmiennej z osobna oraz podmultiplikatywnych (to znaczy ¢(su, tv) <
o(s,t)p(u,v) dla wszystkich u, v, s, t > 0).

Przez (®) bedziemy oznaczali zbior wszystkich funkcji ¢: [0, 00) %[0, 00) — [0, c0) niemalejacych
wzgledem kazdej zmiennej z osobna oraz dodatnio jednorodnych (to znaczy p(As, Adt) = Ap(s,t) dla
wszystkich A, s, > 0). Przyjmujemy oznaczenie (Z) := (¥) N (D).

Dla dowolnej funkcji ¢ € (@) definiujemy jej inwolucje ¢* przez
1

*
(s t) i = ——F—~, s5,t>0
o(1/s,1/1)
oraz funkcje @ zadana przez
o(su, tv)

?(s,t) ::sup{ , u,v>0}, s,t > 0.

¢(u,v)

Funkcja ¢* nalezy do (®) oraz funkcja ¢ nalezy do (E).

Symbolem (T') bedziemy oznaczali zbior wszystkich funkcji ¢: [0, 00) x [0, 00) — [0, 00) dodatnio
jednorodnych oraz spetniajacych warunek

©(s,0) = liminf p(s,v), ©(0,t) = liminf p(u,t),
u—07t

v—07F

dla wszystkich s, ¢ > 0. Mamy tez rownosé (2) = (V) N (7).

Niech 4 = (Ap, A1) bedzie para Banacha. Dla danej funkcji ¢ € (@), definiujemy przestrzen
Marcinkiewicza M¢(/T) generowana przez A wzorem

—,

K(s,t
My(A) = {a € Ao+ Aq ¢ |la||y = sup K(s.t,a) < oo}.
s,t>0

©(s,1)

1=049 dla, wszystkich s,t > 0 oraz dla pewnego 0 € (0,1), to przestrzen

W przypadku gdy ¢(s,t) = s

Marcinkiewicza M, (A) bedziemy oznaczali przez My(A).

Niech ¢ € (®) oraz niech A = (Ap, A1) bedzie para Banacha. Zgodnie z artykulem [133],

-,

abstrakcyjna przestrzen Lorentza A,(A) sklada si¢ ze wszystkich a € Ag + Ay takich, ze

a= Z un (zbieznos¢ w Ag + A1), gdzie wu, € AgN A;

oraz

S ol ags llunlla,) < oo

neL

—,

Norma w przestrzeni A,(A) jest zadana przez

lally, 3 = mf{z (lunllags lunllay) = a =" tn, un € 4g ﬂAl}.
neZ

nel

Zauwazmy, ze jezeli A= (Ao, A1) jest para Banacha oraz X jest przestrzenia Banacha taka, ze
X C Ap+Ay, to z twierdzenia o wykresie domknietym wynika, ze operator zanurzenia id: X — Ag+A;
jest ograniczony. Oznacza to, ze funkcja zadana przez

'%X(Svt) = ’{X(Sﬂf; "ZD = sup{K(s,t,a; j) : ||a||X = 1}7 s,t>0
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—,

jest dobrze zdefiniowana. Wiadomo, ze przestrzen M, (A) jest najmniejsza przestrzeniag Marcinkie-

-, -,

wicza My(A) o tej wlasnodci, ze operator zanurzenia id: X — M, (A) jest ograniczony przy czym
|id || < 1. W szczegolnoéci Mg(A) zawiera obydwie przestrzenie [A]p oraz Ag 4.

-,

Zauwazmy réwniez tutaj, ze kazdy element w M, (A) posiada standardowy rozkltad. Zalézmy,
ze X jest przestrzenia interpolacyjna wzgledem pary Banacha A= (Ao, A1). Jezeli operator zanurzenia

id: X — M,(A) jest ograniczony ze stata C := ||id: X — M, (A)||, to dla dla wszystkich a € X oraz
s,t,e > 0 istnieja elementy ag € Ag oraz a1 € A takie, ze

s, t
a=ag+ ai, Hao\gC(l—i—e)@(S )

lallx, ol <C(+¢)

©(s,t)
- llallx -

Niech A = (Ao, A1) bedzie para Banacha oraz niech X bedzie przestrzenia posrednia wzgledem
A. Jezeli przekrdj Ag N Ap jest niepusty, to funkcja zdefiniowana przez

vx (s,t) = ux (s, t; A) = sup{||z|x : € XoN Xy, [|z]x, <s, [|2]lx, <t}, st>0
jest dobrze zdefiniowana.
Aby pokazac¢ ogdlne przyktady funkcji z () generowanych przez funktory interpolacyjne przy-

pomnijmy, zgodnie z artykulem [133], ze funkcja Ar odpowiadajaca dokladnemu funktorowi interpo-

lacyjnemu F réwnoscia
F(sR,tR) = Ar(s,t)R, s,t>0

jest nazywana funkcja charakterystyczna funktora F. Tutaj aR oznacza przestrzen R wyposazong
w norme |- || g = |- | dla a > 0.
Zauwazmy, ze dla kazdego dokladnego funktora interpolacyjnego F (zobacz [133, p. 372]) oraz
dla kazdej pary Banacha A = (Ag, A1) mamy
lellr iy < Ar(lellag lella), =€ AgnAr orar
2"l ey < Az (l2™llag, 127]ay), 2™ € F(A)”
ponadto z [133, Lemma 7.7.1]

x(s,t) < Ax(s,t), kx(s,t) < Ag(s,t), s,t>0

—

dla przestrzeni Banacha X := F(A).

Bardziej ogélne podejscie do takich funkcji opiera sie na funktorach interpolacyjnych. Funkcje
fundamentalng ¢ r doktadnego funktora interpolacyjnego F definiujemy w nastepujacy sposéb

0r(s:t) = | Tl gy 7y 51t € [0,00),

gdzie supremum przebiega przez wszystkie pary Banacha ff, B oraz wszystkie operatory T': A— B

takie, ze ||T|| 4,5, < s oraz ||T]| 4, ,p, <t. Zauwazmy, ze pF € (E) oraz

|’THf(A')_>]:(§) < QO}-(”THAQHBO ) HTHAlaBl)

dla wszystkich par Banacha A= (Ag, A1) oraz wszystkich operatorow T': A— A Co wiecej, mamy
P = @r. Istnieje wowczas stata dodatnia C taka, ze dla kazdej pary Banacha A operator zanurzenia

—, —,

id: F(A) = M, (A)

posiada norme |jid|| < C.
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W przypadku krat Banacha Yj oraz Y] na przestrzeni z miara (2, ¥, 1) sa one w sposob ciagly
zanurzone w odpowiedniej przestrzeni liniowej metrycznej funkeji mierzalnych L%(u), a zatem Y =
(Yo, Y1) tworza pare Banacha. Jezeli dodatkowo Yj oraz Y; sa porzadkowo ciagte, to Y jest regularna,
poniewaz przekroj Yo N'Y7 jest gesty w sumie Yy + Y; (jako ideal porzadkowo ciagtej kraty Banacha
Yo + Y1); w zwiazku z tym, Yo NY] jest gesty w Yy, jak rowniez w Y].

Biorac dowolng pare krat Banacha Ey, £ na (€2, 2, 1) Calderon [18] skonstruowat krate Banacha
Ey = Eé_eEf sktadajaca sie z tych wszystkich funkcji f € LY(u), dla ktérych spetniona jest nieréwnoéé
1] < 1fol* 0 f1]° p-p.w. dla pewnych fo € Eq oraz fi € Fy, wyposazona w norme
1fll, =k, Mol I,
gdzie infimum przebiega przez wszystkie mozliwe reprezentacje f. Jezeli krata Ey lub E; jest porzad-
kowo ciagla, to rowniez Ejy jest porzadkowo ciagla oraz zachodzi nieréwnosé Eé*GEf = [Ey, Erlp 2
réwnoscia norm (zobacz na przyktad [18] lub [103, Theorem 4.1.14]), gdzie [Ey, E1]p jest przestrzenia
interpolacyjna (dolnej) metody zespolonej (zobacz na przyktad [12, 18]).

Przypomnijmy, ze jezeli Ey oraz Fj sa kratami Banacha na (2,3, u) oraz ¢ € (®), to przestrzen
Calderéna-FEozanowskiego ¢o(E) = ¢(Ey, E1) sklada sie ze wszystkich f € LO(p) takich, ze |f] <

o(|fol, | f1]) p-p.-w. dla pewnych fo € Ey oraz fi € Ej. Przestrzen ¢(F) jest funkcyjna krata quasi-
Banacha wyposazona w quasi-norme [111])

1£1l () := inf {max {[| follz, [ f1lle, } = [F] < (I fol, 1f1])}-

Jezeli ¢ jest funkcja wklesta, to ¢(Fp, E1) jest krata Banacha (zobacz [111]). W przypadku gdy
o(s,t) = s170% to o(E) jest krata Calderona.
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