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2.1. Cel naukowy i wyniki

We don't want to get involved in the current, often heated, debate as to what con-
stitutes pure, as opposed to applied, mathematics. We just want to start this review
by saying that the theory of interpolation of operators is an impressive application
of pure mathematics to pure mathematics. The purists (?) are welcome to wrangle
over the semantics.

The subject has its origins in classical Fourier analysis, where it was conceived as
an elementary means of �nding Lp-estimates. The very nature of interpolation theory,
however, is functional-analytic: typically, a linear operator T is bounded between
spaces Xα and Yα when α = 0 and α = 1, and one wants to conclude that T carries
Xα to Yα whenever 0 < α < 1. Such problems arise in many areas of analysis,
and the abstract theory has always been in�uenced, even guided, by the potential
applications to such areas as harmonic analysis, approximation theory, and the theory
of partial di�erential equations. As a result, interpolation has no one place to call
home; it is, quite simply, interesting mathematics.

C. Bennett, Book Review: Interpolation spaces, an introduction, Bulletin of the American Mathematical
Society 84(1) (1978), 110�113.

Zasadniczym celem naukowym byªo badanie operatorów oraz przestrzeni Banacha zwi¡zane z
fundamentalnym pytaniem teorii interpolacji:

Q. Dla jakich funktorów interpolacyjnych F , dowolne odwzorowanie liniowe T , dziaªaj¡ce po-
mi¦dzy parami Banacha ~A oraz ~B z odpowiednich klas, posiadaj¡ce �wªasno±¢� (P0) jako odwzorowanie
T |A0 oraz �wªasno±¢� P1 jako odwzorowanie T |A1 ,

T |A0 : A0 → B0 (P0)

T |A1 : A1 → B1 (P1)

posiada równie» �wªasno±¢� PF jako odwzorowanie F(T ) pomi¦dzy przestrzeniami interpolacyjnymi
F( ~A) oraz F( ~B) ?

T |F( ~A) : F( ~A)→ F( ~B) (PF )

Zauwa»my, »e dana topologiczna �wªasno±¢� mo»e by¢ wyra»ona w kategoriach jako±ciowych
b¡d¹ te» ilo±ciowych. Na przykªad ka»dy ograniczony funktor interpolacyjny dziedziczy ci¡gªo±¢ ope-
ratora oraz zachodzi przy tym oszacowanie na jego norm¦:

‖T‖F( ~A)→F( ~B) 6 CF max
j=0,1

‖T‖Aj→Bj .

W zakresie powy»szego pytania badane byªy metryczna entropia oraz wielko±ci aproksymacyjne,
wyra»one w terminach liczb entropijnych oraz s-liczb. W rezultacie uzyskano nowe zaawansowane
oszacowania interpolacyjne:

∗ miary niezwarto±ci β(T ) [A2],
∗ liczb entropijnych εn(T ) [A1, A3, A6, A7],
∗ moduªów entropijnych gn(T ) [A1, A3],
∗ s-liczb [A1, A7],
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∗ istotnego promienia spektralnego ress(T ) [A2, A3],
∗ moduªów warto±ci wªasnych operatorów oraz spektralnej funkcji entropijnej Et(T )

[A1, A3, A6].

U»yto w tym celu ogólnych metod interpolacyjnych, a w szczególno±ci tak»e funktorów wykªadnika θ,
takich jak metoda rzeczywista, metoda zespolona czy metoda geometrycznej interpolacji.

Szczególnie warto±ciowym rezultatem bada« nad liczbami entropijnymi jest oszacowanie in-
terpolacyjne zachodz¡ce dla wszystkich operatorów T ∈ L( ~H, ~K) dziaªaj¡cych pomi¦dzy dowolnymi
parami Banacha ~H = (H0, H1) oraz ~K = (K0,K1), zespolonych przestrzeni Hilberta [A6]:

εk
(
T : [ ~H]θ → [ ~K]θ

)
6 72 εk(T : H0 → K0)1−θ εk(T : H1 → K1)θ , k ∈ N, θ ∈ (0, 1).

Najbardziej widocznym efektem bada« dotycz¡cych interpolacyjnych wªasno±ci widm operato-
rów jest interpolacyjna nierówno±¢ typu Carla�Triebla [A1, A3], która umo»liwia oszacowanie moduªu
n-tej warto±ci wªasnej odwzorowania F(T ) przez n-te liczby entropijne operatorów T |A0 oraz T |A1 :∣∣λn(F(T )

)∣∣ 6 2ϕF
(
en(T : A0 → A0) , en(T : A1 → A1)

)
, n ∈ N.

Stosuj¡c metody teorii Riesza oraz lokalnej teorii przestrzeni Banacha, uzyskano wzór Et(T ), t ∈ [1,∞)

na granic¦ liczb entropijnych pot¦g operatorowych, który jest nowym uogólnieniem klasycznego wzoru
Gelfanda [A3]. Wypracowane narz¦dzia umo»liwiaj¡ badanie widm operatorów liniowych dziaªaj¡cych
pomi¦dzy przestrzeniami interpolacyjnymi generowanymi dla szerokich klas funktorów i par Banacha.
Uzyskane rezultaty zostaªy szczegóªowo opisane w Podrozdziaªach 2.4 oraz 2.5.

Z fundamentalnym pytaniem Q nieodª¡cznie zwi¡zane s¡ przestrzenie Banacha F( ~A), genero-
wane za pomoc¡ ustalonego funktora F dla par Banacha ~A z danej klasy. Na przykªad nie jest trudno
sprawdzi¢, »e przestrzenie generowane za pomoc¡ metody rzeczywistej lub zespolonej s¡ przestrzeniami
interpolacyjnymi. Jednak»e zadanie znalezienia konkretnego opisu tych przestrzeni jest w teorii inter-
polacji zagadnieniem podstawowym. W przypadku metody rzeczywistej sprowadza si¦ do identy�kacji
K-funkcjonaªu Peetrego. Interpoluj¡c metod¡ zespolon¡ pomi¦dzy kratami Banacha, korzysta si¦ z in-
terpolacyjnej konstrukcji Calderóna. W zakresie identy�kacji przestrzeni generowanych za pomoc¡ me-
tod interpolacyjnych, uzyskano wyniki dla przestrzeni Hardy'ego na obszarach niejednospójnych [A4]
oraz dla przestrzeni funkcji L1(m) miary wektorowej [A5].

W artykule [A4] kluczow¡ rol¦ odgrywa wynik o wªasno±ci dekompozycji (F) dla dowolnego
funktora interpolacyjnego

(F) F
( n⊕
i=1

~Ai

)
=

n⊕
i=1

F( ~Ai).

Powy»sza równo±¢ ma tak»e zwi¡zek z Lematem 5.4 z artykuªu [A3], gdzie prawdziwo±¢ (F) powoduje,
i» wspomniany lemat zachodzi dla wszystkich funktorów, redukuj¡c pytanie Q dla przypadku liczb
entropijnych, do pytania Q′ postawionego tylko dla par Banacha o tej samej postaci ~A = ~B. Uzyskane
rezultaty zostaªy szczegóªowo opisane w Podrozdziale 2.3.

Gªównymi rezultatami z artykuªu [A5] s¡ jawne konstrukcje miar wektorowych mF , dla których
przestrzenie funkcyjne L1(mF ) s¡ przestrzeniami interpolacyjnymi pomi¦dzy dowolnymi przestrzeniami
funkcyjnymi L1(m0) oraz L1(m1) miar wektorowych m0 oraz m1. Wyniki znajduj¡ zastosowanie dla
przestrzeni interpolacyjnych generowanych za pomoc¡ funktorów F metody zespolonej jak i metody
rzeczywistej. Uzyskane rezultaty zostaªy szczegóªowo opisane w Podrozdziale 2.2.
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Dodatek znajduj¡cy sie na ko«cu tego dokumentu zawiera poj¦cia, de�nicje oraz najwa»niejsze
fakty. Peªni on funkcj¦ pomocnicz¡. Omawiane w tym rozdziale efekty bada« zostaªy zaprezentowane
u»ywaj¡c notacji zamieszczonych w Dodatku.

2.2. Miary wektorowe oraz kraty Banacha

Porz¡dkowo ci¡gªe kraty Banacha ze sªab¡ jedynk¡, mog¡ by¢ zawsze reprezentowane jako prze-
strzenie funkcji caªkowalnych wzgl¦dem miary wektorowej. Istotnie, krata Banacha o tych wªasno±ciach
jest zawsze izometrycznie porz¡dkowo izomor�czna z przestrzeni¡ funkcji caªkowalnych (zobacz na
przykªad [130, Proposition 3.9]). Z tego wªa±nie powodu wielu autorów zajmowaªo si¦ ostatnio ba-
daniem przestrzeni interpolacyjnych pomi¦dzy przestrzeniami funkcji caªkowalnych miary wektorowej,
konstruowanych przy u»yciu klasycznych metod interpolacji.

W 2010 roku w artykule Fernándeza, Mayorala, Naranjo oraz Sánchez-Péreza [65] opisano prze-
strzenie interpolacyjne generowane za pomoc¡ metody zespolonej Calderóna [E0, E1]θ dla par (E0, E1),
gdzie E0 oraz E1 s¡ przestrzeniami Lp(m) lub Lpw(m) (zobacz tak»e [19, 24]). W tym przypadku, me-
toda zespolona zawsze daje kolejn¡ przestrze« Lp(m).

Fakt ([65, Theorem 3.4]). Niech 1 6 p0 < p1 6∞ oraz θ ∈ (0, 1). Wtedy

[Lp0(m), Lp1(m)]θ = [Lp0(m), Lp1
w (m)]θ =

[Lp0
w (m), Lp1(m)]θ = [Lp0

w (m), Lp1
w (m)]θ = Lp(m) dla 1/p = 1−θ/p0 + θ/p1 .

Zwró¢my uwag¦, »e del Campo, Fernández, Manzano, Mayoral oraz Naranjo w artykule [20]
uogólnili te wyniki dla przypadku przestrzeni Orlicza Lφ(m). Z drugiej strony, interpolacja metod¡
rzeczywist¡ pomi¦dzy przestrzeniami miary wektorowej Lp(m), byªa rozpatrywana przez Fernándeza,
Mayorala oraz Naranjo w artykule [64] (zobacz tak»e [21, 22, 23]). Przypomnijmy, »e w klasycznym
przypadku dodatniej skalarnej miary µ mamy(

L1(µ), L∞(µ)
)
θ,p

= Lp(µ) dla 1 < p <∞ oraz θ = p−1/p .

Jednak»e wyniki uzyskane w artykule [64], ró»ni¡ si¦ od wyników uzyskanych w klasycznym przypadku.
Dla miary wektorowej m mo»e si¦ zdarzy¢, »e

(L1(m), L∞(m))θ,p  Lp(m)  Lpw(m) dla 1 < p <∞ oraz θ = p−1/p .

W 1958 roku Stein oraz Weiss [149] badali (zespolon¡) interpolacj¦ pomi¦dzy przestrzeniami Lp

dla ró»nych miar dodatnich na (Ω,Σ) (zobacz tak»e [12, Theorem 5.5.3]). Mo»emy zaªo»y¢, »e miary
dodatnie µ0 oraz µ1 s¡ absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem trzeciej miary µ. Z twierdzenia Radona�Nikodýma
mamy, »e istniej¡ takie dwie funkcje w0 oraz w1, »e dµ0 = w0 dµ oraz dµ1 = w1 dµ.

Fakt ([149, Theorem 2.11]). Niech µ b¦dzie dodatni¡ miar¡ skalarn¡. Je»eli p0, p1 ∈ [1,∞)

oraz θ ∈ (0, 1), to[
Lp0(w0 dµ), Lp1(w1 dµ)

]
θ

= Lp(w1−η
0 wη1 dµ) dla 1/p = 1−θ/p0 + θ/p1 oraz η := pθ/p1 .

Miara w1−η
0 wη1 dµ zwana miar¡ interpolowan¡ wzgl¦dem miar wa»onych w0 dµ oraz w1 dµ jest

miar¡ przestrzeni interpolacyjnej Lp pomi¦dzy przestrzeniami Lp0 oraz Lp1 z ró»nymi dodatnimi mia-
rami skalarnymi. W kontek±cie caªkowania funkcji skalarnych wzgl¦dem miar wektorowych, jawna kon-
strukcja interpolowanej miary wektorowej, zaczynaj¡c od dwóch dodatnich miar wektorowych,
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zostaªa opracowana przez del Campo, Fernándeza, Mayorala, Naranjo oraz Sánchez-Péreza w arty-
kule [25]:

∗ Niech θ ∈ (0, 1). We¹my takie dwie dodatnie miary wektorowe m0 : Σ → X0 oraz m1 : Σ →
X1 zde�niowane na tej samej przestrzeni mierzalnej (Ω,Σ), »e interpolacyjna konstrukcja
Calderóna dla krat X1−θ

0 Xθ
1 jest porz¡dkowo ci¡gªa.

∗ Niech A ∈ Σ oraz Π(Ω) b¦dzie zbiorem sko«czonych mierzalnych podziaªów przestrzeni Ω.

Fakt ([25]). Interpolowana miara wektorowa dana jest wzorem

[m0,m1]θ = inf
π∈Π(Ω)

∑
B∈π

m0(A ∩B)1−θm1(A ∩B)θ

Jednak argument, który zapewnia reprezentacj¦ pary dodatnich miar skalarnych, zde�niowanych na tej
samej σ-algebrze, wzgl¦dem ich sumy zawodzi w przypadku miar wektorowych, nawet je»eli s¡ dodatnie
i przyjmuj¡ warto±ci na tej samej kracie Banacha:

Przykªad ([25, Example 2]). Niech (Ω,M, λ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ Lebesgue'a na Ω =

[0, 1]. Rozwa»my miary wektorowe:

m0(A) : A ∈M 7−→
(
λ(A), 0

)
∈ R2 oraz m1(A) : A ∈M 7−→

(
0, λ(A)

)
∈ R2

Wówczas

∗ L1(m0 +m1) ∼= L1(Ω) oraz∫
Ω
f d
(
m0 +m1

)
=

(∫
Ω
f dm0,

∫
Ω
f dm1

)
dla f ∈ L1(m0 +m1).

∗ m0(Ω) = (1, 0) oraz m1(Ω) = (0, 1).

∗ Nie istniej¡ funkcje f0, f1 ∈ L1(m0 +m1) takie, »e∫
Ω
f0 d(m0 +m1) = m0(Ω) oraz

∫
Ω
f1 d(m0 +m1) = m1(Ω).

Zatem dla dowolnych miar wektorowych m0 oraz m1, równo±¢ badana w artykule [25]:

[Lp0(m0), Lp1(m1)]θ = Lp([m0,m1]η) dla 1/p = 1−θ/p0 + θ/p1 oraz η := pθ/p1

niekoniecznie musi by¢ speªniona.

Nale»y tutaj podkre±li¢, i» argumenty przedstawione w artykule [A5] maj¡ zupeªnie odmienny
charakter. Naszym celem byªo uzyskanie jawnej konstrukcji przestrzeni interpolacyjnych pomi¦dzy
przestrzeniami funkcji caªkowalnych L1(m0) oraz L1(m1), wyra»onej w kategoriach miary wektorowej
o warto±ciach w pewnej przestrzeni `∞(Γ).

Zanim podamy twierdzenie o interpolacji miar wektorowych o warto±ciach `∞(Γ, L1(µ)) kon-
strukcj¡ Calderóna dla krat, przedstawimy kilka technicznych narz¦dzi w celu reprezentacji przestrzeni
L1(m) jako przestrzeni funkcji caªkowalnych wzgl¦dem miar wektorowych o warto±ciach w przestrzeni
`∞(Γ, L1(µ)). Rozwa»my dwie miary wektorowe m0 : Σ→ X0 oraz m1 : Σ→ X1 przyjmuj¡ce warto±ci
na ró»nych przestrzeniach Banacha. Niech µ0 oraz µ1 b¦d¡ dwiema miarami kontrolnymi Rybakova
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odpowiednio, dlam0 orazm1. We¹my miar¦ µ zde�niowan¡ jako µ := µ0+µ1/2. De�niujemy nast¦puj¡ce
zbiory pochodnych Radona�Nikodýma:

N0 :=

{
hφ :=

d|〈m0, φ〉|
dµ

: φ ∈ Λ0 := BX∗0

}
,

N1 :=

{
gψ :=

d|〈m1, ψ〉|
dµ

: ψ ∈ Λ1 := BX∗1

}
.

Funkcje zbioru mj : Σ→ `∞(Λ0 × Λ1, L
1(µ)), j = 0, 1 zde�niowane przez

m0(A) := (hφ,ψ χA)(φ,ψ)∈Λ0×Λ1
oraz m1(A) := (gφ,ψ χA)(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

,

gdzie A ∈ Σ, hφ,ψ := hφ oraz gφ,ψ := gψ s¡ miarami wektorowymi.

Stwierdzenie 2.1 ([A5, Proposition 3.2]). Przestrzenie L1(mj) oraz L1(mj), j = 0, 1 s¡

izometrycznie porz¡dkowo izomor�czne.

Wprowadzone powy»ej funkcje, posªu»¡ do uzyskania reprezentacji przestrzeni interpolowanych
metod¡ Calderóna (dla krat) pomi¦dzy przestrzeniami L1 miar wektorowych. Dla miar wektorowych
m0 oraz m1, de�niujemy θ-interpolacyjn¡ miar¦ wektorow¡

mθ : Σ→ `∞(Λ0 × Λ1, L
1(µ))

przez

mθ(A) := (h1−θ
φ gθψ χA)(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

, A ∈ Σ.

Podamy teraz twierdzenie o interpolacji metod¡ zespolon¡ pomi¦dzy przestrzeniami funkcji
caªkowalnych wzgl¦dem miary wektorowej:

Twierdzenie 2.2 ([A5, Theorem 3.3]). Niech m0 : Σ → X0 oraz m1 : Σ → X1 b¦d¡ miarami

wektorowymi przyjmuj¡cymi warto±ci w przestrzeniach Banacha. Wówczas nast¦puj¡ce przestrzenie s¡

ze sob¡ izometrycznie porz¡dkowo izomor�czne:[
L1(m0), L1(m1)

]
θ

= L1(mθ).

W artykule [A5] opisano procedur¦ bezpo±redniej interpolacji miar wektorowych metod¡ rze-
czywist¡. Niech X0 oraz X1 b¦d¡ kratami Banacha. Niechm0 : Σ→ X0 orazm1 : Σ→ X1 b¦d¡ danymi
miarami wektorowymi oraz niech µ oznacza ±redni¡ arytmetyczn¡ dwóch miar kontrolnych Rybakova
µ := µ0+µ1/2. De�niujemy m̂0 : Σ→ `∞(Λ0 × Λ1) oraz m̂1 : Σ→ `∞(Λ0 × Λ1) wzorami

m̂0(A) :=
(∫

A
hφ,ψ dµ

)
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

, hφ,ψ = hφ, (φ, ψ) ∈ Λ0 × Λ1

oraz

m̂1(A) :=
(∫

A
gφ,ψ dµ

)
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

, gφ,ψ = gψ, (φ, ψ) ∈ Λ0 × Λ1,

dla A ∈ Σ.

Funkcja zbioru Σ(m̂0, m̂1) : Σ→ `∞(Λ0 × Λ1), zde�niowana wzorem

Σ(m̂0, m̂1)(A) :=
(∫

A
min

{
hφ, gψ} dµ

)
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

,

jest miar¡ wektorow¡.

Nast¦puj¡cy kluczowy wynik pracy [A5] zapewnia identy�kacj¦ K-funkcjonaªu Peetrego dla
pary Banacha

(
L1(m0), L1(m1)

)
w kategoriach rodzin N0 oraz N1 :
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Lemat 2.3 ([A5, Lemma 4.1]). Dla wszystkich funkcji f ∈ L1(m0) + L1(m1) oraz skalarów

t > 0, zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

K
(
t, f ;

(
L1(m0), L1(m1)

))
= sup

(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

K
(
t, f ;

(
L1(hφ), L1(gψ)

))
.

W szczególno±ci przestrze« L1
(
Σ(m̂0, m̂1)

)
jest ideaªem przestrzeni L0(µ) oraz przestrze« L1

(
Σ(m̂0, m̂1)

)
pokrywa si¦ z równowa»no±ci¡ norm zarówno z przestrzeni¡ L1(m̂0) + L1(m̂1), jak i z przestrzeni¡

L1(m0) + L1(m1).

Mo»emy teraz zde�niowa¢ kluczowe narz¦dzie konstrukcji z pracy [A5], czyli wersj¦K-funkcjonaªu
o warto±ciach w przestrzeni `∞. Niech

K̂(t, f) : (0,∞)× L1
(
Σ(m̂0, m̂1)

)
→ `∞(Λ0 × Λ1)

dla funkcji

K̂(t, f) :=
(∫
|f |min

{
hφ, t gψ} dµ

)
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

,

gdzie f ∈ L1
(
Σ(m̂0, m̂1)

)
oraz t ∈ (0,∞). Z Lematu 2.3 wynika, »e

K̂(t, f) =

(
K
(
t, f ;

(
L1(hφ), L1(gψ)

)))
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

oraz ∥∥K̂(t, f)
∥∥
`∞(Λ0×Λ1)

= K
(
t, f ;

(
L1(m0), L1(m1)

))
dla dowolnych f ∈ L1(m0) + L1(m1) oraz t > 0.

Funkcja zbioru K̂(t, f) o warto±ciach w przestrzeni `∞ jest dodatni¡ miar¡ wektorow¡ (zo-
bacz [A5, Lemma 4.2]). Oznaczmy przez Σt(m̂0, m̂1)( · ) miar¦ wektorow¡ zadan¡ przez K̂(t, χ{ · }) dla
ka»dego t > 0. Z de�nicji miary K̂(t, · ) wynika, »e

Σt(m̂0, m̂1)(A) =
(∫

A
min

{
hφ, t gψ} dµ

)
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

dla ka»dego t > 0. Wprowad¹my oznaczenie L1
(
Σt(m̂0, m̂1)

)
dla przestrzeni funkcji caªkowalnych

wzgl¦dem powy»szej miary. Z dodatnio±ci tej miary wektorowej otrzymujemy∥∥∥∫ |f | dΣt(m̂0, m̂1)
∥∥∥
`∞(Λ0×Λ1)

= ‖f‖L1(Σt(m̂0,m̂1)), f ∈ L1(Σ(m̂0, m̂1)).

Przejdziemy teraz do ostatniego etapu konstrukcji miary interpolacyjnej. Zde�niujemy now¡
miar¦ wektorow¡. Rozwa»my nast¦puj¡c¡ przestrze« wektorow¡:

F
(
(0,∞); `∞(Λ0 × Λ1)

)
wszystkich funkcji o warto±ciach w przestrzeni `∞(Λ0×Λ1) oraz rozwa»my funkcj¦ If zde�niowan¡ na
(0,∞) przez

If (t) =

∫
f dΣt(m̂0, m̂1)

dla ka»dego f ∈ L1
(
Σ(m̂0, m̂1)

)
. Nast¦puj¡ca funkcja

(m̂0, m̂1)F ,K̂ : Σ→ F
(
(0,∞); `∞(Λ0 × Λ1)

)
zadana przez

(m̂0, m̂1)F ,K̂(A) := IχA
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jest (punktowo) przeliczalnie addytywn¡, dodatni¡ funkcj¡ zbioru, gdzie

(m̂0, m̂1)F ,K̂(A)(t) = Σt(m̂0, m̂1)(A) =
(∫

A
min

{
hφ, t gψ} dµ

)
(φ,ψ)∈Λ0×Λ1

, t > 0.

Dla kraty BanachaE (klas mierzalnych) funkcji rzeczywistych na przestrzeni mierzalnej (R+, dt/t)

speªniaj¡cej warunek 1 ∧ t ∈ E oznaczmy przez

E
(
`∞(Λ0 × Λ1)

)
:=
{
G ∈ F

(
(0,∞); `∞(Λ0 × Λ1)

)
:
∥∥‖G( · )‖`∞(Λ0×Λ1)

∥∥
E
<∞

}
przestrze« Köthego�Bochnera wyposa»on¡ w norm¦

‖G‖E(`∞(Λ0×Λ1)) :=
∥∥‖G( · )‖`∞(Λ0×Λ1)

∥∥
E

dla G ∈ E
(
`∞(Λ0 × Λ1)

)
.

W tym przypadku, dla powy»ej zde�niowanej funkcji zbioru speªniaj¡cej warunek A 7→ IχA ,
wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenie (m̂0, m̂1)

E;K̂
. Poni»szy wynik pokazuje, »e powy»ej opisana kon-

strukcja interpolacyjna jest przeliczalnie addytywna na E
(
`∞(Λ0 × Λ1)

)
:

Lemat 2.4 ([A5, Lemma 4.3]). Niech E b¦dzie krat¡ Banacha na przestrzeni mierzalnej (R+, dt/t)

tak¡, »e 1∧t ∈ E. Wtedy funkcja zbioru (m̂0, m̂1)
E;K̂

jest dodatni¡ miar¡ wektorow¡ na E
(
`∞(Λ0×Λ1)

)
.

�ci±le mówi¡c, parametr E w symbolu (m̂0, m̂1)
E,K̂

odzwierciedla jedynie przestrze« warto±ci
E
(
`∞(Λ0×Λ1)

)
naszej nowej miary wektorowej. W rzeczywisto±ci, najmniejsz¡ mo»liw¡ krat¡ Banacha

E w tym przypadku jest E = L∞ ∩ L∞(1/t) (przez warunek 1 ∧ t ∈ E).

Dzi¦ki Lematowi 2.4 jeste±my gotowi, aby przedstawi¢ nasz gªówny wynik o bezpo±redniej in-
terpolacji miar wektorowych metod¡ rzeczywist¡:

Twierdzenie 2.5 ([A5, Theorem 4.4]). Zaªó»my, »e zarówno X0, jak i X1 s¡ kratami Banacha

i niech m0 : Σ→ X0 oraz m1 : Σ→ X1 b¦d¡ miarami wektorowymi. Je»eli E jest krat¡ Banacha funkcji

na (R+, dt/t), speªniaj¡c¡ warunek 1 ∧ t ∈ E, to

(L1(m0), L1(m1))◦E;K =
(
(L1(m0), L1(m1))E;K

)
a

= L1
(
(m̂0, m̂1)

E;K̂

)
.

Kolejne dwa wnioski prezentuj¡ wynik w przypadku klasycznej metody rzeczywistej. Wybieraj¡c
E = Lq(t−θ, dt/t), gdzie 1 6 q <∞ oraz θ ∈ (0, 1), uzyskali±my:

Wniosek 2.6 ([A5, Corollary 4.5]). Je»eli 1 6 q <∞ oraz 0 < θ < 1, to

(L1(m0), L1(m1))θ,q = L1
(
(m̂0, m̂1)

Lq(t−θ, dt/t);K̂

)
.

W przypadku gdy E = L∞(t−θ, dt/t) dla θ ∈ [0, 1], otrzymali±my:

Wniosek 2.7 ([A5, Corollary 4.6]). Je»eli 0 6 θ 6 1, to

(L1(m0), L1(m1))◦θ,∞ = L1
(
(m̂0, m̂1)

F ;K̂

)
dla F = L∞ ∩ L∞(t−1)

L∞(t−θ,dt/t)
.
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2.3. Przestrzenie Hardy'ego na obszarach niejednospójnych

Wiele problemów analizy koncentruje si¦ na funkcjach analitycznych o ograniczonym wzro±cie w
pobli»u brzegu dziedziny. Dla funkcji analitycznych na dysku jednostkowym D := {z ∈ C : |z| < 1},
±rednie caªkowe

Mp(r, f) :=
( 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣ dt)1/p

, 0 < p <∞

M∞(r, f) := max
06t<2π

∣∣f(reit)
∣∣

dla 0 6 r < 1, odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w teorii przestrzeni Hardy'ego. Mówimy, »e funkcja f analityczna
w D jest z klasy Hp, je»eli ±rednie Mp(r, f) pozostaj¡ ograniczone, gdy r → 1−. Na przykªad:

∗ H2 jest klas¡ szeregów pot¦gowych
∑∞

n=0 anz
n, gdzie {an}∞n=0 ∈ `2(N0).

∗ H∞ jest klas¡ ograniczonych funkcji analitycznych na dysku D.

W dalszej cz¦±ci przedstawimy ogólne twierdzenie o interpolacji przestrzeni Hardy'ego na ob-
szarach koªowych oraz zaprezentujemy wybrane wªasno±ci aproksymacyjne przestrzeni Hardy'ego. Mo-
tywacj¡ dla uzyskanych wyników byª sªynny artykuª Jonesa [89] o interpolacji, metodami rzeczywist¡ i
zespolon¡, przestrzeni Hardy'egoHp na dysku oraz jego znacz¡ce uogólnienie dla metod abstrakcyjnych
autorstwa Xu [159] oraz Kisliakova [95]:

Fakt ([89, Theorem 3]). Je»eli 0 < p0 <∞ oraz 0 < q 6∞, to

Hp,q =
(
Hp0 , H∞

)
θ,q

oraz Hp =
[
Hp0 , H∞

]
θ

dla 1/p = 1−θ/p0 .

Fakt ([159, Corollary 2]). Je»eli (X0, X1) jest par¡ maksymalnych i symetrycznych krat Bana-

cha na T, to dla ka»dego funktora interpolacyjnego F , zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

F
(
HX0(T), HX1(T)

)
= HF

(
X0(T), X1(T)

)
.

W przypadku przestrzeni Hardy'ego Hp na obszarach koªowych G, wynik Jonesa zostaª udo-
wodniony przez Chalendar oraz Partingtona w artykule [31], ale tylko dla p ∈ (2,∞) :

Fakt ([31, Proposition 2.1]). Je»eli 2 < p <∞, to

Hp(∂G) =
(
H2(∂G), H∞(∂G)

)
θ,p

dla 1/p = 1−θ/2 .

Nale»y podkre±li¢, »e stosuj¡c inne metody od podanych w artykule [31] uzyskujemy silniejsz¡,
abstrakcyjn¡ wersj¦ twierdzenia interpolacyjnego dla przestrzeni Hardy'ego na obszarach koªowych.
Przestrzenie Hardy'ego na obszarze koªowym s¡ w naturalny sposób reprezentowane jako sumy proste
odpowiednich kopii przestrzeni Hardy'ego na dysku. Narz¦dziem, które zostaªo tutaj u»yte jest rezultat
o interpolacji sum prostych przestrzeni Banacha.

Poni»ej przedstawimy wyniki dotycz¡ce interpolacji sum prostych przestrzeni Banacha. Gªów-
nym rezultatem w tym obszarze jest Twierdzenie 2.9. Zacznijmy od zde�niowania par produktów wielu
przestrzeni Banacha:
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Je»eli Xn jest przestrzeni¡ Banacha dla ka»dego n ∈ N, to przez (
⊕n

i=1Xn)p oznaczamy prze-
strze« Banacha X1 × · · · ×Xn wyposa»on¡ w norm¦

(D)
‖(x1, . . . , xn)‖p =

( n∑
i=1

‖xi‖pXi
)1/p

, 1 6 p <∞ oraz

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max
16i6n

‖xi‖Xi

dla wszystkich (x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · ×Xn.

Niech ~An = (An0 , A
n
1 ) b¦dzie par¡ Banacha dla ka»dego n ∈ N oraz 1 6 p 6∞. Oznaczmy par¦

produktow¡(( n⊕
i=1

Ai0

)
p
,
( n⊕
i=1

Ai1

)
p

)
par Banacha ~Ai, 1 6 i 6 n, przez (

⊕n
i=1

~Ai)p . Poniewa»( n⊕
i=1

Aij

)
p
↪→
( n⊕
i=1

Σ( ~Ai)
)
p
, j = 0, 1

to para produktowa (
⊕n

i=1
~Ai)p jest równie» par¡ Banacha. Przyjmijmy oznaczenie (

⊕n
i=1

~Ai) dla
(
⊕n

i=1
~Ai)∞.

Dwa najprostsze funktory ∆ oraz Σ posiadaj¡ wªasno±¢ dekompozycji:

Stwierdzenie 2.8 ([A4, Proposition 3.1]). Zaªó»my, »e ~An jest dowoln¡ par¡ Banacha dla

ka»dego n ∈ N. Wtedy

∆

(( n⊕
i=1

~Ai

)
∞

)
∼=
( n⊕
i=1

∆( ~Ai)
)
∞

oraz Σ

(( n⊕
i=1

~Ai

)
1

)
∼=
( n⊕
i=1

Σ( ~Ai)
)

1
.

Wydaje si¦, »e relacje pomi¦dzy parami produktowymi, funktorami interpolacyjnymi oraz su-
mami prostymi uwidoczniaj¡ si¦ najwyra¹niej, gdy rozpatrujemy przypadek abstrakcyjny, a to mo-
tywuje nasze podej±cie do tego tematu. Nast¦pny wynik pokazuje, »e ka»dy funktor interpolacyjny
posiada wªasno±¢ dekompozycji:

Stwierdzenie 2.9 ([A4, Proposition 3.2]). Zaªó»my, »e F jest dowolnym funktorem interpola-

cyjnym oraz niech { ~A1, . . . , ~An} b¦dzie sko«czonym ci¡giem par Banacha. Wtedy

(F) F
( n⊕
i=1

~Ai

)
=

n⊕
i=1

F( ~Ai).

Co wi¦cej, je»eli F jest ograniczony, to

F
( n⊕
i=1

~Ai

)
'

n⊕
i=1

F( ~Ai),

gdzie odpowiednie staªe zale»¡ jedynie od F oraz n.

Powy»szy wynik pokazuje, »e aby interpolowa¢ pomi¦dzy par¡ sum prostych przestrzeni Ba-
nacha, nale»y interpolowa¢ pomi¦dzy poszczególnymi parami przestrzeni Banacha. Funktor metody
zespolonej posiada wªasno±¢ izometrycznej dekompozycji:
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Twierdzenie 2.10 ([A4, Theorem 3.3]). Zaªó»my, »e { ~A1, . . . , ~An} jest sko«czonym ci¡giem

par Banacha. Wtedy[( n⊕
i=1

~Ai

)]
θ

∼=
( n⊕
i=1

[
~Ai
]
θ

)
, θ ∈ (0, 1).

Zauwa»my, »e wynik podobny w duchu do powy»szego, uzyskaª wcze±niej Cwikel w artykule [44].

Nast¦pny wynik ukazuje podstawowy zwi¡zek pomi¦dzy parami produktowymi oraz ich podpa-
rami. Mówimy, »e para Banacha ~Y = (Y0, Y1) jest podpar¡ pary Banacha ~X = (X0, X1), je»eli Yj jest
podprzestrzeni¡ Xj z norm¡ indukowan¡ dla j = 0, 1. Zauwa»my, »e zawsze zachodzi nierówno±¢

K(s, t, y; ~Y ) > K(s, t, y; ~X), s, t > 0, y ∈ Y0 + Y1.

Je»eli istnieje staªa dodatnia C taka, »e

K(s, t, y; ~Y ) 6 CK(s, t, y; ~X), s, t > 0, y ∈ Y0 + Y1,

to mówimy, »e ~Y jest K-podpar¡ (dokªadn¡ K-podpar¡ dla C = 1) pary ~X. Wi¦cej informacji
dotycz¡cych podpar mo»na znale¹¢ w znakomicie na±wietlaj¡cym to zagadnienie artykule Jansona [87].
Para produktowa kilku K-podpar, równie» tworzy K-podpar¦ pewnej pary produktowej:

Stwierdzenie 2.11 ([A4, Proposition 3.4]). Niech { ~A1, . . . , ~An} oraz { ~B1, . . . , ~Bn} b¦d¡ takimi

ci¡gami par Banacha, »e ka»da para ~Ai jest K-podpar¡ pary ~Bi dla i = 1, . . . , n.

(i) Je»eli 1 6 p 6 ∞, to para produktowa (
⊕n

i=1
~Ai)p jest K-podpar¡ pary (

⊕n
i=1

~Bi)p , gdzie

odpowiednie staªe zale»¡ od { ~A1, . . . , ~An}, { ~B1, . . . , ~Bn} oraz n.
(ii) Je»eli ~Ai jest dokªadn¡ K-podpar¡ pary ~Bi dla ka»dego i = 1, . . . , n, to para produktowa

(
⊕n

i=1
~Ai)1 jest dokªadn¡ K-podpar¡ pary (

⊕n
i=1

~Bi)1 , gdzie odpowiednie staªe s¡ równe 1.

Poni»ej przedstawimy gªówne twierdzenie o abstrakcyjnej interpolacji pomi¦dzy przestrzeniami
Hardy'ego na obszarach koªowych oraz jego niektóre zastosowania do aproksymacji funkcji mierzalnych
za pomoc¡ funkcji holomor�cznych. Zacznijmy od de�nicji przestrzeni Hardy'ego na obszarze koªowym
oraz na jego brzegu.

W dalszej cz¦±ci H(G) b¦dzie oznacza¢ przestrze« funkcji holomor�cznych na obszarze G. Na-
szym celem byªo badanie przestrzeni Hardy'ego na ogólnych obszarach pªaszczyzny zespolonej, gene-
rowanych przez symetryczne kraty Banacha. Niech G b¦dzie ograniczonym obszarem niejednospójnym
w C, którego brzeg skªada si¦ ze sko«czonej ilo±ci rozª¡cznych, zamkni¦tych krzywych Jordana. Taki
obszar G jest równowa»ny, poprzez odwzorowanie konforemne, obszarowi koªowemu. Przypomnijmy,
»e obszar koªowy to zbiór powstaªy z otwartego dysku jednostkowego, z którego usuni¦to sko«czenie
wiele rozª¡cznych dysków (zobacz na przykªad [31]). W dalszej cz¦±ci b¦dziemy przyjmowa¢ zaªo»enie,
»e G jest obszarem koªowym.

dysk pier±cie« obszar koªowy
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Bardziej precyzyjnie,

(CD) G := D \
n⋃
i=1

(ai + riD),

gdzie D = {z ∈ C : |z| < 1} oraz ai (±rodki usuni¦tych dysków) nale»¡ do D (i = 1, . . . , n) oraz ri
(promienie usuni¦tych dysków) s¡ takimi liczbami rzeczywistymi ze zbioru (0, 1), »e

∗ Di := ai + riD ⊂ D dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n},
∗ Di ∩ Dj = ∅, i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Modelem dla obszaru koªowego jest pier±cie« A :

A :=
{
z ∈ C : |z| ∈ (r0, 1), r0 ∈ (0, 1)

}
.

Je»eli Ωi s¡ dopeªnieniami domkni¦¢ dysków Di, to

G = D ∩
n⋂
i=1

Ωi.

Zacznijmy od przypomnienia de�nicji przestrzeni Hardy'ego na dysku jednostkowym D. Niech
X b¦dzie symetryczn¡ krat¡ Banacha na torusie T := ∂D. Przypomnijmy, »e

L1(T) ∩ L∞(T) ⊂ X ⊂ L1(T) + L∞(T)

(zobacz na przykªad [103]). Przestrze« Hardy'ego HX(D) skªada si¦ z tych wszystkich funkcji
f ∈ H(D), dla których

‖f‖HX(D) := sup
06r<1

‖fr‖X <∞,

gdzie fr(z) = f(rz) dla wszystkich z ∈ T oraz r ∈ [0, 1). Przestrzenie HX to ogólny przypadek wielu
specjalnych przestrzeni badanych w analizie zespolonej. Na przykªad,

∗ je»eli X = Lp, to HLp = Hp z równo±ci¡ norm;
∗ je»eli X = Lφ (gdzie φ jest funkcj¡ Orlicza), to HLφ jest przestrzeni¡ Hardy'ego�Orlicza Hφ.

Przestrzenie Hardy'ego byªy intensywnie badane przez Mastyª¦ oraz Mleczk¦ [120, 121], Mastyª¦ oraz
Rodrígueza-Piazz¦ [122]. Je»eli f ∈ HX(D), to wówczas granica radialna f∗ dana wzorem

f∗(z) := lim
r→1−

fr(z)

istnieje p.w. na T. W artykule [120, Corollary 2.1] wykazano, »e gdy X jest dowoln¡ maksymaln¡,
symetryczn¡ krat¡ Banacha na T, to wówczas

HX(D) = HX(T),

gdzie HX(T) jest podprzestrzeni¡ przestrzeni X skªadaj¡c¡ si¦ z tych funkcji f ∈ X, które maj¡ zerowe
wspóªczynniki Fouriera f̂(n) dla n < 0.

Niech G b¦dzie obszarem koªowym jak w (CD) oraz niech Ωi := C \ Di. W naszych badaniach
bardzo wa»n¡ rol¦ odgrywaj¡ funkcje Riemanna, to znaczy odwzorowania ϕi przeksztaªcaj¡ce Ωi na
D \ {0}, zadane przez

ϕi(z) =
ri

z − ai
, z ∈ Ωi, i = 1, . . . , n.
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Dla obszaru Ωi przestrze« Hardy'ego HX(Ωi) skªada si¦ z takich funkcji f ∈ H(Ωi), »e f ◦ ϕ−1
i ∈

HX(D). Przestrze« HX(Ωi) jest wyposa»ona w norm¦ indukowan¡ z przestrzeni HX(D)

‖f‖HX(Ωi) := ‖f ◦ ϕ−1
i ‖HX(D), f ∈ HX(Ωi).

Wprowad¹my równie» oznaczenie R(G) dla zbioru tych wszystkich funkcji wymiernych, które nie po-
siadaj¡ »adnego bieguna w domkni¦ciu G.

Dla obszaru koªowegoG oraz symetrycznej kraty BanachaX, de�niujemy przestrzenie Hardy'ego
HX(G) oraz HX(∂G) :

(i) Przestrze« Hardy'ego HX(G) jest zde�niowana w nast¦puj¡cy sposób

HX(G) := HX(D)⊕
n⊕
i=1

HX0(Ωi),

z norm¡ dan¡ wzorem

‖f‖HX(G) := max
{
‖fi‖HX(Ωi) : f = f0 + · · ·+ fn, i = 0, . . . n

}
,

gdzie przestrze« HX0 skªada si¦ z tych funkcji z HX, które znikaj¡ w niesko«czono±ci oraz Ω0

oznacza dysk jednostkowy D.
(ii) Przestrze« Hardy'ego HX(∂G) de�niujemy jako domkni¦cie zbioru R(G) w topologii prze-

strzeni X(∂G), z norm¡ zadan¡ przez

‖f‖HX(∂G) := max
{
‖f ◦ ϕ−1

i ‖X(T) : i = 0, 1, . . . , n
}
, f ∈ X(T),

gdzie ϕ0(z) = z dla z ∈ D. Zauwa»my przy tym, »e identy�kujemy ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ z
R(G) z jej obci¦ciem do brzegu ∂G.

W przypadku gdy X = Lp(T), powy»sze de�nicje pokrywaj¡ si¦ ze standardowymi de�nicjami
przestrzeni Hp(G) oraz Hp(∂G), p ∈ [1,∞), tak jak w artykule Chalendar oraz Partingtona [30].
Zwró¢my jednak uwag¦, »e przestrzenie Hardy'ego na obszarzeG zostaªy pierwotnie wprowadzone przez
Rudina w artykule [145]. Mianowicie funkcja f ∈ H(G) nale»y do Hp(G), je»eli istnieje harmoniczna
majoranta funkcji |f |p na G. Nast¦pnie wykazano, »e Hp(G) posiada rozkªad na sum¦ prost¡

Hp(G) = Hp(D)⊕
n⊕
i=1

Hp
0 (Ωi),

gdzie Hp
0 (Ωi) skªada si¦ z tych wszystkich funkcji f ∈ Hp(Ωi), które znikaj¡ w niesko«czono±ci.

Przestrzenie Hardy'ego na brzegu G studiowaª po raz pierwszy Sarason w artykule [147]. W tym
miejscu, odnosimy si¦ równie» do artykuªu Rzeczkowskiego [144], który badaª przestrzenie Hardy'ego�
Orlicza na G u»ywaj¡c harmonicznych majorant. Zwró¢my tutaj uwag¦, »e w przypadku przestrzeni
X = L∞(T), mo»na traktowa¢ odpowiadaj¡c¡ jej przestrze« H∞(G) ograniczonych funkcji analitycz-
nych jako sum¦ prost¡

H∞(D)⊕
n⊕
i=1

H∞0 (Ωi)

(zobacz [32, Theorem 7.1]) oraz analogicznie do przypadku dysku jednostkowego, przestrze« H∞(∂G)

zde�niowan¡ jako domkni¦cie R(G) w ∗-sªabej topologii przestrzeni L∞(∂G), mo»na równie» uto»sami¢
z przestrzeni¡ H∞(G), wyposa»on¡ w równowa»n¡ norm¦.

Poni»ej prezentujemy twierdzenie, które jest uogólnieniem wyniku Fishera [69, Theorem 4.4]
dla przypadku przestrzeni Hardy'ego na obszarach koªowych (porównaj równie» [30, Lemma 2.1]) :
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Twierdzenie 2.12 ([A4, Theorem 4.2]). Niech X b¦dzie maksymaln¡, o±rodkow¡ i symetryczn¡

krat¡ Banacha na T. Wtedy R(G) jest g¦stym podzbiorem przestrzeni HX(G), a ponadto zachodzi

równo±¢

HX(∂G) = HX(G)

z równowa»no±ci¡ norm.

Zauwa»my, »e Chalendar oraz Partington w artykule [31] rozwa»ali rzeczywist¡ interpolacj¦
pomi¦dzy przestrzeniami Hardy'ego Hp(G) na obszarach koªowych dla p ∈ (2,∞). Autorzy wspomnia-
nej pracy wykorzystali metod¦ opracowan¡ przez Kisliakova i Xu dla przypadku przestrzeni Hardy'ego
Hp(D) na dysku jednostkowym D. Przedstawimy teraz ogóln¡ wersj¦ wyniku interpolacyjnego. Poni»sze
rezultaty wynikaj¡ wprost ze Stwierdzenia 2.9 oraz Twierdzenia 2.12:

Twierdzenie 2.13 ([A4, Theorem 4.3]). Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ symetrycznych, o±rod-

kowych oraz maksymalnych krat Banacha na T oraz niech G b¦dzie obszarem koªowym. Wtedy dla

dowolnego dokªadnego funktora interpolacyjnego F takiego, »e przestrze« F(X0, X1) jest o±rodkowa i

maksymalna, zachodzi nast¦puj¡ca formuªa

F(HX0(∂G), HX1(∂G)) = HF(X0, X1)(∂G)

z równowa»no±ci¡ norm.

Twierdzenie 2.14 ([A4, Theorem 4.4]). Niech X b¦dzie dowoln¡ symetryczn¡, o±rodkow¡ i

maksymaln¡ krat¡ Banacha na T oraz niech G b¦dzie obszarem koªowym. Wtedy dla dowolnego do-

kªadnego funktora interpolacyjnego F takiego, »e przestrze« F(X,L∞) jest o±rodkowa i maksymalna,

zachodzi nast¦puj¡ca formuªa

F(HX(∂G), H∞(∂G)) = HF(X,L∞)(∂G)

z równowa»no±ci¡ norm.

Powy»sze twierdzenie w wersji dla dysku jednostkowego zostaªo udowodnione przez Mastyª¦
oraz Mleczk¦ [120, Corollary 2.1]. Nale»y równie» zauwa»y¢, »e zachodzi znaczne wzmocnienie wyniku
z artykuªu [31, Proposition 2.1]:

Wniosek 2.15 ([A4, Corollary 4.5]). Niech G b¦dzie obszarem koªowym oraz niech p ∈ (1,∞).

Wtedy

Hp(∂G) = (H1(∂G), H∞(∂G))θ,p , gdzie 1/p = 1− θ.

Zaprezentujemy teraz wyniki dotycz¡ce aproksymacji za pomoc¡ funkcji analitycznych na ob-
szarach koªowych. Rozwa»amy problem przybli»ania elementu f z przestrzeni Lp(∂G), elementem h z
jego podprzestrzeni Hp(∂G) w taki sposób, aby bª¡d przybli»enia ‖f − h‖p byª relatywnie maªy. Nie
szukamy najlepszego przybli»enia, gdzie bª¡d osi¡ga swoje minimum, ale wymagamy, aby bª¡d przy-
bli»enia nie przekroczyª warto±ci najlepszego przybli»enia pomno»onej przez pewn¡ staª¡. Nast¦puj¡ce
twierdzenie o Hp−Hq �równoczesnej� aproksymacji wynika z twierdzenia Pisiera [87, Theorem 4.1]
oraz Stwierdzenia 2.11:

Twierdzenie 2.16 ([A4, Theorem 4.6]). Niech G b¦dzie obszarem koªowym oraz niech 1 6 p <

q 6∞.
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(i) Wtedy istnieje taka staªa dodatnia C, »e dla danej funkcji f ∈ Lq(∂G), istnieje funkcja h ∈
Hq(∂G), która speªnia poni»sze nierówno±ci :

‖f − h‖p 6 C distp(f,H
p(∂G)) oraz ‖f − h‖q 6 C distq(f,H

q(∂G)).

(ii) Wtedy istnieje taka staªa dodatnia C, »e dla danej funkcji f ∈ Lp(∂G), istnieje funkcja h ∈
Hp(∂G), która speªnia poni»sze nierówno±ci :

‖f − h‖p 6 C distp(f,H
p(∂G)) oraz ‖f − h‖q 6 C distq(f,H

p(∂G)).

Powy»szy wynik mo»na uzna¢ za wariant twierdzenia aproksymacyjnego Nehari. W szczególno±ci
zapewnia on przybli»enie danej funkcji funkcj¡ analityczn¡, które jest prawie optymalne w obydwu
normach L1 oraz L∞. Odnotujmy, »e Chalendar oraz Partington w artykule [31, Theorem 3.1], podali
powy»sze twierdzenie dla przypadku norm przestrzeni L2 oraz L∞. W przypadku dysku jednostkowego,
takie jednoczesne oszacowania w normach przestrzeni L2 oraz L∞ s¡ przedmiotem zainteresowania w
zastosowaniach do teorii sterowania oraz zostaªy po raz pierwszy u»yte przez Kaftala, Larsona oraz
Weissa [90], z dalszymi rozszerzeniami podanymi przez Foiasa, Frazho oraz Tannenbauma [70].

Podamy tutaj analogiczne twierdzenie do twierdze« koryguj¡cych Kisliakova [96, 94, 95], za
pomoc¡ których funkcja z przestrzeni Hq dla 1 < q <∞ jest przybli»ana, z maªym bª¦dem w normie
przestrzeni H1, za pomoc¡ pewnej ograniczonej funkcji analitycznej. Twierdzenia koryguj¡ce zostaªy
zastosowane w artykuªach [29, 31], aby dowie±¢ twierdze« faktoryzacyjnych dla operatorów, których
widmo le»y w G :

Twierdzenie 2.17 ([A4, Theorem 4.7]). Niech ~X = (X0, X1) b¦dzie par¡ symetrycznych, o±rod-

kowych i maksymalnych krat Banacha na T, za± G b¦dzie obszarem koªowym. Niech F b¦dzie dokªadnym

funktorem interpolacyjnym takim, »e przestrze« F(X0, X1) jest o±rodkowa i maksymalna. Niech H0, H1

oraz H oznaczaj¡ odpowiednio, HX0(∂G), HX1(∂G) oraz F(X0, X1)(∂G). Wtedy, dla ka»dego h ∈ H
oraz s, t, ε > 0, istnieje rozkªad h = h0 + h1, dla którego speªnione s¡ poni»sze oszacowania (zobacz κ

na stronie 91)

‖h0‖H0
6 (1 + ε)

κH(s, t)

s
‖h‖H , ‖h1‖H1

6 (1 + ε)
κH(s, t)

t
‖h‖H .

Twierdzenie 2.18 ([A4, Theorem 4.8]). Niech X b¦dzie dowoln¡ symetryczn¡, o±rodkow¡ i

maksymaln¡ krat¡ Banacha na T, za± G b¦dzie obszarem koªowym. Niech F b¦dzie dokªadnym funkto-

rem interpolacyjnym takim, »e przestrze« F(X,L∞) jest o±rodkowa i maksymalna. Niech H0, H1 oraz

H oznaczaj¡ odpowiednio, HX(∂G), H∞(∂G) oraz F(X,L∞)(∂G). Wtedy, dla ka»dego h ∈ H oraz

s, t, ε > 0, istnieje rozkªad h = h0 + h1, dla którego speªnione s¡ poni»sze oszacowania

‖h0‖H0
6 (1 + ε)

κH(s, t)

s
‖h‖H , ‖h1‖H1

6 (1 + ε)
κH(s, t)

t
‖h‖H .

W szczególno±ci powy»szy wynik jest wariantem twierdzenia koryguj¡cego Chalendar oraz Par-
tingtona dla przestrzeni Hardy'ego HX(∂G) na obszarach koªowych dla pary ~X = (L2, L∞), gdzie F
jest funktorem metody rzeczywistej ( · )θ,p z p ∈ (2,∞) oraz θ = p−2/p, jak pokazuje poni»szy wniosek:

Wniosek 2.19 ([A4, Corollary 4.9]). Niech G b¦dzie obszarem koªowym, 1 6 p < q 6 ∞
oraz θ ∈ (0, 1). Zaªó»my, »e H jest maksymaln¡ i o±rodkow¡ przestrzeni¡ wzgl¦dem pary Banacha
~H = (Hp, Hq) tak¡, »e operator zanurzenia id : H → Mθ( ~H) jest ograniczony ze staª¡ C = ‖ id : H →
Mθ( ~H)‖ (zobacz Mθ na stronie 91). Wtedy dla wszystkich h ∈ H oraz ε, η > 0, istnieje rozkªad

h = h0 + h1 na h0 ∈ Hp oraz h1 ∈ Hq, dla którego speªnione s¡ poni»sze oszacowania

‖h0‖p 6 ε, ‖h1‖q 6
(
C(1 + η) ‖h‖H

)1/θ
ε1−1/θ.
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2.4. Miara niezwarto±ci, liczby entropijne oraz s-liczby

Przypomnijmy poj¦cie metrycznej entropii zbioru, pocz¡tki tej koncepcji si¦gaj¡ pracy Pon-
trjagina oraz Schnirelmanna [143] z 1932 roku. Dla danego pre-zwartego podzbioru M przestrzeni
metrycznej X = (X, d) oraz dowolnego ε > 0, niech Nε(M) = Nε(M,d) b¦dzie tak¡ najmniejsz¡ liczb¡
naturaln¡ N , »e M posiada pokrycie sko«czone o mocy N , kulami z przestrzeni X o promieniu ε.
Wtedy

Hε(M) := log2Nε(M)

jest zwana metryczn¡ entropi¡ (albo ε-entropi¡) zbioru M . To wªa±nie Koªmogorow [98] zapropo-
nowaª mierzenie �masywno±ci� zbioru M poprzez asymptotyczne zachowanie Hε(M) dla ε → 0+ oraz
obliczyª entropie kilku zbiorów funkcji. Szczególnie wa»ny jest przypadek wynikaj¡cy z badania zwar-
tego odwzorowania liniowego T , dziaªaj¡cego pomi¦dzy przestrzeniami Banacha A oraz B. Wówczas
de�niujemy

Hε(T ) := Hε

(
T (BA)

)
,

gdzie X = B orazM jest obrazem, poprzez odwzorowanie T , kuli jednostkowej BA z przestrzeni A. Za-
chowanie funkcji Hε(T ) zostaªo dokªadnie zbadane dla klasy operatorów zanurzenia pomi¦dzy ró»nymi
przestrzeniami funkcyjnymi. Wspomnijmy o artykule Koªmogorowa oraz Tichomirowa [99], w którym
rozwa»ano zanurzenia przestrzeni Cn([0, 1]m) w przestrze« C([0, 1]m) dla liczb naturalnych m,n ∈ N.
Wituszkin oraz Henkin wykorzystali te pomysªy w swoim artykule [155] dotycz¡cym trzynastego pro-
blemu Hilberta. Triebel w swoim znakomitym artykule z 1970 [154], badaª wªasno±ci interpolacyjne
ideaªów entropijnych:

Eα(A,B) =
{
T ∈ K(A,B) : sup

ε>0
εHα

ε (T ) <∞
}
, α ∈ (0,∞).

Ci¡g liczb entropijnych {en(T )}∞n=1 (zobacz na stronie 85) jest funkcj¡ odwrotn¡ do metrycznej
entropiiHε(T ). Teoria tych liczb zostaªa wprowadzona przez Pietscha [138]. Nadmie«my tutaj równie»,
i» pewne funkcje odwrotne do metrycznej entropii mo»na równie» znale¹¢ w artykule Mitjagina oraz
Peªczy«skiego [125].

Zauwa»my, »e liczby entropijne s¡ dobrze zde�niowane nie tylko dla operatorów zwartych, ale
równie» dla operatorów, które s¡ jedynie ograniczone. Miar¡ niezwarto±ci β(T ) danego operatora T ,
dziaªaj¡cego pomi¦dzy przestrzeniami Banacha A oraz B, nazywamy granic¦ ci¡gu liczb entropijnych
{en(T )}∞n=1 , przy czym T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy β(T ) = 0.

Zachowanie zwartych operatorów liniowych w interpolacji badano od lat 60-tych XX wieku.
Pierwsze wyniki zostaªy dowiedzione przez Krasnosielskiego [102], który przy zaªo»eniach interpola-
cyjnego twierdzenia Riesza�Thorina, a mianowicie gdy T : Lpi → Lqi jest ograniczony dla i = 0, 1,
gdzie pi, qi ∈ [1,∞] oraz przy dodatkowym zaªo»eniu o zwarto±ci T : Lp0 → Lq0 , q0 < ∞ wykazaª, »e
równie» T : Lp → Lq jest zwarty dla 1/p = 1−θ/p0 + θ/p1, 1/q = 1−θ/q0 + θ/q1 oraz θ ∈ (0, 1).

Powy»szy wynik Krasnosielskiego prowadzi do naturalnego pytania, czy podobne rezultaty za-
chodz¡ w przypadku abstrakcyjnej interpolacji, gdy (Lp0 , Lp1) oraz (Lq0 , Lq1) s¡ zast¡pione parami
Banacha odpowiednio, (A0, A1) oraz (B0, B1). Peªna odpowied¹ na to pytanie jest nadal nieznana.

Pierwsze wyniki dla interpolacji metod¡ rzeczywist¡ uzyskali w 1964 roku Lions oraz Pe-
etre [110] dla przypadku A0 = A1 lub B0 = B1 oraz Persson [135] dla ogólnego przypadku A0 6= A1
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oraz B0 6= B1, przy pewnym warunku aproksymacyjnym naªo»onym na par¦ (B0, B1). We wszyst-
kich tych przypadkach wykazano, »e operator T : (A0, A1)θ,q → (B0, B1)θ,q jest zwarty dla θ ∈ (0, 1),
1 6 q 6∞. Podkre±lmy, »e wyniki o zwarto±ci Lionsa-Peetrego oraz Perssona, zachodz¡ nie tylko dla
metody rzeczywistej, ale równie» dla interpolacji metod¡ zespolon¡. W 1964 roku Calderón w swoim
przeªomowym artykule [18], udowodniª wynik dla metody zespolonej, a mianowicie wykazaª zwarto±¢
T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ dla ka»dego θ ∈ (0, 1) przy pewnym specjalnym warunku aproksymacyjnym
naªo»onym na par¦ (B0, B1).

W 1969 roku Hayakawa [83] podaª wynik dla metody rzeczywistej bez warunku aproksyma-
cyjnego, ale z zaªo»eniem, »e operator T : (A0, A1) → (B0, B1) oraz oba zaw¦»enia T : A0 → B0,
T : A1 → B1 s¡ zwarte oraz 1 6 q < ∞. Nowe podej±cie do wyniku Hayakawy mo»na znale¹¢ w arty-
kule autorstwa Cobosa oraz Peetre'go [42]. Wreszcie w artykule [45] z 1992 roku Cwikel wykazaª, »e
teza twierdzenia Hayakawy zachodzi zawsze, gdy operator T : A0 → B0 jest zwarty oraz T : A1 → B1

jest ograniczony. Przypomnijmy, »e nawet nie wiadomo, czy zaªo»enie Hayakawy jest wystarczaj¡ce
dla zwarto±ci operatora T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ. Niemniej jednak w tym samym artykule [45] Cwi-
kel pokazaª, »e zwarto±¢ mo»na ekstrapolowa¢ metod¡ zespolon¡. Jego znakomity wynik mówi, »e
je»eli operator T : [A0, A1]θ∗ → [B0, B1]θ∗ jest zwarty dla co najmniej jednej warto±ci θ∗ ∈ (0, 1), to
T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ pozostaje zwarty dla ka»dego θ ∈ (0, 1).

Zwró¢my równie» uwag¦, »e w tym samym roku Cobos, Kühn oraz Schonbek we wspólnym
artykule [41] podali niezale»nie inny dowód, innego rozwi¡zania problemu interpolacji zwarto±ci me-
tod¡ rzeczywist¡. Istotnie, wynik ten zostaª wykazany nie tylko dla klasycznej metody rzeczywistej,
ale tak»e dla metody rzeczywistej z parametrem funkcyjnym [41, Theorem 2.3]. Co wi¦cej, podano
pewne pozytywne wyniki [41, Theorem 3.2] dla metody zespolonej, dla par funkcyjnych krat Banacha
speªniaj¡cych dodatkowe ªagodne wªasno±ci.

Przypomnijmy, »e klasyczne twierdzenie interpolacyjne Riesza-Thorina dla operatorów pomi¦-
dzy przestrzeniami Lp stwierdza, »e

‖T‖Lp→Lq 6 C ‖T‖1−θLp0→Lq0
‖T‖θLp1→Lq1 ,

gdzie C = 1 w przypadku przestrzeni zespolonych oraz 1 6 C 6
√

2 w przypadku przestrzeni rzeczywi-
stych. Analogiczny wynik zachodzi dla przestrzeni rzeczywistej interpolacji ~Aθ,q, ~Bθ,q z odpowiednim
oszacowaniem

‖T‖ ~Aθ,q→ ~Bθ,q
6 ‖T‖1−θA0→B0

‖T‖θA1→B1
.

W obydwu powy»szych twierdzeniach, pojawia si¦ logarytmicznie wypukªa funkcja s1−θtθ. W przy-
padku abstrakcyjnych przestrzeni rzeczywistej interpolacji, ogólny wariant takiej funkcji wprowadzono
w artykule [S1], a mianowicie

‖T‖ ~AE→ ~BE
6 CψE

(
‖T‖A0→B0

, ‖T‖A1→B1

)
,

gdzie E jest odpowiedni¡ krat¡ Banacha, ~AE , ~BE s¡ przestrzeniami interpolacyjnymi abstrakcyjnej
metody rzeczywistej oraz ψE jest odpowiedni¡ funkcj¡.

Obecnie poszukuje si¦ ilo±ciowych wersji twierdze« o interpolacji zwarto±ci. W 1981 roku Teixeira
oraz Edmunds [61] uzyskali nierówno±¢ typu logarytmicznego dla miary niezwarto±ci β przy specjalnym
warunku aproksymacyjnym naªo»onym na par¦ (B0, B1), a mianowicie

β
(
T : F(A0, A1)→ F(B0, B1)

)
6 Cβ(T : A0 → B0)1−θβ(T : A1 → B1)θ,(β)
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gdzie F(X0, X1) = [X0, X1]θ lub F(X0, X1) = (X0, X1)θ,q dla X = A,B. W 1999 roku Cobos,
Fernández-Martínez oraz Martínez w znakomitym artykule [37], podali ogólny wynik dla metody rze-
czywistej

β
(
T : ~Aθ,q → ~Bθ,q

)
6 Cβ(T : A0 → B0)1−θβ(T : A1 → B1)θ.

Nadmie«my, »e Fernández-Martínez [67] badaª interpolacj¦ miary niezwarto±ci operatorów pomi¦dzy
przestrzeniami quasi-Banacha, kilkoma metodami interpolacyjnymi, przy warunku aproksymacji Per-
ssona naªo»onym na par¦ w obrazie (B0, B1). W 2006 roku powy»sza nierówno±¢ zostaªa uogólniona w
artykule [S1] na przypadek abstrakcyjnej metody rzeczywistej

β
(
T : ~AE → ~BE

)
6 CψE

(
β (T : A0 → B0) , β (T : A1 → B1)

)
.

(zobacz tak»e artykuª [35], gdzie uzyskano równowa»ny wariant takiego oszacowania).

Przypomnijmy warunek aproksymacyjny Calderóna [18, � 9.6] na parze Banacha (A0, A1), który
okazuje si¦ przydatny w wykazywaniu zwarto±ci niektórych operatorów:

Mówimy, »e (A0, A1) ∈ (CA)0, je»eli istnieje ci¡g uogólniony {πλ}λ∈Λ (indeksowany zbiorem
skierowanym (Λ,≺)) operatorów liniowych na A0 +A1 takich, »e:

(i) Normy operatorów πλ na przestrzeni Ai s¡ jednostajnie ograniczone, i = 0, 1.
(ii) Przestrze« πλ(A0) jest sko«czenie wymiarowa.
(iii) πλ(Ai) ⊂ Ai, i = 0, 1.
(iv) ‖πλ(y)− y‖A0

→ 0 dla ka»dego y ∈ A0.

Niech (CA) b¦dzie podzbiorem tych wszystkich par Banacha z (CA)0 speªniaj¡cych silniejszy
warunek aproksymacyjny: ‖πλ(y)− y‖Ai → 0 dla ka»dego y ∈ Ai, i = 0, 1.

Prezentujemy oszacowanie interpolacyjne dla miary niezwarto±ci, które rozszerza wynik Calde-
róna o interpolacji operatorów zwartych metod¡ zespolon¡ przy zaªo»eniu warunku aproksymacyjnego
Calderóna (CA) :

Twierdzenie 2.20 ([A2, Theorem 3.1]). Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha oraz niech
~B = (B0, B1) ∈ (CA). Je»eli T : ~A → ~B, to istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla ka»dego θ ∈ (0, 1),

mamy

β
(
T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ

)
6 Cβ(T : A0 → B0)1−θβ(T : A1 → B1)θ.

Zwró¢my uwag¦, »e dowód Twierdzenia 2.20 jest zupeªnie inny od dowodów, które dotycz¡
warunków aproksymacyjnych Perssona lub Teixeiry oraz Edmundsa. Z powy»szego twierdzenia wynika
nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 2.21 ([A2, Corollary 3.2]). Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha oraz ~B =

(B0, B1) ∈ (CA). Je»eli operator T : ~A → ~B oraz T : Aj → Bj jest zwarty dla j = 0 lub j = 1,

to dla ka»dego θ ∈ (0, 1),

T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ jest operatorem zwartym.

Podobne argumenty daj¡ nast¦puj¡cy wariant powy»szego twierdzenia dla szerszej kategorii
(CA)0 :
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Twierdzenie 2.22 ([A2, Theorem 3.3]). Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha oraz ~B =

(B0, B1) ∈ (CA)0. Je»eli operator T : ~A → ~B, to istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla ka»dego θ ∈
(0, 1), mamy

β
(
T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ

)
6 Cβ(T : A0 → B0)1−θ ‖T‖θA1→B1

.

Jako zastosowanie uzyskujemy powy»ej wspomniany wynik Calderóna o zwarto±ci:

Wniosek 2.23 ([A2, Corollary 3.4]). Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha oraz ~B =

(B0, B1) ∈ (CA)0. Je»eli operator T : ~A→ ~B oraz T : A0 → B0 jest zwarty, to dla ka»dego θ ∈ (0, 1),

T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ jest operatorem zwartym.

Ostatnie stwierdzenie zostaªo udowodnione bezpo±rednio przez Calderóna [18, Theorem 9.6] bez
oszacowania miary niezwarto±ci.

Twierdzenie 2.20 podaje wariant powy»ej wspomnianego oszacowania (β). Nie wiadomo, czy
powy»szy wynik jest prawdziwy bez zaªo»enia warunku aproksymacyjnego. Jest to trudny problem,
poniewa» pozytywna odpowied¹ rozwi¡zaªaby problem interpolacji operatorów zwartych metod¡ ze-
spolon¡. Nale»y zauwa»y¢, »e oryginalny dowód wyniku o zwarto±ci Calderóna (przy wspomnianym
warunku aproksymacyjnym) jest nietrywialny i w du»ym stopniu zale»ny od konstrukcji metody ze-
spolonej, która wykorzystuje funkcje analityczne o warto±ciach w przestrzeniach Banacha.

Jednak dowody oparte na zaªo»eniu warunku aproksymacyjnego na parze w obrazie, Pers-
sona [135], Teixeiry oraz Edmundsa [61] lub Fernández-Martíneza [67] maj¡ zupeªnie inny charakter
i nie s¡ tak zwi¡zane z metod¡ zespolon¡. Spowodowane jest to tym, »e hipotezy aproksymacyjne
stosowane przez wymienionych powy»ej autorów s¡ zasadniczo inne, jak zostaªo to wykazane w [A2]:

Przedstawimy teraz przykªady z klasy nietrywialnych par Banacha, które speªniaj¡ warunek
aproksymacyjny Calderóna, jednak nie speªniaj¡ klasycznych warunków interpolacyjnych wprowadzo-
nych przez Perssona, jak równie» przez Teixeir¦ oraz Edmundsa.

Niech (TEA) b¦dzie zbiorem wszystkich par Banacha speªniaj¡cych warunek aproksymacyjny
zastosowany przez Teixeir¦ oraz Edmundsa w artykule [61] (zobacz tak»e [67]) :

Mówimy, »e para (A0, A1) ∈ (TEA), je»eli istnieje taka staªa dodatnia C, »e dla wszystkich
ε > 0 oraz zbiorów sko«czonych F0 ⊂ A0 oraz F1 ⊂ A1, istnieje operator P ∈ L( ~A) speªniaj¡cy
warunki:

(i) ‖P‖ ~A→ ~A 6 C oraz P : A0 → A0 jest zwarty.
(ii) P (A0 +A1) ⊂ A0 ∩A1.
(iii) ‖Py − y‖Ai < ε dla wszystkich y ∈ Fi, i = 0, 1.

Mówimy, »e przestrze« Banacha X posiada wªasno±¢ aproksymacji A.P., je»eli dla ka»dego
zwartego podzbioruK ⊂ X oraz dla ka»dego ε > 0 istnieje operator sko«czonego rz¦du T na przestrzeni
X oraz ‖Tx− x‖ < ε, dla ka»dego x ∈ K. Odnotujmy, »e A.P jest sªabsz¡ wªasno±ci¡ ni» poj¦cie
bazy Schaudera. W 1973 roku En�o [63] wykazaª istnienie przestrzeni nieposiadaj¡cych wªasno±ci
aproksymacji. Krótsza konstrukcja takich przestrzeni zostaªa podana przez Daviego [47, 48] (zobacz
tak»e [108, Theorem 2.d.6]).
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Mówimy, »e przestrze« Banacha X posiada wªasno±¢ zwartej aproksymacji C.A.P., je»eli
dla ka»dego zwartego podzbioru K ⊂ X oraz dla ka»dego ε > 0 istnieje operator zwarty T na X taki,
»e ‖Tx− x‖ < ε, dla ka»dego x ∈ K. Wªasno±¢ zwartej aproksymacji jest sªabsz¡ wªasno±ci¡ ni» A.P.

W 1992 roku Willis [158] wykazaª, »e te dwie wªasno±ci nie s¡ równowa»ne.

Z powy»szego natychmiast wynika, »e istniej¡ pary Banacha w zbiorze (TEA)\(CA). Nast¦pny
wynik pokazuje, »e (CA) oraz (TEA) s¡ nieporównywalne w ogóle:

Twierdzenie 2.24 ([A2, Theorem 4.1]). Istnieje nieprzeliczalnie wiele wzajemnie nieizomor-

�cznych i nietrywialnych par Banacha ~A speªniaj¡cych nast¦puj¡ce warunki :

(i) A0 ⊂ A1 oraz A0 � A1.

(ii) ~A ∈ (CA) oraz ~A /∈ (TEA).

W zastosowaniach wa»n¡ rol¦ odgrywa nast¦puj¡cy warunek aproksymacyjny wprowadzony
przez Perssona (zobacz [115, 135]) :

Mówimy, »e para (A0, A1) ∈ (PA)0, je»eli dla ka»dego zwartego podzbioru K ⊂ A0 istnieje taka
staªa dodatnia C, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje operator P ∈ L( ~A) speªniaj¡cy nast¦puj¡ce warunki:

(i) ‖P‖ ~A→ ~A 6 C.
(ii) P (A0 +A1) ⊂ A0 ∩A1.
(iii) ‖Py − y‖A0

< ε dla wszystkich y ∈ K.

Zauwa»my, »e w tej de�nicji mo»emy zast¡pi¢ zbiory zwarte K przez zbiory sko«czone F w A0.

Nietrudno zauwa»y¢, »e istniej¡ pary Banacha, które nale»¡ do zbioru (PA)0 oraz nie nale»¡ do
zbioru (CA)0. Dla szerszej kategorii klasycznych par Banacha ~A ∈ (PA)0 mamy równie» ~A ∈ (CA)0

lub nawet ~A ∈ (CA) (zobacz [109, 115] po wi¦cej szczegóªów).

Poni»ej przedstawimy twierdzenie, które pokazuje, »e istniej¡ nietrywialne pary w (CA)0, które
nie s¡ elementami zbioru (PA)0 :

Twierdzenie 2.25 ([A2, Theorem 4.2]). Istnieje nieprzeliczalnie wiele wzajemnie nieizomor-

�cznych i nietrywialnych par Banacha ~A speªniaj¡cych nast¦puj¡ce warunki :

(i) A0 * A1, A1 * A0 oraz A0 6' A1.

(ii) ~A ∈ (CA)0 oraz ~A /∈ (PA)0.

Poniewa» liczby entropijne i rz¡d ich zbie»no±ci zapewniaj¡ ilo±ciowy sposób mierzenia �stopnia
zwarto±ci� operatora pomi¦dzy przestrzeniami Banacha, wyniki o interpolacji zwarto±ci motywowaªy
dªugo otwarte pytanie: jak liczby entropijne operatorów dziaªaj¡cych pomi¦dzy przestrzeniami interpo-
lacyjnymi wzgl¦dem par Banacha zachowuj¡ si¦ w relacji do liczb entropijnych operatorów dziaªaj¡cych
pomi¦dzy przestrzeniami z tych par? Pozytywna odpowied¹ na to pytanie doprowadziªaby do licznych
warto±ciowych zastosowa« w lokalnej teorii przestrzeni Banacha, w tym do interpolacyjnych oszacowa«
warto±ci wªasnych za pomoc¡ pojedynczych liczb entropijnych.

Niedawno poczyniono znaczne post¦py w zrozumieniu zachowania liczb entropijnych. Edmunds
oraz Netrusov pokazali w artykule [59, 60], »e w okre±lonych okoliczno±ciach liczby entropijne operatora
nie zachowuj¡ si¦ dobrze w interpolacji metod¡ rzeczywist¡. Udowodnili, »e dla »adnych θ ∈ (0, 1) oraz
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dla »adnych q ∈ [1,∞] nie istniej¡ takie staªe dodatnie α oraz C, »e dla wszystkich par Banacha
(A0, A1), (B0, B1) oraz dowolnego operatora T : (A0, A1)→ (B0, B1), nast¦puj¡ca nierówno±¢ zachodzi

εkα
(
T : (A0, A1)θ,q → (B0, B1)θ,q

)
6 C max

{
εk(T : A0 → B0) , εk(T : A1 → B1)

}
dla ka»dego k ∈ N.

Zwró¢my uwag¦, »e zachowanie liczb entropijnych w interpolacji metod¡ zespolon¡ jest nadal
nieznane. Czy to oznacza, »e dla ka»dego θ ∈ (0, 1), istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla wszystkich
par Banacha (A0, A1), (B0, B1) oraz ka»dego operatora T : (A0, A1)→ (B0, B1) zachodzi nast¦puj¡ca
nierówno±¢

εk0k1

(
T : [A0, A1]θ → [B0, B1]θ

)
6 C εk0(T : A0 → B0)1−θ εk1(T : A1 → B1)θ(E)

dla wszystkich k0, k1 ∈ N ? Nale»y nadmieni¢, i» wyniki w tej formie s¡ ju» znane w przypadku, gdy
przestrzenie z jednego ko«ca s¡ ustalone (zobacz na przykªad [62, 114, 138, 154]):

εk0k1(T : X → B) 6 C εk0(T : A0 → B)1−θ εk1(T : A1 → B)θ ,

εk0k1(T : A→ Y ) 6 C εk0(T : A→ B0)1−θ εk1(T : A→ B1)θ ,

w przypadku gdy przestrze« Banacha X nale»y do klasy CK(θ; ~A) oraz B = B0 = B1 lub A =

A0 = A1 oraz przestrze« Banacha Y nale»y do klasy CJ(θ; ~B) (zobacz CK oraz CJ na stronie 90). W
dost¦pnej literaturze brakuje jednak ogólnych rezultatów typu (E) i tylko kilka wyników tego typu
zostaªo opublikowanych wcze±niej (zobacz [A1, A6, A7]).

Poni»ej przedstawimy wariant powy»szego oszacowania w przypadku przestrzeni Hilberta, który
pokazuje, »e zachowanie liczb entropijnych (oraz wewn¦trznych liczb entropijnych) w geometrycznej
interpolacji jest tak dobre, jak przypuszczano:

Twierdzenie 2.26 ([A6, Theorem 4.2]). Zaªó»my, »e ~H = (H0, H1) oraz ~K = (K0,K1) s¡

dowolnymi parami Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta, T ∈ L( ~H, ~K) oraz k ∈ N. Wtedy

εk
(
T : [ ~H]θ → [ ~K]θ

)
6 72 εk(T : H0 → K0)1−θ εk(T : H1 → K1)θ oraz

ϕk
(
T : [ ~H]θ → [ ~K]θ

)
6 64ϕk(T : H0 → K0)1−θ ϕk(T : H1 → K1)θ

dla ka»dego θ ∈ (0, 1). W szczególnym przypadku dla θ = 1/2 powy»sze staªe mo»na ulepszy¢, a miano-

wicie

εk
(
T : [ ~H]1/2 → [ ~K]1/2

)
6 12 εk(T : H0 → K0)

1/2 εk(T : H1 → K1)
1/2 oraz

ϕk
(
T : [ ~H]1/2 → [ ~K]1/2

)
6 8ϕk(T : H0 → K0)

1/2 ϕk(T : H1 → K1)
1/2 .

W tym miejscu warto zauwa»y¢, »e powy»sze oszacowanie, które zostaªo bezpo±rednio udowod-
nione w artykule [A6] jest pierwszym oszacowaniem typu (E) zwi¡zanym z wcze±niej wspomnianym
problemem interpolacyjnym, które zachodzi dla wszystkich operatorów pomi¦dzy dowolnymi parami
Banacha przestrzeni Hilberta.

Jak wcze±niej wspomniano liczby entropijne operatorów nie zachowuj¡ si¦ dobrze w przypadku
rzeczywistej interpolacji. Zauwa»my, »e przykªad przedstawiony w artykule [59] mo»e by¢ u»yty do wy-
kazania, »e równie» moduªy entropijne operatorów nie zachowuj¡ si¦ dobrze w przypadku rzeczywistej
interpolacji:
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Stwierdzenie 2.27 ([A3, Proposition 5.3]). Istniej¡ takie pary Banacha ~A oraz ~B, »e dla

»adnego θ ∈ (0, 1) oraz 1 6 q <∞, nie istnieje staªa dodatnia C dla której zachodzi

gs
(
T : ~Aθ,q → ~Bθ,q

)
6 Cgs(T : A0 → B0)1−θ gs(T : A1 → B1)θ

dla dowolnego operatora T : ~A→ ~B oraz dowolnego s ∈ (0,∞).

Gdy X oraz Y s¡ przestrzeniami Banacha, to przez X⊕Y oznaczamy przestrze« Banacha X×Y
wyposa»on¡ w norm¦ ‖(x, y)‖ = max {‖x‖X , ‖y‖Y } dla wszystkich (x, y) ∈ X × Y .

Przykªady par Banacha (X0, X1), (Y0, Y1) skonstruowanych w artykuªach [59, 60] implikuj¡, »e
liczby entropijne nie zachowuj¡ si¦ dobrze w rzeczywistej interpolacji. Nale»y zauwa»y¢, »e pary te nie
s¡ identyczne. Korzystaj¡c z nast¦pnego wyniku, mo»na wykaza¢, »e powy»sze stwierdzenie zachodzi
dla równych par.

Lemat 2.28 ([A3, Lemma 5.4]). Niech τ : N×N→ N b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. Zaªó»my, »e dla

ustalonego funktora interpolacyjnego F zachodzi dekompozycja

F(X0 ⊕ Y0, X1 ⊕ Y1) = F(X0, X1)⊕F(Y0, Y1),(F)

dla wszystkich par Banacha. Wtedy nast¦puj¡ce stwierdzenia s¡ równowa»ne.

(i) Istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla dowolnych dwóch par Banacha ~X = (X0, X1) oraz
~Y = (Y0, Y1) oraz dla dowolnego operatora T : ~X → ~Y

ετ(k,l)

(
T : F( ~X)→ F(~Y )

)
6 CϕF

(
εk(T : X0 → Y0) , εl(T : X1 → Y1)

)
, k, l ∈ N.

(ii) Istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla dowolnej pary Banacha ~A = (A0, A1) oraz dla dowolnego

operatora T : ~A→ ~A

ετ(k,l)

(
T : F( ~A)→ F( ~A)

)
6 CϕF

(
εk(T : A0 → A0) , εl(T : A1 → A1)

)
, k, l ∈ N.

Zauwa»my równie», »e zarówno metoda rzeczywistej ( · )θ,q, jak i zespolonej [ · ]θ interpolacji
speªnia zaªo»enia Lematu 2.28 z funkcj¡ ϕF (s, t) = s1−θtθ dla ka»dych s, t > 0 oraz θ ∈ (0, 1).
Przypomnijmy, »e ze Stwierdzenia 2.9 (zobacz [A4, Proposition 3.2] lub stron¦ 12) dla wszystkich
funktorów interpolacyjnych F oraz par Banacha (X0, X1), (Y0, Y1) zachodzi nast¦puj¡ca dekompozycja

F(X0 ⊕ Y0, X1 ⊕ Y1) = F(X0, X1)⊕F(Y0, Y1).(F)

Nast¦pny wynik pokazuje, »e istnieje taka para Banacha (A0, A1), »e dla wszystkich θ ∈ (0, 1) oraz
1 6 q 6∞, liczby entropijne nie zachowuj¡ si¦ dobrze w interpolacji metod¡ rzeczywist¡:

Stwierdzenie 2.29 ([A3, Proposition 5.5]). Dla ka»dego 0 < λ < 1 istnieje para Banacha ~A

oraz operator T : ~A→ ~A taki, »e dla ka»dego θ ∈ (0, 1), 1 6 q <∞ oraz n ∈ N zachodz¡ nierówno±ci

en(T : Aj → Aj) 6 cj n
−λ, j = 0, 1 oraz en

(
T : ~Aθ,q → ~Aθ,q

)
> c n−λ(log2 n)λ,

gdzie c0, c1 oraz c s¡ dodatnimi staªymi, niezale»nymi od n.

Moduªy entropijne operatorów dziaªaj¡cych na dowolnych parach równie» nie zachowuj¡ si¦
dobrze w interpolacji metod¡ rzeczywist¡:

Stwierdzenie 2.30 ([A3, Proposition 5.6]). Istnieje taka para Banacha ~A, »e dla ka»dego

θ ∈ (0, 1) oraz 1 6 q <∞ nie istnieje staªa dodatnia C dla której, poni»sze oszacowanie zachodzi

gs
(
T : ~Aθ,q → ~Aθ,q

)
6 Cgs(T : A0 → A0)1−θ gs(T : A1 → A1)θ
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dla dowolnego operatora T : ~A→ ~A oraz wszystkich s ∈ (0,∞).

To, co powiedzieli±my wcze±niej, motywuje w naturalny sposób badanie takich trójek przestrzeni
Banacha (A0, A1, X), gdzieX jest pewn¡ przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem pary Banacha (A0, A1),
»e zachodzi nast¦puj¡ce oszacowanie dla operatora T : (A0, A1)→ (A0, A1) dla pewnej dodatniej staªej
C oraz θ ∈ (0, 1),

εk0k1(T : X → X) 6 C εk0(T : A0 → A0)1−θ εk1(T : A1 → A1)θ .(H)

W skrócie, ró»ne warianty (H) s¡ dla nas bardzo interesuj¡ce, gdy» mog¡ prowadzi¢ do nowych wyników
interpolacyjnych dla spektralnych liczb entropijnych w powy»szej postaci (zobacz Ek(T ) na stronie 36).
W tym kontek±cie, warto wspomnie¢ o lokalnej wersji wyniku o liczbach oraz moduªach entropijnych
operatorów na parach Banacha dla sko«czenie wymiarowych podprzestrzeni niezmienniczych:

Lemat 2.31 ([A3, Lemma 5.2]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem pary

Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ⊂ Mϕ( ~A) dla pewnego ϕ ∈ (Υ) (zobacz (Υ) na stronie 91). Wtedy

dla dowolnej sko«czenie wymiarowej podprzestrzeni Y ⊂ X, istnieje taka staªa dodatnia C = C(Y,D),

zale»na od Y oraz D = ‖ id : X →Mϕ( ~A)‖, »e

εk0k1(T : Y → Y ) 6 Cϕ
(
εk0(T : A0 → A0) , εk1(T : A1 → A1)

)
oraz

gs(T : Y → Y ) 6 Cgs,ϕ(T : A0 → A0, T : A1 → A1)

dla wszystkich operatorów T ∈ L( ~A), które speªniaj¡ T (Y ) ⊂ Y oraz dla wszystkich k0, k1 ∈ N oraz

s ∈ (0,∞).

Lemat 2.31 mo»na znacznie wzmocni¢, gdy przestrze« interpolacyjna jest przestrzeni¡ Hilberta
oraz operator indukowany jest normalny:

Stwierdzenie 2.32 ([A3, Proposition 6.5, Proposition 6.6]). Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hil-

berta interpolacyjn¡ wzgl¦dem pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e H ⊂Mθ( ~A) dla pewnego θ ∈ (0, 1).

Je»eli operator T ∈ L( ~A) i jego zaw¦»enie T do przestrzeni H jest operatorem normalnym oraz

ress(T : H → H) 6 ress(T : A0 → A0)1−θress(T : A1 → A1)θ,

to

εk0k1(T : H → H) 6 6 εk0(T : A0 → A0)1−θ εk1(T : A1 → A1)θ , k0, k1 ∈ N

oraz

gs(T : H → H) 6 6 g(1−θ)s(T : A0 → A0)1−θ gθs(T : A1 → A1)θ , s ∈ (0,∞).

Zauwa»my równie», »e w przypadku gdy F(A0, A1) = [A0, A1]θ lub F(A0, A1) = (A0, A1)θ,q, to
oszacowanie:

ress
(
T : F(A0, A1)→ F(A0, A1)

)
6 ress(T : A0 → A0)1−θress(T : A1 → A1)θ,

zostaªo uzyskane w artykuªach [A2, Proposition 5.2] oraz [37, Corollary 1.3]).

W przypadku operatorów normalnych dziaªaj¡cych na przestrzeniach Hilberta, uzyskali±my
mocniejszy wynik o interpolacji liczb entropijnych:
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Twierdzenie 2.33 ([A6, Theorem 4.4]). Zaªó»my, »e ~H = (H0, H1) jest regularn¡ par¡ Bana-

cha zespolonych przestrzeni Hilberta. Niech A b¦dzie operatorem dodatnim na H0, który daje iloczyn

skalarny przestrzeni H1. Niech T ∈ L( ~H). Je»eli operator T na H0 jest normalny oraz jest przemienny

z operatorem A, to

1/8ϕk(T : H0 → H0) 6 ϕk
(
T : [ ~H]θ → [ ~H]θ

)
6 8ϕk(T : H0 → H0) oraz

1/6 εk(T : H0 → H0) 6 εk
(
T : [ ~H]θ → [ ~H]θ

)
6 6 εk(T : H0 → H0)

dla ka»dego θ ∈ (0, 1] oraz ka»dego k ∈ N.

Jak wcze±niej wspomniano oszacowanie (E) nie zachodzi dla metody rzeczywistej interpolacji.
Poni»ej przedstawimy górne oszacowania liczb entropijnych operatorów dziaªaj¡cych pomi¦dzy prze-
strzeniami generowanymi przez funktory interpolacyjne na parach Banacha, gdzie klasa par Banacha
w obrazie jest w¦»sza i skªada si¦ z par, które speªniaj¡ interpolacyjne warianty wªasno±ci aproksyma-
cyjnych:

Przypomnijmy, »e przestrze« Banacha X posiada wªasno±¢ ograniczonej aproksymacji,
je»eli istnieje λ > 1 taka, »e dla ka»dego ε > 0 oraz ka»dego podzbioru zwartego K ⊂ X istnieje
operator T sko«czonego rz¦du, speªniaj¡cy ‖T‖ 6 λ oraz

‖Tx− x‖X 6 ε‖x‖X , x ∈ K.

W powy»szej de�nicji mo»emy zast¡pi¢ zbiory zwarte K podzbiorami sko«czonymi F ⊂ X. Wiadomo,
»e powy»sza wªasno±¢ jest równowa»na nast¦puj¡cej: Istnieje staªa λ > 1 taka, »e dla ka»dej sko«czenie
wymiarowej podprzestrzeni E ⊂ X, istnieje operator sko«czenie wymiarowy T : X → X dla którego
‖T‖ 6 λ oraz Tx = x dla wszystkich x ∈ E.

Wªasno±¢ ograniczonej aproksymacji pozwala by wymiar operatora T byª zale»ny od konkret-
nego wyboru zbioru sko«czonego F , nawet je»eli ε > 0 oraz moc zbioru cardF jest z góry ustalona.
Silniejsza i ilo±ciowa wersja ograniczonej wªasno±ci aproksymacji jest zwana jednostajn¡ wªasno±ci¡
aproksymacji. Wªasno±¢ ta nakªada górne oszacowanie na wymiar operatora T , które zale»y od ε oraz
card(F ), lecz nie zale»y od konkretnego wyboru zbioru F .

Dokªadniej, przestrze« Banacha X posiada jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji, je»eli ist-
nieje staªa λ > 1 taka, »e dla ka»dego ε > 0 oraz dla ka»dego n ∈ N, istnieje taka funkcja f(ε, n),
»e dla ka»dego sko«czonego zbioru {x1, . . . , xn} z X, istnieje operator liniowy T : X → X speªniaj¡cy
‖T‖ 6 λ, rankT 6 f(ε, n) oraz

‖Txi − xi‖X 6 ε‖xi‖X , 1 6 i 6 n.

Zauwa»my, »e powy»sza wªasno±¢ jest zwi¡zana z wªasno±ci¡ wprowadzon¡ przez Peªczy«skiego oraz
Rosenthala [134]:

Niech λ > 1. Przestrze« Banacha X posiada λ-jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji, je»eli
dla ka»dej staªej λ′ > λ istnieje taka funkcja φλ′ : N → N, »e dla ka»dej n-wymiarowej podprzestrzeni
E ⊂ X istnieje operator T : X → X taki, »e ‖T‖ < λ′, Te = e dla wszystkich e ∈ E oraz rankT <

φλ′(n). Przestrze« Banacha X posiada wªasno±¢ jednostajnej aproksymacji, gdy dla pewnego λ > 1,
przestrze« X posiada λ-jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji.
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Nale»y podkre±li¢, »e wery�kacja czy dana przestrze« Banacha posiada jednostajn¡ wªasno±¢
aproksymacji jest subtelnym problemem. Szankowski wykazaª w artykule [150], »e istnienie bazy bez-
warunkowej, a nawet bazy symetrycznej, w przestrzeni Banacha nie zapewnia, »e posiada ona jedno-
stajn¡ wªasno±¢ aproksymacji.

Zwró¢my uwag¦, »e w badaniu interpolacyjnych wªasno±ci operatorów zwartych, pojawiªy si¦
naturalne warianty wªasno±ci aproksymacyjnych dla par Banacha. Nadmie«my tutaj, i» Lions pokazaª
w artykule [109], »e dla szerokiej klasy par Banacha ~A = (A0, A1) istnieje ci¡g {Pn} operatorów
Pn : A0 +A1 → A0 ∩A1 takich, »e Pny → y w Ai, gdy n→∞ dla ka»dego y ∈ Ai, i = 0, 1.

U»yjemy specjalnego rodzaju wªasno±ci aproksymacyjnych (zobacz (PA)0 na stronie 22) dla par
Banacha, które wedªug naszej najlepszej wiedzy pojawiªy si¦ po raz pierwszy w artykule [135] (zobacz
równie» artykuª [61] lub stron¦ 21) w badaniu zwarto±ci operatorów liniowych w interpolacji. Niech
(PA) b¦dzie zbiorem wszystkich par Banacha speªniaj¡cych warunek aproksymacyjny zastosowany w
artykule [A7]:

Mówimy, »e para Banacha ~A = (A0, A1) posiada (ograniczon¡) wªasno±¢ aproksymacji oraz
piszemy (A0, A1) ∈ (PA), je»eli istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla dowolnego ε > 0 oraz zbiorów
sko«czonych F0 ⊂ A0 i F1 ⊂ A1 istnieje operator P ∈ L( ~A) dla którego:

(i) ‖P‖ ~A→ ~A 6 C.
(ii) P (A0 +A1) ⊂ A0 ∩A1.
(iii) ‖Py − y‖Ai < ε dla wszystkich y ∈ Fi, i = 0, 1.

Mówimy, »e para Banacha ~A = (A0, A1) posiada wªasno±¢ jednostronnej aproksymacji,
je»eli (A0, A1) ∈ (PA)0 (zobacz stron¦ 22).

W dalszej cz¦±ci b¦dziemy rozwa»a¢ pary Banacha (L1(µ), L∞(µ)) zde�niowane na dowolnej
przestrzeni mierzalnej (Ω,Σ, µ). Domkni¦cie przestrzeni L1(µ) ∩ L∞(µ) w L∞(µ) b¦dziemy oznaczali
przez L◦∞(µ).

Nasze pierwsze twierdzenie dotycz¡ce wªasno±ci aproksymacji dostarcza wiele naturalnych przy-
kªadów par Banacha z jednostronn¡ wªasno±ci¡ aproksymacji:

Twierdzenie 2.34 ([A7, Theorem 2.2]). Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ mierzaln¡

oraz niech X b¦dzie dokªadn¡ przestrzeni¡ interpolacyjn¡ pomi¦dzy L1(µ) oraz L∞(µ). Wtedy ~X :=(
L◦∞(µ), X

)
posiada jednostronn¡ wªasno±¢ aproksymacji(

L◦∞(µ), X
)
∈ (PA)0

z funkcj¡ f ~X(ε, n) 6
[
4n/ε
]n

dla wszystkich ε > 0 oraz n ∈ N.

Zgodnie z klasycznymi de�nicjami, dla przestrzeni Banacha de�niujemy warianty jednolitej wªa-
sno±ci aproksymacyjnej dla par Banacha:

Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha oraz niech λ > 1. Mówimy, »e para Banacha ~A

posiada λ-jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji oraz (A0, A1) ∈ (λUAP), je»eli istnieje funkcja
k ~A : (λ,∞)×N→ [1,∞) taka, »e dla dowolnych λ′ > λ oraz n-wymiarowej podprzestrzeni E ⊂ A0∩A1,
istnieje operator P : ~A→ ~A taki, »e:

(i) ‖P‖ ~A→ ~A 6 λ′ oraz rank(P ) < k ~A(λ′, n).
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(ii) P (A0 +A1) ⊂ A0 ∩A1.
(iii) Py = y dla wszystkich y ∈ E.

Funkcj¦ k ~A nazywamy funkcj¡ jednostajno±ci pary Banacha ~A. Mówimy, »e para Banacha ~A posiada
jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji, gdy dla pewnego λ > 1 para ~A posiada λ-jednostajn¡ wªasno±¢
aproksymacji.

Przypomnijmy, »e przestrze« Banacha X jest (Gaussowskiego) typu 2 pod warunkiem, »e
istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla ka»dego ci¡gu {x1, . . . , xn} z X(

E
∥∥∥ n∑
i=1

gixi

∥∥∥2
)1/2

6 C

( n∑
i=1

‖xi‖2
)1/2

,

gdzie E oznacza warto±¢ oczekiwan¡ oraz {gn}n∈N jest ci¡giem znormalizowanych i niezale»nych zmien-
nych Gaussowskich na pewnej przestrzeni probabilistycznej, to znaczy ka»da zmienna losowa gn posiada
funkcj¦ g¦sto±ci

(2π)−
1/2 exp(−t2/2).

Najlepsz¡ staª¡ typu 2 oznaczamy przez T2(X).

Gªównym celem w artykule [A7] byªo uzyskanie nowych oszacowa« interpolacyjnych dla liczb
entropijnych operatorów pomi¦dzy przestrzeniami interpolacyjnymi:

Twierdzenie 2.35 ([A7, Theorem 4.3]). Niech F b¦dzie dokªadnym funktorem interpolacyjnym

z funkcj¡ fundamentaln¡ ϕF . Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami Banacha. Zaªó»my,

»e ~B posiada zarówno wªasno±¢ aproksymacji jak i λ-jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji

~B ∈ (PA) ∩ (λUAP)

z funkcj¡ jednostajno±ci k ~B(λ, n) 6 g(n), gdzie g : N→ N jest takie, »e g(n) > n. Wtedy, dla dowolnego

operatora T : ~A→ ~B oraz dla wszystkich liczb naturalnych m,n, dla staªej C = 1 + λ zachodzi

em
(
T : F( ~A)→ F( ~B)

)
6 CϕF (dn(T : A0 → B0), dn(T : A1 → B1)) + 4λ 2

− m−1
g(2n−1) ‖T‖ ~A→ ~B.

Je»eli dodatkowo Ai oraz B
∗
i s¡ typu 2 dla i = 0, 1, to wtedy

em
(
T : F( ~A)→ F( ~B)

)
6 C̃ϕF (en(T : A0 → B0), en(T : A1 → B1)) + 4λ 2

− m−1
g(2n−1) ‖T‖ ~A→ ~B,

gdzie C̃ zale»y od staªych typu 2 oraz od λ.

Nast¦pnie przedstawimy pewien rodzaj dwustronnej interpolacji liczb entropijnych operatorów,
zachodz¡cych przy sªabszych zaªo»eniach, wyra»onych w kategoriach funkcji ι oraz κ (zobacz stron¦ 91):

Twierdzenie 2.36 ([A7, Theorem 4.6]). Niech X oraz Y b¦d¡ przestrzeniami po±rednimi ze

wzgl¦du na pary Banacha odpowiednio ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1). Wtedy dla dowolnych ope-

ratorów T : ~A → ~B oraz S : ~B → ~B z S : B0 + B1 → B0 ∩ B1 oraz dla wszystkich k, l ∈ N zachodzi

oszacowanie:

εk2l2(ST : X → Y ) 6 f(S)κX
(
εk(T : A0 → B0) , εl(T : A1 → B1)

)
,

gdzie f(S) = 2κX
(
ιY (‖S‖B0→B0 , ‖S‖B0→B1), ιY

(
‖S‖B1→B0 , ‖S‖B1→B1

)
.

Jako zastosowanie powy»szego wyniku otrzymujemy:
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Wniosek 2.37 ([A7, Corollary 4.7]). Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami

Banacha oraz niech F b¦dzie funktorem interpolacyjnym wykªadnika θ z funkcj¡ charakterystyczn¡

ϕ(s, t) = s1−θtθ dla wszystkich s, t > 0. Wtedy dla dowolnych operatorów T : ~A → ~B oraz S : ~B → ~B

takich, »e S : B0 +B1 → B0 ∩B1 z ‖S‖ ~B→ ~B 6 C oraz dla wszystkich k, l ∈ N zachodzi oszacowanie:

εk2l2
(
ST : F( ~A)→ F( ~B)

)
6 Cg(S) εk(T : A0 → B0)1−θ εl(T : A1 → B1)θ ,

gdzie g(S) = 2
(
‖S‖B0→B1‖S‖B1→B0

)(1−θ)θ
.

W dalszej cz¦±ci przedstawimy zastosowanie Twierdzenia 2.36 dla par Banacha speªniaj¡cych
warunek aproksymacyjny zastosowany przez Cobosa oraz Peetrego w artykule [42]. Mówimy, »e para
Banacha ~A = (A0, A1) speªnia warunek aproksymacyjny (Cobosa oraz Peetrego) oraz piszemy
~A ∈ (CPA), gdy istnieje ci¡g operatorów liniowych {Pn}∞n=1 dziaªaj¡cych z A0 + A1 w A0 ∩ A1 oraz
dwa inne ci¡gi {Q+

n } i {Q−n }∞n=1 operatorów liniowych z A0 +A1 w A0 +A1 takie, »e:

(i) S¡ one jednostajnie ograniczone ~A,

C := sup
n∈N

{
‖Pn‖ ~A→ ~A , ‖Q

+
n ‖ ~A→ ~A , ‖Q

−
n ‖ ~A→ ~A

}
<∞.

(ii) Operator identyczno±ci I na A0 +A1 posiada rozkªad

I = Pn +Q+
n +Q−n , n ∈ N.

(iii) Dla ka»dego n ∈ N mamy Q+ : A0 → A1 oraz Q−n : A1 → A0, gdzie

lim
n→∞

‖Q+
n ‖A0→A1 = lim

n→∞
‖Q−n ‖A1→A0 = 0.

Zauwa»my, »e powy»ej zde�niowany warunek ró»ni si¦ od warunków (PA) oraz (PA)0 (zobacz [42,
Remark 1.2]).

Wniosek 2.38 ([A7, Corollary 4.9]). Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami

Banacha. Zaªó»my, »e ~B ∈ (CPA). Je»eli F jest funktorem interpolacyjnym wykªadnika θ (θ ∈ (0, 1)),

to dla dowolnego operatora T : ~A→ ~B

εk4

(
T : F( ~A)→ F( ~B)

)
6 C

(
‖Pn‖B0→B1 ‖Pn‖B1→B0

)(1−θ)θ
+ εk(T : A0 → B0)1−θ εk(T : A1 → B1)θ

+ ‖Q−n T‖1−θA0→B0
‖Q−n T‖θA1→B1

+ ‖Q+
n T‖1−θA0→B0

‖Q+
n T‖θA1→B1

.

W 1957 roku Allakhverdiev [3] odkryª równo±¢ liczb aproksymacyjnych an(T ) z warto±ciami
wªasnymi λn(|T |), które s¡ powszechnie okre±lane jako liczby singularne sn(T ). Poj¦cie s-liczb uogól-
nia poj¦cie liczb singularnych w przestrzeniach Hilberta, na obszar przestrzeni Banacha. Pietsch w serii
artykuªów opracowaª aksjomatyczne podej±cie do s-liczb. Teoria s-liczb odgrywa zasadnicz¡ rol¦ w ba-
daniu operatorów i lokalnej teorii przestrzeni Banacha. Liczby aproksymacyjne an(T ) s¡ najwi¦kszymi
s-liczbami na przestrzeniach Banacha. Wszystkie te ró»norodne s-liczby pokrywaj¡ si¦ w przestrzeniach
Hilberta z liczbami sn(T ). W kontek±cie warto±ci wªasnych gªówn¡ rol¦ odgrywaj¡ liczby Weyla xn(T ),
które tak»e wprowadziª Pietsch:

Fakt ([140, Lemma 13]). Niech T b¦dzie operatorem zwartym na przestrzeni Banacha X. War-

to±ci wªasne operatora T speªniaj¡ nierówno±¢
n∏
i=1

|λi(T )| 6 (2e)
n/2

n∏
i=1

•
xi(T ) ,
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gdzie warto±ci wªasne {λn(T )}∞n=1 s¡ uporz¡dkowane w kolejno±ci nie wzrastaj¡cych warto±ci bezwzgl¦d-

nych i ka»da warto±¢ wªasna jest liczona zgodnie z jej krotno±ci¡ algebraiczn¡ oraz { •xn(T )}∞n=1 oznacza

ci¡g podwojony{
x1(T ) , x1(T ) , x2(T ) , x2(T ) , x3(T ) , . . .

}
Zrozumienie zachowania s-liczb w interpolacji z ró»nymi przestrzeniami w ka»dym punkcie ko«-

cowym jest trudnym problemem. Zauwa»my, »e niektóre wyniki jednostronnej interpolacji liczb Gel-
fanda i Koªmogorowa s¡ znane:

Fakt ([137, 6.6.5.3]). Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami Banacha oraz θ ∈
(0, 1). W przypadku gdy przestrze« Banacha X nale»y do klasy CK(θ; ~A) oraz B := B0 = B1, lub

A := A0 = A1 oraz przestrze« Banacha Y nale»y do klasy CJ(θ; ~B), to zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci

dn+m−1(T : X → B) 6 Cdn(T : A0 → B)1−θ dm(T : A1 → B)θ ,

cn+m−1(T : A→ Y ) 6 Ccn(T : A→ B0)1−θ cm(T : A→ B1)θ .

Od dawna wiadomo, »e te s-liczby nie zachowuj¡ si¦ dobrze w interpolacji nawet dla operato-
rów identyczno±ciowych pomi¦dzy przestrzeniami sko«czenie wymiarowymi, jak pokazuje nast¦puj¡ca
obserwacja Carla (zobacz na przykªad [58]):

Przykªad Carla. Rozwa»my sko«czenie wymiarowe, zespolone pary Banacha ~A = (A0, A1)

oraz ~B = (B0, B1) z A0 = A1 = B0 := `3n1 , B1 := `3n∞ . Wtedy dla θ = 1/2 otrzymujemy przestrzenie
interpolacyjne metody zespolonej

X := [A0, A1]θ ∼= `3n1 oraz Y := [B0, B1]θ ∼= `3n2 .

Oznaczmy przez I : (A0, A1) → (B0, B1) operator identyczno±ci. Z powodu dualnej relacji cn(T ) =

dn(T ∗), wystarczy rozpatrzy¢ tylko liczby Koªmogorowa. Liczby Koªmogorowa speªniaj¡ warunki d2n−1(I : X → Y ) �
3−1/2, dn(I : A0 → B0) � n−1/2 oraz dn(I : A1 → B1) = 1 dla ka»dego n ∈ N. St¡d

d2n−1(I : X → Y ) � 3−
1/2 oraz dn(I : A0 → B0)1−θ dn(I : A1 → B1)θ � n−1/4.

Problem �dwustronnej� interpolacji s-liczb polega na znalezieniu warunków na pary Banacha
~A, ~B oraz na funktor interpolacyjny F wykªadnika θ ∈ (0, 1), przy których istnieje taka funkcja
ϕ : N × N → (0,∞) (która mo»e zale»e¢ od F , ~A oraz ~B), »e dla ka»dego operatora T : ~A → ~B oraz
wszystkich n,m ∈ N, zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

(S) sn+m−1(T : X → Y ) 6 ϕ(m,n) sn(T : A0 → B0)1−θ sm(T : A1 → B1)θ ,

gdzie w jest jedn¡ z s-liczb, X := F( ~A) oraz Y := F( ~B). Zauwa»my, »e powy»ej wspomniany przykªad
Carla pokazuje, »e przy m = n wspóªczynnik ϕ(m,n), który pojawia si¦ po prawej stronie (S) musi
rosn¡¢ co najmniej tak jak n1/4.

Zwró¢my uwag¦, »e wci¡» nie jest do ko«ca wyja±nione przy jakich warunkach problem �dwu-
stronnej� interpolacji posiada pozytywn¡ odpowied¹. W zwi¡zku z tym wydaje si¦ wa»ne by bada¢
konkretne nietrywialne przypadki.

Przedstawimy tutaj wariant (S) w przypadku przestrzeni Hilberta. W artykule [A1] udowod-
niono interpolacyjne oszacowanie s-liczb operatorów na przestrzeniach interpolacyjnych generowanych
za pomoc¡ metody zespolonej Calderóna pomi¦dzy parami przestrzeni Hilberta. Wykazano, »e istnieje
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staªa dodatnia C taka, »e dla wszystkich par Banacha ~H = (H0, H1), ~K = (K0,K1) zespolonych
przestrzeni Hilberta oraz dla ka»dego operatora, nierówno±¢

An
(
T : [ ~H]θ → [ ~K]θ

)
6 CAn

(
T : H0 → K0

)1−θ
An
(
T : H1 → K1

)θ
zachodzi dla wszystkich θ ∈ (0, 1) oraz n ∈ N, gdzie An(T ) oznacza

(∏n
i=1 ai(T )

)1/n :

Twierdzenie 2.39 ([A1, Theorem 4.2]). Zaªó»my, »e ~H = (H0, H1) oraz ~K = (K0,K1) s¡ do-

wolnymi parami Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta. Wtedy dla ka»dego operatora T ∈ L( ~H, ~K),

ka»dego θ ∈ (0, 1) oraz ka»dego n ∈ N,

An
(
T : [ ~H]θ → [ ~K]θ

)
6 26 35Ak(T : H0 → K0)1−θ An(T : H1 → K1)θ

oraz

gn
(
T : [ ~H]θ → [ ~K]θ

)
6 64 gn(T : H0 → K0)1−θ gn(T : H1 → K1)θ .

Zauwa»my, »e �spektralne� serce dowodu Twierdzenia 2.39 jest inspirowane eleganckim pomy-
sªem Halmosa [82] oraz McCarthy'ego [28]. Podkre±lmy równie», »e wyniki te zostaªy uzyskane przy
u»yciu metod �geometrycznej interpolacji� z wykorzystaniem powi¡zanych idei z artykuªów [28, 57,
82].

W artykule [A1] udowodniono nowe twierdzenia o interpolacji liczb aproksymacyjnych ope-
ratorów normalnych, dziaªaj¡cych na przestrzeniach Hilberta. Okazuje si¦, »e ilekro¢ operator T , na
regularnej parze Banacha ~H zespolonych przestrzeni Hilberta jest normalny na obu �ko«cach� H0

oraz H1 oraz jest przemienny z A, to liczby aproksymacyjne ak
(
T : [ ~H]θ → [ ~H]θ

)
pokrywaj¡ si¦ dla

wszystkich θ ∈ [0, 1] :

Twierdzenie 2.40 ([A1, Theorem 4.3]). Zaªó»my, »e ~H = (H0, H1) jest regularna par¡ Bana-

cha zespolonych przestrzeni Hilberta. Niech A b¦dzie operatorem dodatnim na H0, który daje iloczyn

skalarny przestrzeni H1. Je»eli operator T na H0 jest normalny oraz jest przemienny z A, to

ak(T : H0 → H0) = ak
(
T : [ ~H]θ → [ ~H]θ

)
= ak(T : H1 → H1)

dla ka»dego θ ∈ [0, 1] oraz ka»dego k ∈ N.

Zauwa»my, »e dowód Twierdzenia 2.40 w istocie rzeczy zale»y od zaªo»enia, »e T jest przemienny
z A. Zaznaczmy, »e McCarthy [28, Theorem 2.1] wykazaª, »e ilekro¢ ~H jest regularn¡ i uporz¡dko-
wan¡ (odpowiednio, niekoniecznie uporz¡dkowan¡) par¡ Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta oraz
operator T ∈ L( ~H) jest normalny (odpowiednio, samosprz¦»ony) na obu przestrzeniach H0 oraz H1,
to wtedy operator T na ka»dej Hθ dla θ ∈ (0, 1) jest normalny (odpowiednio, samosprz¦»ony) oraz
przemienny z A.

Zwró¢my tutaj uwag¦, »e asymptotyczne zachowanie εn(T ) � supm∈N n
−1/2mAm(T ) oraz gn(T ) �

An
(
T
)
jest znane (zobacz [26, Theorem 3.4.1, Theorem 3.4.2]):

Niech H oraz K b¦d¡ zespolonymi przestrzeniami Hilberta oraz niech T ∈ L(H,K). Wówczas

An(T ) 6 gn(T ) 6 10An(T ) oraz

sup
m∈N

n−
1/2mAm(T ) 6 εn(T ) 6 14 sup

m∈N
n−

1/2mAm(T ) , n ∈ N.

Nast¦puj¡cy wynik ulepsza staªe wyst¦puj¡ce w powy»szych równowa»no±ciach:
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Twierdzenie 2.41 ([A1, Theorem 3.10]). Niech H,K b¦d¡ zespolonymi przestrzeniami Hilberta

oraz niech T ∈ L(H,K). Wówczas dla ka»dego n ∈ N, otrzymujemy

An(T ) 6 gn(T ) 6 6An(T ) ,

sup
m∈N

n−
1/2mAm(T ) 6 εn(T ) 6 6 sup

m∈N
n−

1/2mAm(T ) ,

1/2 sup
m∈N

n−
1/2mAm(T ) 6 ϕn(T ) 6 4 sup

m∈N
n−

1/2mAm(T ) .

W szczególno±ci

ϕ
n2k (T ) 6 2

1/2k−1
sup
m∈N

n−
1/2mAm(T ) oraz

ε
n2k (T ) 6 21+1/2k−1

sup
m∈N

n−
1/2mAm(T ), k, n ∈ N.

Zauwa»my, »e dwa ostatnie wzory, które s¡ uogólnieniami drugiego i trzeciego wzoru, pokazuj¡,
»e kosztem zast¡pienia n przez n2k , k ∈ N mo»emy zast¡pi¢ czynniki 6 oraz 4 przez odpowiednio,
21+1/2k−1 oraz 21/2k−1 .

Bazuj¡c na koncepcji s-liczb w sensie Pietscha dla operatorów pomi¦dzy przestrzeniami Ba-
nacha, w artykule [A7] wprowadzono poj¦cie ~s -liczb zde�niowanych w klasie wszystkich operatorów
pomi¦dzy parami Banacha:

Niech ~B b¦dzie kategori¡ wszystkich par Banacha. W dalszej cz¦±ci klas¦
⋃
~X,~Y ∈ ~B L( ~X, ~Y ),

wszystkich operatorów pomi¦dzy parami Banacha, b¦dziemy oznaczali przez ~L. Ci¡g

~s = {~sn} : ~L→ [0,∞)N

nazywamy ci¡giem ~s -liczb, je»eli dla dowolnego T ∈ ~L ci¡g nieujemnych skalarów {~sn(T )}∞n=1 speªnia
nast¦puj¡ce warunki (i)-(v) dla wszystkich liczb naturalnych m oraz n :

(i) Monotoniczno±¢: ‖T‖ > ~s1(T ) > ~s2(T ) > . . . > 0 dla wszystkich T ∈ L( ~X, ~Y ).
(ii) Podaddytywno±¢: ~sm+n−1(S + T ) 6 ~sm(S) + ~sn(T ) dla wszystkich S, T ∈ L( ~X, ~Y ).
(iii) Wªasno±¢ ideaªu: ~sn(RST ) 6 ‖R‖~sn(S)‖T‖ dla wszystkich T ∈ L( ~W, ~X), S ∈ L( ~X, ~Y ) oraz

R ∈ L(~Y, ~Z).
(iv) Wªasno±¢ rz¦du: Je»eli rank(T ) < n, to ~sn(T ) = 0.
(v) Wªasno±¢ normuj¡ca: ~sn(I : (`n2 , `

n
2 ) → (`n2 , `

n
2 )) = 1, gdzie I oznacza operatora identycz-

no±ci w n-wymiarowej przestrzeni Hilberta `n2 .

Tak jak w przypadku liniowym, n-ta liczba sn(T ) operatora T : ~X → ~Y pomi¦dzy przestrzeniami
Banacha jest oznaczona przez ~s(T : ~X → ~Y ).

(vi) Podmultiplikatywno±¢: ~sm+n−1(RS) 6 ~sm(R)~sn(S) dla wszystkich S ∈ L( ~X, ~Y ) oraz R ∈
L(~Y, ~Z).

Je»eli (vi) jest równie» speªniony, to mówimy, »e ~s -liczby s¡ podmultiplikatywne.

Id¡c za przykªadami wa»nych s-liczb, wprowadzili±my warianty tych liczb dla operatorów dzia-
ªaj¡cych pomi¦dzy parami Banacha:



2.4. MIARA NIEZWARTO�CI, LICZBY ENTROPIJNE ORAZ S-LICZBY 33

Ustalmy dowoln¡ liczb¦ naturaln¡ n. n-ta liczba aproksymacyjna ~an
(
T : ~X → ~Y

)
operatora

T : ~X → ~Y , dziaªaj¡cego pomi¦dzy parami Banacha jest zde�niowana przez

~an(T ) := inf
{
‖T − S‖ ~X→~Y : rank(S) < n

}
.

n-ta liczba Koªmogorowa ~dn
(
T : ~X → ~Y

)
operatora T : ~X → ~Y , dziaªaj¡cego pomi¦dzy parami

Banacha jest zde�niowana przez

~dn(T ) := inf
{
‖Q~Y

NT‖ ~X→~Y/N : N ⊂ Y0 ∩ Y1, dim(N) < n
}
.

n-ta liczba Gelfanda ~cn
(
T : ~X → ~Y

)
operatora T : ~X → ~Y , dziaªaj¡cego pomi¦dzy parami Banacha

jest zde�niowana przez

~cn(T ) := inf
{
‖T |M‖ ~M→~Y : M ⊂ X0 ∩X1, codim(M) < n

}
,

gdzie ~M = (M0,M1) z Mi := (M, ‖ · ‖Xi) dla i = 0, 1.

Tak jak w klasycznym przypadku s-liczb, dla dowolnego ci¡gu ~s -liczb ~s = {~sn}, zachodzi wªa-
sno±¢ mieszanej podmultiplikatywno±ci: dla S ∈ L( ~X, ~Y ) oraz T ∈ L(~Y, ~Z),

~sm+n−1(TS) 6 ~sm(T )~an(S) oraz ~sm+n−1(TS) 6 ~am(T )~sn(S).

W szczególno±ci liczby aproksymacyjne ~an s¡ podmultiplikatywne oraz s¡ najwi¦ksze spo±ród ~s -liczb.

Zauwa»my, »e w przypadku gdy T : X → Y jest operatorem pomi¦dzy przestrzeniami Banacha,
to dla trywialnych par Banacha (X,X) oraz (Y, Y ), mamy T : (X,X)→ (Y, Y ) oraz

~sn
(
T : (X,X)→ (Y, Y )

)
= sn(T : X → Y ),

gdzie sn(T ) jest klasyczn¡ s-liczb¡ dla operatorów dziaªaj¡cych pomi¦dzy przestrzeniami Banacha.

Naturalne jest pytanie o zwi¡zki pomi¦dzy ci¡gami ~s -liczb a ci¡gami s-liczb. Drugie pytanie,
które jest rozwa»ane w artykule [A7] jest nast¦puj¡ce:

Niech ~s b¦dzie ci¡giem ~s -liczb operatorów pomi¦dzy parami Banacha oraz niech s b¦dzie indu-
kowanym ci¡giem s-liczb dla operatorów pomi¦dzy przestrzeniami Banacha (ograniczaj¡c ~s do wszyst-
kich par trywialnych). Pod jakimi warunkami na parach Banacha ~A oraz ~B mo»emy znale¹¢ �sensowne�
funkcje g : N→ N oraz ϕ : [0,∞)× [0,∞)→ [0,∞) takie, »e

~sg(m+n−1)(T : ~A→ ~B) 6 ϕ(sm(T : A0 → B0), sn(T : A1 → B1))

dla wszystkich m,n ∈ N oraz ka»dego operatora T : ~A → ~B ? Interesowaª nas przypadek dotycz¡cy
pewnych wariantów wªasno±ci aproksymacyjnych dla par Banacha, gdy ~s ∈

{
~a,~c, ~d

}
.

Poni»ej przedstawiamy górne oszacowania liczb aproksymacyjnych oraz liczb Koªmogorowa ope-
ratorów pomi¦dzy przestrzeniami wygenerowanymi przez funktory interpolacyjne na parach Banacha,
speªniaj¡ce wcze±niej zde�niowane warunki aproksymacyjne. Nast¦pny wynik podaje charakteryzacj¦
jednostajnej wªasno±ci aproksymacyjnej pary Banacha w kategoriach liczb aproksymacyjnych ~an oraz
liczb Koªmogorowa ~dn :

Lemat 2.42 ([A7, Lemma 2.3]). Niech f : N→ N b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e f(n) > n. Przypu±¢my,

»e para Banacha ~B = (B0, B1) posiada λ-jednostajn¡ wªasno±¢ aproksymacji

~B ∈ (λUAP)

dla pewnego λ > 1. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
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(i) Istnieje funkcja jednostajno±ci k ~B : [λ,∞)× N→ [1,∞) taka, »e

k ~B(λ, n) = O(f(n)).

(ii) Istnieje taka staªa dodatnia c, »e dla ka»dej pary Banacha ~A oraz ka»dego operatora S : ~A→ ~B,

~abc(f(n−1)c+1(S) 6 λ ~dn(S), n ∈ N,

gdzie b · c oznacza funkcj¦ podªoga (cz¦±¢ caªkowita).

Wykazali±my równie» zwi¡zek pomi¦dzy ci¡gami ~s -liczb oraz klasycznymi s-liczbami:

Twierdzenie 2.43 ([A7, Theorem 2.5]). Niech ~A = (A0, A1), ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami

Banacha oraz niech T : ~A→ ~B b¦dzie operatorem. Zaªó»my, »e ~B posiada wªasno±¢ aproksymacji

~B ∈ (PA).

Wtedy dla wszystkich liczb naturalnych k0, k1,

~dk0+k1−1(T : ~A→ ~B) 6 max
{
dk0(T : A0 → B0), dk1(T : A1 → B1)

}
.

W przypadku wªasno±ci jednostronnej aproksymacji uzyskali±my nast¦puj¡cy wynik:

Wniosek 2.44 ([A7, Corollary 2.6]). Niech ~A = (A0, A1), ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami Banacha

oraz T : ~A→ ~B b¦dzie operatorem. Zaªó»my, »e ~B posiada wªasno±¢ jednostronnej aproksymacji

~B ∈ (PA)0.

Wtedy dla ka»dej liczby naturalnej k, istnieje sko«czenie wymiarowa podprzestrze« M ⊂ B0 ∩B1 taka,

»e

dk(T : A0 → B0) = inf
{∥∥QB0

M T
∥∥
A0→B0/M

: M ⊂ B0 ∩B1, dim(M) < k
}
.

Teraz zaprezentujemy �nalne twierdzenie o interpolacji liczb aproksymacyjnych operatorów,
gdzie para w obrazie speªnia warianty interpolacyjnych wªasno±ci aproksymacji:

Twierdzenie 2.45 ([A7, Theorem 3.1]). Niech F b¦dzie funktorem interpolacyjnym z funkcj¡

fundamentaln¡ ϕF . Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) b¦d¡ parami Banacha. Zaªó»my, »e ~B

posiada obydwie wªasno±ci aproksymacji

~B ∈ (PA) ∩ (λUAP)

z funkcj¡ k~Y (λ, n) 6 g(n) dla ka»dego n, gdzie g : N → N z g(n) > n. Wtedy dla ka»dego operatora

T : ~A→ ~B oraz dla wszystkich liczb naturalnych k0 oraz k1,

ag(k0+k1−1)+1

(
T : F( ~A)→ F( ~B)

)
6 ϕF

(
dk0(T : A0 → B0), dk1(T : A1 → B1)

)
.

W szczególno±ci

dg(k0+k1−1)+1

(
T : F( ~A)→ F( ~B)

)
6 ϕF

(
dk0(T : A0 → B0), dk1(T : A1 → B1)

)
.
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2.5. Widma operatorów

Jednym z podstawowych problemów teorii spektralnej Riesza jest okre±lenie asymptotycznego
zachowania warto±ci wªasnych operatorów Riesza na zespolonych przestrzeniach Banacha. Przypo-
mnijmy wzór Gelfanda na promie« spektralny dla operatora Riesza T ∈ L(X)

|λ1(T )| = lim
m→∞

‖Tm‖1/m .

Ten wzór ma uogólnienie dla kolejnych warto±ci wªasnych.König [100, 101] wykazaª, »e dla dowolnego
operatora Riesza T ∈ L(X)

|λn(T )| = lim
m→∞

an(Tm)
1/m , n ∈ N

a Zemánek [161] uogólniª ten wynik dla dowolnego operatora ograniczonego, gdzie λn(T ) s¡ elementami
ci¡gu warto±ci wªasnych operatora T (zobacz na stronie 87).

Liczby entropijne operatora s¡ u»yteczne w analizie asymptotycznego zachowania warto±ci wªa-
snych. Znakomita nierówno±¢ Carla oraz Triebla (zobacz [26, 27]) podaje oszacowanie warto±ci
wªasnych przez pojedyncze liczby entropijne( n∏

i=1

|λi(T )|
)1/n

6 gn(T ) := inf
k∈N

k
1/(2n)εk(T ) , n ∈ N(CT )

dla ka»dego T ∈ L(X). W szczególno±ci dla k = 2n−1 otrzymujemy punktowe oszacowanie Carla, a
mianowicie

|λn(T )| 6
√

2 en(T ) .

Sªynne oszacowanie Carla�Triebla [27] warto±ci wªasnych przez liczby entropijne (CT ) byªo
motywacj¡ do wprowadzenia moduªów entropijnych gn(T ), u»ytych przez Makaiego oraz Zemánka

do udowodnienia nast¦puj¡cego wzoru:

Gn(T ) :=

( n∏
i=1

|λi(T )|
)1/n

= lim
m→∞

gn(Tm)
1/m , n ∈ N

dla ka»dego operatora T ∈ L(X) (zobacz tak»e [26]). Nierówno±¢ Carla�Triebla (CT ) mo»na ªatwo
przeformuªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

Lemat 2.46 ([A3, Lemma 3.1]). Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha oraz T ∈ L(X).

Wtedy nierówno±¢ Carla�Triebla (CT ) jest równowa»na

sup
n∈N

k−
1/(2n)

( n∏
i=1

|λi(T )|
)1/n

6 εk(T ) , k ∈ N.(V)

Znaczenie (V) polega na tym, »e pozwala na oszacowanie z doªu k-tej liczby entropijnej εk(T )

przez supremum bezpo±rednio zwi¡zane z ci¡giem warto±ci wªasnych operatora T . U»ywaj¡c metod
teorii Riesza operatorów ograniczonych udowodniono nast¦puj¡c¡ równo±¢:

Twierdzenie 2.47 ([A3, Theorem 3.2]). Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha oraz

niech T ∈ L(X). Je»eli {λn(T )} jest ci¡giem warto±ci wªasnych operatora T , to

sup
n∈N

k−
1/(2n)

( n∏
i=1

|λi(T )|
)1/n

= lim
m→∞

εkm(Tm)
1/m , k ∈ N.
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Powy»szy wzór mo»na uzna¢ za pomost pomi¦dzy wªasno±ciami topologicznymi operatora T ,
odzwierciedlonymi w zachowaniu liczb entropijnych pot¦g Tn oraz jego widmowego odpowiednika. Po-
wy»sza równo±¢ mo»e by¢ równie» postrzegana jako uogólnienie klasycznego wzoru na promie« spek-
tralny, wyra»one w kategoriach liczb entropijnych pot¦g operatorowych. Motywuje to do wprowadzenia
poj¦cia n-tej spektralnej liczby entropijnej operatora T na przestrzeni Banacha X zadanego wzo-
rem

En(T ) := lim
m→∞

εnm(Tm)
1/m , n ∈ N .

Spektralne liczby entropijne tworz¡ ci¡g nierosn¡cy:

Stwierdzenie 2.48 ([A3, Proposition 3.4]). Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha

oraz niech T ∈ L(X). Wtedy

ress(T ) 6 . . . 6 E2(T ) 6 E1(T ) = r(T ) oraz lim
n→∞

En(T ) = ress(T ).

Odnotujmy, »e En(T ) 6 εn(T ) dla ka»dego n ∈ N oraz, »e to dolne oszacowanie jest ostre.
Nierówno±¢ przeciwna ogólnie nie zachodzi, nawet je»eli ograniczy¢ si¦ do operatorów dziaªaj¡cych na
przestrzeniach sko«czenie wymiarowych. Niemniej jednak, jak pokazuje nast¦pny wynik, równowa»no±¢
εn(T ) � En(T ) jest prawdziwa dla klasy operatorów normalnych na przestrzeni Hilberta:

Twierdzenie 2.49 ([A1, Theorem 3.8]). Niech H b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Hilberta oraz

niech T ∈ L(H) b¦dzie operatorem normalnym. Wtedy

εn(T ) 6 6 En(T ) , ϕn(T ) 6 4 En(T ) oraz gn(T ) 6 6Gn(T ) , n ∈ N.

W szczególno±ci

ε
n2k (T ) 6 21+1/2k−1 En(T ) oraz ϕ

n2k (T ) 6 2
1/2k−1 En(T ) , k, n ∈ N.

Przedstawione powy»ej oszacowania zewn¦trznych liczb entropijnych ϕn(T ), liczb entropijnych
εn(T ) oraz moduªów entropijnych gn(T ) operatorów pomi¦dzy przestrzeniami Hilberta, zostaªy zain-
spirowane przez sªawn¡ nierówno±¢ Gordona, Königa oraz Schütta [79] (zobacz tak»e [26, Proposition
1.3.2]):

Je»eli X jest zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha z bezwarunkow¡ baz¡ {xj}∞j=1 ze staª¡ jeden (na
przykªad ci¡gow¡ symetryczn¡ przestrzeni¡ Banacha) oraz Dσ : X → X jest operatorem diagonalnym
indukowanym przez xj 7→ σjxj , gdzie σ = {σj}∞j=1 z σ1 > σ2 > . . . > 0, to

sup
n∈N

k−
1/2n(σ1 · · ·σn)

1/n 6 εk(Dσ) 6 6 sup
n∈N

k−
1/2n(σ1 · · ·σn)

1/n, k ∈ N.

Za pomoc¡ naszej notacji wynik ten mo»na wyrazi¢ jako εk(Dσ) 6 6 Ek(Dσ), dla ka»dego k ∈ N.

Udoskonali±my Twierdzenie 2.47 pokazuj¡c, »e granica lim
m→∞

εkm(Tm)
1/m istnieje dla ka»dego

takiego ci¡gu {km} ⊂ N, »e lim
m→∞

k
1/m
m = t ∈ [1,∞] oraz »e jest równa lim

m→∞
Ekm(Tm)

1/m :

Twierdzenie 2.50 ([A3, Theorem 4.1]). Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha oraz

niech T ∈ L(X). Niech {λn(T )}∞n=1 b¦dzie ci¡giem warto±ci wªasnych operatora T . Je»eli t ∈ [1,∞], to

dla dowolnego ci¡gu {km} ⊂ N takiego, »e lim
m→∞

k
1/m
m = t istniej¡ obie granice lim

m→∞
εkm(Tm)

1/m oraz
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lim
m→∞

Ekm(Tm)
1/m, które s¡ sobie równe, gdzie

lim
m→∞

εkm(Tm)
1/m =


r(T ) dla t = 1,

sup
n∈N

t−
1/2n

( n∏
i=1

|λi(T )|
)1/n

dla 1 < t <∞,

ress(T ) dla t =∞.

Nale»y zauwa»y¢, »e wcze±niej znany byª jedynie wzór |λ1(T )| = lim
m→∞

εn(Tm)
1/m (zobacz ksi¡»k¦

Carla oraz Stephani [26, (3.5.8)] lub artykuª Zemánka [161, (1)]).

Wniosek 2.51 ([A3, Corollary 4.2]). Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha oraz niech

T ∈ L(X). Wtedy

lim
m→∞

εm(Tm)
1/m = lim

m→∞
εn(Tm)

1/m = E1(T ) oraz lim
m→∞

em(Tm)
1/m = E2(T ) ,

dla ka»dego n ∈ N

Ostatnie twierdzenie wyra¹nie motywuje de�nicj¦ spektralnej funkcji entropijnej t 7→ Et(T )

operatora T

Et(T ) := lim
m→∞

εkm(Tm)
1/m ,

gdzie {km} ⊂ N jest dowolnym ci¡giem takim, »e lim
m→∞

k
1/m
m = t.

Wiadomo, »e liczby entropijne posiadaj¡ wªasno±¢ podaddytywno±ci. Jednak nie dotyczy to
spektralnych liczb entropijnych. Niemniej jednak spektralna funkcja entropijna posiada wªasno±¢ pod-
multiplikatywno±ci dla operatorów przemiennych. Poni»szy wynik jest udoskonaleniem Stwierdzenia [A3,
Proposition 3.6]. Jednym z interesuj¡cych aspektów spektralnej funkcji entropijnej jest to, »e z ªatwo-
±ci¡ pozwala ona na formalne obliczenia w duchu wzorów (A.1) oraz (A.2):

Stwierdzenie 2.52 ([A3, Proposition 4.3]). Niech X oraz Y b¦d¡ zespolonymi przestrzeniami

Banacha. Je»eli operatory R ∈ L(X) oraz S ∈ L(X) s¡ ze sob¡ przemienne, to

Etu(RS) 6 Et(R) Eu(S) , t, u ∈ [1,∞].

W szczególno±ci

Etn(Rn) = Et(R)n , t ∈ [1,∞], n ∈ N.

Co wi¦cej, je»eli T ∈ L(X,Y ) oraz U ∈ L(Y,X), to

Et(TU) = Et(UT ) , t ∈ [1,∞].

Przypomnijmy, »e to Allakhverdiev [3] odkryª zgodno±¢ liczb aproksymacyjnych an(T ) z war-
to±ciami wªasnymi λn(|T |). Wiadomo, »e w przypadku gdy T jest operatorem samosprz¦»onym na
przestrzeni Hilberta, to otrzymujemy równie» (zobacz [26, Proposition 4.4.1])

an(T ) = |λn(T )| , n ∈ N.

Rozszerzyli±my ten wynik na operatory normalne:

Stwierdzenie 2.53 ([A1, Proposition 3.4]). Niech H b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Hilberta

oraz niech T ∈ L(H) b¦dzie operatorem normalnym. Wtedy

an(T ) = |λn (T )| , n ∈ N.



38 2. OMÓWIENIE OSI�GNI�� NAUKOWYCH

Zauwa»my, »e je»eli dla operatora T : (A0, A1) → (A0, A1) zachodzi oszacowanie (H) (zobacz
stron¦ 25), to stosuj¡c nierówno±¢ Carla�Triebla otrzymamy

|λn(T : X → X)| 6 2 en(T : A0 → A0)1−θ en(T : A1 → A1)θ , n ∈ N.(C)

Z tej obserwacji rodzi si¦ naturalne pytanie: Czy mo»na udowodni¢ warianty abstrakcyjnych oszacowa«
warto±ci wªasnych poprzez interpolacyjne moduªy entropijne bez uciekania si¦ do hipotezy (H) ? To
jest gªówny problem, który rozwi¡zali±my w artykule [A3].

Umotywowani przez zastosowania nierówno±ci Carla�Triebela w teorii Riesza operatorów na
przestrzeniach Banacha udowodnili±my dalekosi¦»ne interpolacyjne warianty tego wyniku. Uwa»amy,
»e istnieje interesuj¡ca zale»no±¢ pomi¦dzy teori¡ spektraln¡, a teori¡ interpolacji, która dostarcza no-
wych narz¦dzi do badania asymptotycznego zachowania warto±ci wªasnych operatorów dziaªaj¡cych na
przestrzeniach interpolacyjnych. Przedstawimy interpolacyjne warianty oszacowa« warto±ci wªasnych
typu Carla�Triebla dla operatorów dziaªaj¡cych na abstrakcyjnych przestrzeniach interpolacyjnych.
Przyj¦te metody maj¡ swoje korzenie cz¦±ciowo w teorii spektralnej operatorów, a cz¦±ciowo w teorii
interpolacji operatorów.

Ogólne oszacowania interpolacyjne liczb entropijnych wi¡»¡ si¦ ze specjalnym rodzajem funkcji
podmultiplikatywnych. Byªo to motywacj¡, aby zaj¡¢ si¦ badaniem problemu zwi¡zanego z teori¡
interpolacji: Dla jakich funkcji ϕ : (0,∞)→ (0,∞) istnieje granica

lim
m→∞

(
inf
k∈N

k
1/(2s)ϕ

(
εk(T

m)
))1/m

, s > 0 ?(G)

Niech ϕ : [0,∞) → [0,∞) b¦dzie funkcj¡ podmultiplikatywn¡ (to znaczy ϕ(st) 6 ϕ(s)ϕ(t) dla
wszystkich s, t > 0). Dla danego operatora T ∈ L(X,Y ) pomi¦dzy przestrzeniami Banacha, de�niujemy
moduª entropijny gs,ϕ(T ) = gs,ϕ(T : X → Y ) nast¦puj¡co

gs,ϕ(T ) := inf
k∈N

k
1/(2s)ϕ

(
εk(T )

)
, s ∈ (0,∞).

Odwzorowanie s 7→ gs,ϕ(T ) jest nierosn¡ce oraz odwzorowanie T 7→ gs,ϕ(T ) jest podmultiplikatywne.
Zauwa»my równie», »e

ϕ̃(u) := lim
m→∞

ϕ(um)
1/m, u > 0,

de�niuje podmultiplikatywn¡ funkcj¦, która speªnia ϕ̃ 6 ϕ, z równo±ci¡ w przypadku, gdy ϕ jest
multiplikatywna.

Nast¦pne twierdzenie ujawnia wystarczaj¡ce warunki, przy których granica (G) istnieje. Takie
podej±cie jest do±¢ abstrakcyjne, ale okazuje si¦ bardzo przydatne w interpolacji.

Twierdzenie 2.54 ([A3, Theorem 4.4]). Niech X b¦dzie dowoln¡ zespolon¡ przestrzeni¡ Bana-

cha oraz niech T ∈ L(X). Zaªó»my, »e ϕ : [0,∞)→ [0,∞) jest niemalej¡c¡ funkcj¡ podmultiplikatywn¡

oraz s ∈ (0,∞). Wtedy granica

lim
m→∞

gs,ϕ(Tm)
1/m istnieje i jest równa inf

m∈N
gs,ϕ(Tm)

1/m

oraz

inf
t∈[1,∞)

t
1/(2s)ϕ̃

(
Et(T )

)
6 lim

m→∞
gs,ϕ(Tm)

1/m ,

z równo±ci¡ w przypadku, gdy ϕ jest prawostronnie ci¡gªa.
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Ostatnie twierdzenie jest uogólnieniem wyniku Makaiego oraz Zemánka [112] w kategoriach
uogólnionego moduªu entropijnego. Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ Banacha oraz niech T ∈
L(X). Przez Gs,ϕ(T ) b¦dziemy oznaczali granic¦ lim

m→∞
gs,ϕ(Tm)

1/m oraz b¦dziemy nazywa¢

Gs,ϕ(T ) := lim
m→∞

gs,ϕ(Tm)
1/m

spektralnym moduªem entropijnym operatora T , gdzie ϕ : [0,∞)→ [0,∞) jest nierosn¡c¡ funkcj¡
podmultiplikatywn¡ oraz s ∈ (0,∞). Dla zwi¦zªo±ci b¦dziemy pisa¢ Gs(T ) := Gs,u 7→u(T ) .

Nale»y zauwa»y¢, »e prawostronnie ci¡gªa funkcja multiplikatywna ϕ : [0,∞)→ [0,∞) ma form¦
u 7→ uα dla pewnego α ∈ (0,∞). St¡d zgodnie z Twierdzeniem 2.54 otrzymujemy równie»

Gs,u 7→uα(T ) = inf
t∈[1,∞)

t
1/(2s)Et(T )α = Gαs(T )α

dla wszystkich α, s ∈ (0,∞).

Podstawowe wªasno±ci tych poj¦¢ zostaªy krótko podsumowane poni»ej:

Stwierdzenie 2.55 ([A3, Proposition 4.5]). Niech X oraz Y b¦d¡ dowolnymi zespolonymi

przestrzeniami Banacha oraz niech T ∈ L(X). Wtedy

Gs(T ) = r(T ), s ∈ (0, 1]

oraz

lim
t→∞
Et(T ) = lim

s→∞
Gs(T ) = ress(T ).

Niech ϕ : [0,∞) → [0,∞) b¦dzie dowoln¡ nierosn¡c¡ funkcj¡ podmultiplikatywn¡. Wtedy funkcje t 7→
Et(T ) oraz s 7→ Gs,ϕ(T ) s¡ monotoniczne. Co wi¦cej, je»eli ϕ jest prawostronnie ci¡gªa, to

Gt,ϕ(T ) 6 e
1/(2e)ϕ̃

(
Et(T )

)
oraz Gt,ϕ(T ) 6 s

1/2ϕ̃
(
Est(T )

)
, s, t ∈ [1,∞).

Je»eli R ∈ L(X) oraz S ∈ L(X) s¡ operatorami przemiennymi, to

Gs,ϕ(RS) 6 Gs,ϕ(R)Gs,ϕ(S) , s ∈ (0,∞).

W szczególno±ci

Gs,ϕ(Rn) = Gs,ϕ(R)n , s ∈ (0,∞), n ∈ N.

Co wi¦cej, je»eli U ∈ L(X,Y ) oraz V ∈ L(Y,X), to

Gs,ϕ(UV ) = Gs,ϕ(V U) , s ∈ (0,∞).

Twierdzenie 2.54 prowadzi równie» do nast¦puj¡cej formuªy odwrotnej:

Stwierdzenie 2.56 ([A3, Proposition 4.6]). Niech X b¦dzie dowoln¡ zespolon¡ przestrzeni¡

Banacha oraz niech T ∈ L(X). Wtedy

Et(T ) = sup
s∈I

t−
1/(2s)Gs(T ) , t ∈ [1,∞), N ⊂ I ⊂ (0,∞).

Zanim przedstawimy nasze wyniki interpolacyjne omówimy kilka poj¦¢, które s¡ istotne z punktu
widzenia teorii interpolacji. Zaªó»my, »e ϕ : [0,∞)× [0,∞)→ [0,∞) jest funkcj¡ podmultiplikatywn¡.
Zauwa»my, »e

ϕ̃(u, v) := lim
m→∞

ϕ(um, vm)
1/m, u, v > 0,

de�niuje funkcj¦ submultiplikatywn¡ z ϕ̃ 6 ϕ.
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Przypomnijmy jeszcze raz, »e w przypadku gdy F(A0, A1) = [A0, A1]θ lub F(A0, A1) = (A0, A1)θ,q,
oszacowanie:

ress
(
T : F(A0, A1)→ F(A0, A1)

)
6 ress(T : A0 → A0)1−θress(T : A1 → A1)θ,

zostaªo wykazane w artykuªach [A2, Proposition 5.2] oraz [37, Corollary 1.3]).

Zacznijmy od prezentacji ogólnego wyniku interpolacyjnego dotycz¡cego istotnego promienia
spektralnego:

Twierdzenie 2.57 ([A3, Theorem 5.11]). Niech F b¦dzie ograniczonym, regularnym funktorem

interpolacyjnym oraz niech ~A = (A0, A1) b¦dzie zespolon¡ par¡ Banacha tak¡, »e

X := F(A0, A1) = F(A◦0, A
◦
1) ⊂Mϕ( ~A),

gdzie ϕ ∈ (Ξ). Wtedy

ress(T : X → X) 6 ϕ̃
(
ress(T : A0 → A0), ress(T : A1 → A1)

)
dla ka»dego T ∈ L( ~A).

Zauwa»my, »e analogiczny rezultat dla promienia spektralnego jest trywialny.

Niech ϕ ∈ (Ξ) (zobacz (Ξ) na stronie 91) oraz niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡
wzgl¦dem zespolonej pary Banacha ~A. Poprzedni wynik uzasadnia nast¦puj¡c¡ de�nicj¦: Mówimy, »e
X nale»y do klasy Ress( ~A, ϕ), gdy speªnione s¡ poni»sze warunki:

(i) X ⊂Mϕ( ~A).
(ii) Istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla ka»dego T ∈ L( ~A),

ress(T : X → X) 6 Cϕ
(
ress(T : A0 → A0)ress(T : A1 → A1)

)
.

Zauwa»my, »e X ∈ Ress( ~A, ϕ) implikuje

ress(T : X → X) 6 ϕ̃
(
ress(T : A0 → A0), ress(T : A1 → A1)

)
.

Ponadto zauwa»my, »e zarówno [ ~A ]θ, jak i ~Aθ,q s¡ elementami Ress( ~A, ϕ) dla funkcji ϕ(s, t) �
s1−θtθ (zobacz [A2, Proposition 5.2] oraz [37, Corollary 1.3]). Twierdzenie 2.57 mo»na uzna¢ za uogól-
nienie [A2, Proposition 5.2]. Nadmie«my tylko, »e w artykule [S1] zostaª udowodniony analogiczny
wynik dla abstrakcyjnej metody rzeczywistej interpolacji w przypadku gdy ϕ(s, t) � ϕE(s, t) oraz ϕE
jest funkcj¡ fundamentaln¡ parametru E (zobacz na stronie 48).

Oszacowanie istotnego promienia spektralnego zostaªo udowodnione przez Albrechta [2] w przy-
padku, gdy przestrze« X jest wykªadnika θ oraz przekrój A0 ∩ A1 jest g¦sty w przestrzeniach A0, A1

oraz X.

Nale»y zauwa»y¢, »e istnieje wiele przykªadów przestrzeni interpolacyjnych w klasie Ress( ~A, ϕ).
Ogólne podej±cie do generowania takich przykªadów opiera si¦ na funktorach interpolacyjnych. Twier-
dzenie Aronszajna�Gagliardo (zobacz na przykªad [12, Theorem 2.5.1]) pozwala ograniczy¢ nasz¡
uwag¦ do dokªadnych funktorów interpolacyjnych F . Maj¡c na wzgl¦dzie Twierdzenie 2.57 wystar-
czy jedynie wzi¡¢ zespolon¡ par¦ Banacha ~A oraz dokªadny funktor regularny F◦ zamiast dokªadnego
funktora F .
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Jeste±my teraz gotowi, aby przedstawi¢ ogóln¡ wersj¦ interpolacyjnej nierówno±ci Carla�Triebla.
Nast¦puj¡ce twierdzenie stanowi rozszerzenie [A3, Theorem 5.7] na bardziej ogólny przypadek ci¡gu
warto±ci wªasnych:

Twierdzenie 2.58 ([A3, Theorem 5.13]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem

zespolonej przestrzeni Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ∈ Ress( ~A, ϕ) dla pewnego ϕ ∈ (Ξ). Je»eli

T ∈ L( ~A) oraz {λn(TX)}∞n=1 jest ci¡giem warto±ci wªasnych zaw¦»enia TX operatora T do X, to( n∏
i=1

|λi(TX)|
)1/n

6 inf
t0,t1∈[1,∞)

(t0t1)
1/(2n) ϕ̃

(
Et0(T : A0 → A0) , Et1(T : A1 → A1)

)
,

dla ka»dego n ∈ N.

Powy»szy wynik ma istotne konsekwencje dla zrozumienia zachowania si¦ elementów ci¡gu war-
to±ci wªasnych interpolowanych operatorów:

Wniosek 2.59 ([A3, Corollary 5.14]). Przy speªnionych zaªo»eniach Twierdzenia 2.58, otrzy-

mujemy ( n∏
i=1

|λi(TX)|
)1/n

6 inf
k0,k1∈N

(k0k1)
1/(2n) ϕ̃

(
εk0(T : A0 → A0) , εk1(T : A1 → A1)

)
oraz w szczególno±ci

|λn(TX)| 6 2 ϕ̃
(
en(T : A0 → A0) , en(T : A1 → A1)

)
, n ∈ N.

Oto nasz gªówny wynik o interpolacji spektralnej funkcji entropijnej:

Twierdzenie 2.60 ([A3, Theorem 6.1]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem

zespolonej pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ∈ Ress( ~A, ϕ) dla pewnej funkcji ϕ ∈ (Ξ). Je»eli

T ∈ L( ~A), to wówczas

Et0t1(T : X → X) 6 ϕ̃
(
Et0(T : A0 → A0) , Et1(T : A1 → A1)

)
, t0, t1 ∈ N.

W przypadku par Banacha przestrzeni Hilberta, wyprowadzili±my równie» nast¦puj¡ce interpo-
lacyjne oszacowanie w duchu wyniku Carla:

Wniosek 2.61 ([A6, Corollary 4.3]). Niech ~H = (H0, H1) b¦dzie par¡ Banacha przestrzeni

Hilberta. Wtedy dla wszystkich T ∈ L( ~H), θ ∈ (0, 1) oraz n ∈ N, otrzymujemy

En
(
T : [ ~H]θ → [ ~H]θ

)
6 En(T : H0 → H0)1−θ En(T : H1 → H1)θ .

W szczególno±ci∣∣λn(T : [ ~H]θ → [ ~H]θ
)∣∣ 6 √2 en(T : H0 → H0)1−θ en(T : H1 → H1)θ .

Zanim przedstawimy nasz ostateczny wynik o interpolacji spektralnych moduªów entropijnych,
musimy zde�niowa¢ moduªy entropijne typu interpolacyjnego.Moduª entropijny gs,ϕ(R,S) operato-
rów R ∈ L(V, Y ), S ∈ L(X,Z) pomi¦dzy zespolonymi przestrzeniami Banacha jest okre±lony wzorem

gs,ϕ(R,S) := inf
k,l∈N

(kl)
1/(2s) ϕ

(
εk(R) , εl(S)

)
,

dla wszystkich ϕ : [0,∞)× [0,∞)→ [0,∞) oraz s ∈ (0,∞). Odwzorowanie s 7→ gs,ϕ(R,S) jest mono-
toniczne oraz podmultiplikatywne, gdy funkcja ϕ jest podmultiplikatywna i niemalej¡ca ze wzgl¦du na
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ka»d¡ zmienn¡ z osobna. W przypadku gdy ϕα(u, v) = u1−αvα dla wszystkich u, v > 0 oraz α ∈ (0, 1),
otrzymujemy

gs,ϕ(R,S) = g(1−α)s(R)1−αgαs(S)α.

Nast¦pny wynik pozwala nam zde�niowa¢ spektralne moduªy entropijne:

Twierdzenie 2.62 ([A3, Theorem 5.1]). Niech X, Y b¦d¡ dwiema zespolonymi przestrzeniami

Banacha oraz R ∈ L(X), S ∈ L(Y ). Je»eli ϕ ∈ (Ψ) oraz s ∈ (0,∞), to wówczas

inf
m∈N

gs,ϕ(Rm, Sm)
1/m = lim

m→∞
gs,ϕ(Rm, Sm)

1/m

oraz

inf
t,u∈[1,∞)

(tu)
1/(2s) ϕ̃

(
Et(R) , Eu(S)

)
6 lim

m→∞
gs,ϕ(Rm, Sm)

1/m ,

z równo±ci¡, gdy ϕ ∈ (Υ).

Niech X, Y b¦d¡ zespolonymi przestrzeniami Banacha. Niech R ∈ L(X), S ∈ L(Y ) oraz
ϕ ∈ (Ψ). Przez Gs,ϕ(R,S) b¦dziemy oznaczali granic¦ lim

m→∞
gs,ϕ(Rm, Sm)

1/m oraz b¦dziemy nazywa¢

Gs,ϕ(R,S) := inf
m∈N

gs,ϕ(Rm, Sm)
1/m , s ∈ (0,∞),

spektralnym moduªem entropijnym operatorów R oraz S.

Wªasno±ci algebraiczne (R,S) 7→ Gs,ϕ(R,S) s¡ podobne do wªasno±ci T 7→ Gs,ϕ(T ) (zobacz
Stwierdzenie 2.55). Zauwa»my, »e w przypadku gdy ϕ(u, v) = u1−αvα dla pewnego α ∈ (0, 1) oraz
dla wszystkich u, v > 0, to stosuj¡c Twierdzenia 2.54 oraz 2.62 otrzymujemy poni»sz¡ równo±¢ dla
spektralnego moduªu entropijnego

Gs,ϕ(R,S) = inf
t,u∈[1,∞)

(tu)
1/(2s) Et(R)1−α Eu(S)α = G(1−α)s(R)1−α Gαs(S)α ,

gdzie s ∈ (0,∞).

Nasz ko«cowy wynik o interpolacji spektralnych moduªów entropijnych mo»e by¢ równie» uznany
za naturalne ulepszenie Twierdzenia 2.58:

Twierdzenie 2.63 ([A3, Theorem 6.3]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem

zespolonej pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ∈ Ress( ~A, ϕ) dla pewnej funkcji ϕ ∈ (Ξ). Je»eli

T ∈ L( ~A), to wówczas

Gs(T : X → X) 6 Gs,ϕ(T : A0 → A0, T : A1 → A1)

6 Gs,ϕ0(T : A0 → A0)Gs,ϕ1(T : A1 → A1) , s ∈ (0,∞),

gdzie ϕ0 : u 7→ ϕ(u, 1), ϕ1 : v 7→ ϕ(1, v).

Zaprezentujemy teraz wynik o interpolacji ±rednich geometrycznych bezwzgl¦dnych warto±ci
pierwszych n elementów ci¡gu warto±ci wªasnych:

Wniosek 2.64 ([A3, Corollary 6.4]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem ze-

spolonej pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ⊂Mθ( ~A) dla pewnego θ ∈ (0, 1). Zaªó»my, »e T ∈ L( ~A)

oraz zaªó»my, »e {λn(TY )}∞n=1 jest ci¡giem warto±ci wªasnych zaw¦»enia TY operatora T do przestrzeni

Y , gdzie Y = A0, A1, X. Je»eli

ress(TX) 6 ress(TA0)1−θress(TA1)θ,
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to wówczas( n∏
i=1

|λi(TX)|
)1/n

6

( n0∏
i=1

∣∣λ1−θ
i (TA0)

∣∣)1/n0
( n1∏
i=1

∣∣λθi (TA1)
∣∣)1/n1

,

dla ka»dego n ∈ N, gdzie n0 = max {1, b(1− θ)nc}, n1 = max {1, bθnc}.

Zauwa»my, »e powy»szy wynik daje pewien rodzaj �geometrycznej informacji� na temat interpo-
lowanych operatorów. W szczególno±ci w przypadku gdy θ = m/n mo»emy wydoby¢ jego uproszczon¡,
czysto geometryczn¡ wersj¦

nk∏
i=1

|λi(TX)| 6
(n−m)k∏
i=1

|λi(TA0)|
mk∏
i=1

|λi(TA1)| , k ∈ N.

Przejdziemy teraz do prezentacji nierówno±ci interpolacyjnych dla pojedynczych warto±ci wªa-
snych. Kolejny wynik jest uogólnieniem [A3, Theorem 7.2]:

Twierdzenie 2.65 ([A3, Theorem 7.3]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem

zespolonej pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ∈ Ress( ~A, ϕ) dla pewnej funkcji ϕ ∈ (Ξ). Je»eli

T ∈ L( ~A) oraz {λn(TY )}∞n=1 jest ci¡giem warto±ci wªasnych zaw¦»enia TY operatora T do Y , gdzie

Y = A0, A1, X, to wówczas

|λk0+k1−1(TX)| 6 ϕ̃
(
|λk0(TA0)| , |λk1(TA1)|

)
, k0, k1 ∈ N.

Ponadto ( n∏
i=1

|λi(TX)|
)1/n

6

( k∏
i=1

ϕ̃0 (|λi(TA0)|)
)1/k( k∏

i=1

ϕ̃1 (|λi(TA1)|)
)1/k

,

dla ka»dego n ∈ N, gdzie k = max {1, bn/2c} oraz ϕ0(s) = ϕ(s, 1), ϕ1(s) = ϕ(1, s) dla ka»dego s > 0.

Wniosek 2.66 ([A3, Corollary 7.4]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem ze-

spolonej pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e X ⊂ Mθ( ~A) dla pewnego θ ∈ (0, 1). Niech T ∈ L( ~A)

oraz niech {λn(TY )}∞n=1 b¦dzie ci¡giem warto±ci wªasnych zaw¦»enia TY operatora T do Y , gdzie

Y = A0, A1, X. Zaªó»my ponadto, »e

ress(TX) 6 ress(TA0)1−θress(TA1)θ.

Wówczas

|λk0+k1−1(TX)| 6 |λk0(TA0)|1−θ |λk1(TA1)|θ , k0, k1 ∈ N.

Ponadto ( n∏
i=1

|λi(TX)|
)1/n

6

( k∏
i=1

∣∣λ1−θ
i (TA0)

∣∣)1/k( k∏
i=1

∣∣λθi (TA1)
∣∣)1/k

, n ∈ N,

gdzie k = max {1, bn/2c}.

Poprzedni wynik równie» dostarcza �geometryczn¡� informacj¦ o interpolowanych operatorach,
a mianowicie

2k∏
i=1

|λi(TX)| 6
k∏
i=1

∣∣λ1−θ
i (TA0)

∣∣2 k∏
i=1

∣∣λθi (TA1)
∣∣2, k ∈ N.
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Zauwa»my, »e w przypadku gdy t0 = 1 lub t1 = 1, uzyskujemy uproszczon¡ wersj¦ Twierdze-
nia 2.62

Et(T : X → X) 6 Et(T : A0 → A0)1−θ r(T : A1 → A1)θ

lub

Et(T : X → X) 6 r(T : A0 → A0)1−θEt(T : A1 → A1)θ , t ∈ [1,∞).

W rzeczywisto±ci, prawdziwy jest mocniejszy wynik:

Wniosek 2.67 ([A3, Corollary 7.5]). Przy speªnionych zaªo»eniach Wniosku 2.66, otrzymujemy

Et1−θ(T : X → X) 6 Et(T : A0 → A0)1−θ r(T : A1 → A1)θ

oraz

Etθ(T : X → X) 6 r(T : A0 → A0)1−θEt(T : A1 → A1)θ , t ∈ [1,∞).

Uzyskane wyniki dotycz¡ operatorów na ró»nych przestrzeniach generowanych przez abstrak-
cyjne metody interpolacji z par Banacha. Przedstawimy zastosowania do rzeczywistych i zespolonych
przestrzeni interpolacyjnych generowanych z klasy par Banacha:

Przykªad ([A3, Example 8.1]). Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wykªadnika
θ ∈ (0, 1) wzgl¦dem regularnej pary Banacha ~A = (A0, A1) tak¡, »e przestrze« A0 ∩A1 jest g¦sta w X.
Je»eli T ∈ L( ~A) oraz zaw¦»enie operatora T do przestrzeni A0 jest operatorem Riesza, to wówczas

En(T : X → X) = En(T : A0 → A0) , n ∈ N.

Sytuacja zmienia si¦ jednak diametralnie, gdy zaw¦»enie operatora T do przestrzeni A jest
jedynie ograniczone:

Przykªad ([A3, Example 8.2]). Je»eli θ ∈ (0, 1), to istnieje trójka (A0, A1, X) taka, »e X jest
przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wykªadnika θ wzgl¦dem regularnej zespolonej pary Banacha ~A = (A0, A1),
przestrze« A0 ∩A1 jest g¦sta w X oraz istnieje operator T ∈ L( ~A), dla których

Ek0k1(T : X → X) 6 Ek0(T : A0 → A0)1−θ Ek1(T : A1 → A1)θ , k0, k1 ∈ N,

podczas gdy

En(T : X → X) 6= En(T : A0 → A0) , n ∈ N.

Niemniej jednak je»eli odrzucimy zaªo»enie regularno±ci, to nawet gdy zaw¦»enie operatora T do
przestrzeni A0 jest operatorem Riesza, to Rieszowska cz¦±¢ widma tego zaw¦»enia mo»e by¢ zupeªnie
inna ni» odpowiadaj¡ca mu Rieszowska cz¦±¢ widma zaw¦»enia T do pewnej przestrzeni interpolacyjnej
X (zobacz na stronie 86):

Przykªad ([A3, Example 8.3]). Je»eli θ ∈ (0, 1), to istnieje trójka (A0, A1, X) taka, »e X jest
przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wykªadnika θ wzgl¦dem zespolonej pary Banacha ~A = (A0, A1), przestrze«
A0 ∩A1 jest g¦sta w X oraz istnieje operator T ∈ L( ~A), dla których

Ek0k1(T : X → X) < Ek0(T : A0 → A0)1−θ Ek1(T : A1 → A1)θ , k0, k1 ∈ N,

podczas gdy

En(T : X → X) 6= En(T : A0 → A0) , n ∈ N.



Gªówn¡ zalet¡ wielko±ci Et(T ) oraz Gs(T ) wprowadzonych i badanych w artykule [A3] nad
znacznie prostszymi klasycznymi s-liczbami sk(T ), liczbami entropijnymi εk(T ) b¡d¹ moduªami entro-
pijnymi gn(T ) jest to, »e te nowe wielko±ci posiadaj¡ wªasno±ci interpolacyjne, podczas gdy klasyczne
liczby na ogóª ich nie posiadaj¡. Na pierwszy rzut oka nowe wielko±ci mog¡ wydawa¢ si¦ bardziej
skomplikowane ni» wzory Königa�Zemánka oraz Makaiego�Zemánka

|λn(T )| = lim
m→∞

an(Tm)
1/m oraz

( n∏
i=1

|λi(T )|
)1/n

= lim
m→∞

gn(Tm)
1/m ,

które dostarczaj¡ kompletnych informacji na temat pojedynczych warto±ci wªasnych i ±rednich geome-
trycznych warto±ci wªasnych. Niemniej jednak mo»liwe jest ich wykorzystanie do uzyskania oszacowa«
z udziaªem klasycznych liczb.

W problemach spektralnych dotycz¡cych operatorów T dziaªaj¡cych na przestrzeniach interpo-
lacyjnych X wzgl¦dem pary Banacha (A0, A1), te nowe wielko±ci prowadz¡ naturalnie do interpola-
cyjnego wariantu nierówno±ci Carla�Triebla, który ª¡czy to, co najlepsze w obu obszarach: wªasno±ci
spektralne operatora T dziaªaj¡cego na X wyra»one przez nowe wielko±ci oraz wªasno±ci topologiczne
operatora T dziaªaj¡cego na A0 oraz na A1, wyra»one poprzez klasyczne wielko±ci liczb oraz moduªów
entropijnych operatorów.

Pozostaªe publikacje naukowe w czasopismach znajduj¡cych si¦
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2.6. Interpolacja miar niezwarto±ci abstrakcyjn¡ metod¡ rzeczywist¡

Zwró¢my uwag¦ na sªynny od dawna problem w teorii interpolacji, czy zwarto±¢ jest dziedziczona
przez metody interpolacyjne? Dla metody rzeczywistej pozytywna odpowied¹ zostaªa udzielona przez
Cwikela w artykule [45] oraz przez Cobosa, Kühna oraz Schonbeka w artykule [41], podczas gdy w
przypadku metody zespolonej ten problem pozostaje wci¡» otwarty (zobacz szczegóªow¡ dyskusj¦ na
stronie 18).

Zostaªo równie» podniesione analogiczne pytanie dotycz¡ce sªabej zwarto±ci. W 1978 roku Be-
auzamy udowodniª w artykule [10], »e gdy operator zanurzenia

A0 ∩A1 ↪→ A0 +A1 jest sªabo zwarty,

to wówczas ~Aθ,q jest re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha dla 1 < q <∞ oraz θ ∈ (0, 1).

Nast¦pnie Heinrich w artykule [84] rozszerzyª ten wynik na zamkni¦te ideaªy operatorowe.
Wynik Beauzamy'ego dla metody rzeczywistej zostaª uogólniony przez Aizensteina oraz Brudnego
(zobacz ksi¡»k¦ [15]), Maligrand¦ oraz Quevedo [113] oraz Mastyª¦ [119]. Ma on posta¢: Je»eli

T : A0 ∩A1 → B0 +B1 jest sªabo zwarty,

to wówczas

T : ~Aθ,q → ~Bθ,q jest sªabo zwarty dla 1 < q <∞, θ ∈ (0, 1).

Odnotujmy, »e Brudny oraz Krugljak [15], Mastyªo [119], Cobos, Fernández-Cabrera, Manzano
oraz Martínez [34] podali zastosowania do badania re�eksywno±ci przestrzeni interpolacyjnych. Wªa-
sno±ci interpolacyjne innego typu byªy równie» badane w artykuªach [1, 38, 39, 40, 66]. Na przeªomie
wieków poszukiwano ilo±ciowych wersji wyników dotycz¡cych interpolacji zwarto±ci i sªabej zwarto-
±ci wykorzystuj¡c do tego celu miary niezwarto±ci. Dla przykªadu wspomnijmy miar¦ β oraz miary
separacji:

W 1999 roku Cobos, Fernández-Martínez oraz Martínez udowodnili w artykule [37] nast¦puj¡ce
oszacowanie:

β(T : ~Aθ,q → ~Bθ,q) 6 Cβ(T : A0 → B0)1−θβ(T : A1 → B1)θ, 1 6 q 6∞.

Miar¦ sªabej niezwarto±ci ω wprowadzon¡ przez De Blasi [49] mo»na traktowa¢ jako odpowiednik miary
niezwarto±ci Hausdor�a. W 2000 roku Kryczka, Prus oraz Szczepanik w artykule [104] wprowadzili
now¡ miar¦ sªabej niezwarto±ci γ, która mo»e by¢ postrzegana jako odpowiednik miary separacyjnej.
Miary γ oraz ω nie s¡ na ogóª równowa»ne. Jest tak dlatego, gdy» miara γ odwoªuje si¦ do topologii
wyznaczonej przez norm¦, podczas gdy miara ω zwi¡zana jest ze sªab¡ topologi¡. W tym samym
artykule [104] Kryczka, Prus oraz Szczepanik wykazali oszacowanie interpolacyjne dla miary sªabej
niezwarto±ci γ, a mianowicie

γ(T : ~Aθ,q → ~Bθ,q) 6 Cγ(T : A0 → B0)1−θγ(T : A1 → B1)θ, 1 < q <∞.

Przedstawimy rozszerzenia tych wyników na przypadek interpolacji abstrakcyjn¡ metod¡ rzeczy-
wist¡, który dotyczy pewnych funkcji zwi¡zanych z funktorami interpolacyjnymi. Wyniki opublikowane
w artykuªach [S1] oraz [S2], zostaªy dowiedzione u»ywaj¡c nieci¡gªych wersji abstrakcyjnej metody
rzeczywistej oraz s¡ cz¦±ci¡ rozprawy doktorskiej autora.



2.6. INTERPOLACJA MIAR NIEZWARTO�CI ABSTRAKCYJN� METOD� RZECZYWIST� 47

Niech ω(Z) b¦dzie przestrzeni¡ wszystkich rzeczywistych ci¡gów na Z. Operator translacji

τν : ω(Z)→ ω(Z) de�niujemy wzorem τν {ξm} := {ξm+ν}, dla dowolnego ν ∈ Z.

B¦dziemy dalej rozwa»a¢ ci¡gowe kraty Banacha E ⊂ ω(Z) takie, »e operator translacji τν na E
jest ograniczony dla wszystkich ν ∈ Z. Dla takich krat E wprowadzili±my w artykule [S1] nast¦puj¡c¡
funkcj¦

ϕE : (0,∞)× (0,∞)→ (0,∞)

wzorem

ϕE(2m, 2n) := 2m ‖τn−m‖E→E , m, n ∈ Z

oraz

ϕE(s, t) := ϕE
(
2blog2 sc, 2blog2 tc

)
, s, t > 0,

gdzie b · c oznacza funkcj¦ podªoga (cz¦±¢ caªkowita). Ponadto dla funkcji ϕE zde�niowali±my jej roz-
szerzenie ψE : [0,∞)× [0,∞)→ [0,∞] wzorem

ψE(0, 0) := 0, ψE(s, 0) := lim inf
v→0+

ϕE(s, v), s > 0,

ψE(0, t) := lim inf
u→0+

ϕE(u, t), t > 0,

oraz ψE(s, t) := ϕE(s, t), s, t > 0.

Podstawowe wªasno±ci funkcji ψE podsumowuj¡ kolejne lematy:

Lemat 2.68 ([S1, Lemma 2.3],[S2, Lemma 2.3]). Niech E b¦dzie ci¡gow¡ krat¡ Banacha na Z
tak¡, »e operator translacji τn jest ograniczony na E dla ka»dego n ∈ N. Wówczas funkcja ψE posiada

nast¦puj¡ce wªasno±ci :

(i) ψE(2ms, 2nt) 6 ψE(2m, 2n)ψE(s, t), m,n ∈ Z, s, t > 0.

(ii) Istnieje staªa dodatnia C1 = C1(E) taka, »e

ψE(su, tv) 6 C1ψE(s, t)ψE(u, v), s, t, u, v > 0.

(iii) Je»eli sups,t∈(0,1] ψE(s, t) <∞, to istnieje staªa C2 = C2(E) > 1 taka, »e

ψE(s, t) 6 C2ψE(u, v), 0 6 s 6 u, 0 6 t 6 v.

(iv) ψE(s, s) 6 s 6 2ψE(s, s), s > 0

Trzeci warunek z poprzedniego lematu mo»na nast¦puj¡co przeformuªowa¢:

Lemat 2.69 ([S2, Lemma 2.3]). Niech E b¦dzie ci¡gow¡ krat¡ Banacha na Z tak¡, »e operator

translacji τn jest ograniczony na E dla ka»dego n ∈ N. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) sups,t∈(0,1] ψE(s, t) <∞.

(ii) sups∈(0,1] ψE(s, 1) <∞ oraz supt∈(0,1] ψE(1, t) <∞.

(iii) Istnieje staªa dodatnia C taka, »e

ψE(s, t) 6 C max {s, t} , s, t > 0.

Znaczenie funkcji ψE w interpolacji wynika z nast¦puj¡cej obserwacji:
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Lemat 2.70 ([S1, Lemma 2.3]). Zaªó»my, »e L ∈ {J,K}. Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B =

(B0, B1) b¦d¡ parami Banacha oraz niech T : ~A → ~B b¦dzie operatorem ograniczonym. Je»eli E jest

L-nietrywialna, to wówczas

‖T‖ ~AE;L→ ~BE;L
6 2ψE

(
‖T‖A0→B0

, ‖T‖A1→B1

)
.

Aby móc korzysta¢ z powy»szych oszacowa«, musimy naªo»y¢ pewne warunki wzrostu na funkcj¦
ψE : B¦dziemy mówi¢, »e ci¡gowa krata Banacha E na Z jest dopuszczalna, je»eli speªnia Warunek
(iii) Lematu 2.69. Dla dopuszczalnych ci¡gowych krat Banacha, zachodzi Warunek (ii) Lematu 2.68
dla wszystkich warto±ci s, t, u, v > 0 z pewn¡ now¡ staª¡. Zauwa»my, »e z powy»szego wyniku, gdy
krata Banacha E jest dopuszczalna oraz K-nietrywialna, to zarówno funkcja charakterystyczna λF jak
i funkcja fundamentalna ϕF funktora interpolacyjnego F : ~A 7→ ~AE;K s¡ równowa»ne z ψE (zobacz
stron¦ 92). W dalszym ci¡gu b¦dziemy zainteresowani tylko dopuszczalnymi kratami Banacha E, na
przykªad:

Stwierdzenie 2.71 ([S2, Proposition 2.3]). Je»eli krata Banacha E jest przestrzeni¡ interpo-

lacyjn¡ wzgl¦dem pary (`p, `p(2
−n)) dla pewnego 1 6 p 6∞, to wówczas E jest dopuszczalna.

Zaprezentujemy teraz gªówny wynik z artykuªu [S1]:

Twierdzenie 2.72 ([S1, Theorem 3.4, Corollary 3.5]). Niech ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1)

b¦d¡ parami Banacha. Niech operator T : ~A → ~B b¦dzie ograniczony oraz niech krata E b¦dzie para-

metrem metody rzeczywistej takim, »e transformacja Calderóna Ω jest operatorem ograniczonym na E.

Zaªó»my, »e:

lim
s→0+

ψE(s, 1) = 0 oraz lim
t→0+

ψE(1, t) = 0.

Wtedy istnieje staªa dodatnia C = C(E) taka, »e dla wszystkich k0, k1 ∈ N zachodzi nast¦puj¡ce

oszacowanie:

β
(
T : ~AE → ~BE

)
6 CψE

(
β (T : A0 → B0) , β (T : A1 → B1)

)
.

W szczególno±ci je»eli T : A0 → B0 jest zwarty lub T : A1 → B1 jest zwarty, to wówczas operator

T : ~AE → ~BE jest równie» zwarty.

Wynik o zwarto±ci z Twierdzenia 2.72 zostaª udowodniony bezpo±rednio w artykule [36, Theorem
5.4] bez oszacowania miary niezwarto±ci. Zaprezentujemy zastosowanie uzyskanego wyniku do teorii
spektralnej, które rozszerza wcze±niejsze wyniki Edmundsa oraz Teixeiry [61], Albrechta [2], Cobosa,
Fernándeza-Martíneza oraz Martíneza [37]:

Wniosek 2.73 ([S1, Corollary 3.10]). Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie zespolon¡ par¡ Banacha.

Zaªó»my, »e operator T : ~A→ ~A jest ograniczony oraz »e krata E jest parametrem metody rzeczywistej

takim, »e transformacja Calderóna Ω jest operatorem ograniczonym na E oraz

lim
s→0+

ψE(s, 1) = lim
t→0+

ψE(1, t) = 0.

Wówczas zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

ress
(
T : ~AE → ~AE

)
6 CψE

(
ress(T : A0 → A0), ress(T : A1 → A1)

)
ze staª¡ dodatni¡ C = C(E).
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Powy»szy wynik gwarantuje, »e przestrze« ~AE nale»y do klasy Ress( ~A, ϕF ) dla funktora inter-
polacyjnego F : ~A 7→ ~AE (zobacz równie» 40) oraz zachodzi oszacowanie

ress
(
T : ~AE → ~AE

)
6 ϕF

(
ress(T : A0 → A0), ress(T : A1 → A1)

)
.

Niech E b¦dzie krat¡ Banacha oraz niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Oznaczmy przez
E(X) przestrze« Köthego�Bochnera

E(X) :=
{
{xm}m∈Z ∈

∞∏
m=−∞

X :
{
‖xm‖X

}
m∈Z ∈ E

}
,

wyposa»on¡ w norm¦ ‖{xm}‖ := ‖{‖xm‖X}‖E . Przyjrzyjmy si¦ bli»ej innym równowa»nym normom
w przestrzeniach interpolacyjnych abstrakcyjnej metody rzeczywistej. Niektóre z nich zostaªy zde�-
niowane przez Lionsa oraz Peetrego w artykule [110]. W artykule [S2] uzyskali±my wyniki, które s¡
przydatne w obliczaniu obu norm ‖ · ‖AE;K

oraz ‖ · ‖AE;J
. Przedstawimy teraz gªówny wynik o równo-

wa»no±ci norm b¦d¡cy wzmocnieniem Twierdzenia [S2, Theorem 3.2]:

Twierdzenie 2.74 ([S2, Theorem 3.3, Lemma 3.1]). Niech E b¦dzie dopuszczaln¡ krat¡ Bana-

cha.

(i) Je»eli E jest J-nietrywialna, to wówczas

‖a‖ ~AE;K
� inf
{a}={a0

n}+{a1
n}
ψE

(∥∥{a0
n

}∥∥
E(A0)

,
∥∥{2na1

n

}∥∥
E(A1)

)
,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich ci¡gach
{
a0
n

}
⊂ A0 oraz

{
a1
n

}
⊂ A1 takich, »e a =

a0
n + a1

n, dla ka»dego n ∈ Z.
(ii) Je»eli E jest K-nietrywialna, to wówczas

‖a‖ ~AE;J
� inf

a=
∑
an
ψE

(
‖{an}‖E(A0) , ‖{2

nan}‖E(A1)

)
,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich ci¡gach {an} ⊂ A0 ∩A1 takich, »e szereg
∑

n∈Z an jest

zbie»ny do a w sumie A0 +A1.

Przejdziemy teraz do omówienia uzyskanych rezultatów o interpolacji sªabych miar niezwarto±ci.
Zgodnie z artykuªem [7] przypomnijmy aksjomatyczne podej±cie do poj¦cia miary sªabej niezwarto±ci:

Mówimy, »e funkcja o warto±ciach rzeczywistych µ zde�niowana na rodzinie wszystkich ograni-
czonych i niepustych podzbiorów przestrzeni Banacha X jest miar¡ sªabej niezwarto±ci, je»eli dla
dowolnych podzbiorów A,B ⊂ X oraz skalarów c ∈ R speªnia nast¦puj¡ce warunki:

(i) µ(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem relatywnie sªabo zwartym.
(ii) Je»eli A ⊂ B, to wówczas µ(A) 6 µ(B).
(iii) µ(convA) = µ(A).
(iv) µ(A ∪B) = max

{
µ(A), µ(B)

}
.

(v) µ(A+B) 6 µ(A) + µ(B).
(vi) µ(cA) = |c|µ(A).

Niech {xn} b¦dzie ci¡giem w przestrzeni BanachaX. Mówimy, »e {yn} jest ci¡giem kolejno nast¦puj¡cych po sobie kombinacji wypukªych

(w skrócie ci¡giem kkw) je»eli istnieje ci¡g liczb caªkowitych {pn}∞n=1 ⊂ Z taki, »e

0 = p1 < p2 < p3 < . . . oraz yn ∈ conv {xi}pn+1

i=pn+1 , dla dowolnego n ∈ N.
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Elementy u1, u2 nazywamy par¡ kolejno nast¦puj¡cych po sobie kombinacji wypukªych (w skró-
cie par¡ kkw) dla ci¡gu {xn} je»eli

u1 ∈ conv {xi}pi=1 oraz u2 ∈ conv {xi}∞i=p+1 , dla pewnego p ∈ N.

Przypomnijmy, »e Kryczka, Prus oraz Szczepanik [104, Theorem 2.3] wprowadzili now¡ miar¦
sªabej niezwarto±ci γ :

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz niech ∅ 6= A ⊂ X b¦dzie zbiorem ograniczonym:

γ(A) := sup
{

csep {xn} : {xn} ⊂ convA
}
,

gdzie

csep {xn} := inf
{
‖y1 − y2‖ : y1, y2 s¡ par¡ kkw dla {xn}

}
.

Dla danych przestrzeni Banacha X, Y oraz dowolnego operatora T : X → Y , de�niujemymiar¦

sªabej niezwarto±ci T wzorem

γ(T ) := γ(T (BX)).

NiechX,Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha, niech T ∈ L(X,Y ) oraz niech E b¦dzie krat¡ Banacha.
Operator T̃ : E(X)→ E(Y ) de�niujemy nast¦puj¡co

T̃ {xn} := {Txn} , x = {xn} ∈ E(X).

Nast¦pny wynik ma kluczowe znaczenie dla dowodów gªównych twierdze« o interpolacji miary sªabej
niezwarto±ci, poniewa» pozwala pracowa¢ na przestrzeniach Köthego�Bochnera E(X) :

Twierdzenie 2.75 ([S2, Theorem 4.6]). Niech X,Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha oraz niech

E b¦dzie re�eksywn¡ krat¡ Banacha na Z. Wówczas dla ka»dego operatora ograniczonego T : X → Y

zachodzi równo±¢

γ
(
T̃ : E(X)→ E(Y )

)
= γ(T : X → Y ).

Przedstawimy teraz gªówne wyniki o interpolacji miary sªabej niezwarto±ci abstrakcyjn¡ metod¡
rzeczywist¡:

Twierdzenie 2.76 ([S2, Theorem 5.1, Theorem 5.2]). Niech I ∈ {J,K}. Zaªó»my, »e ~A =

(A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) s¡ parami Banacha. Niech E b¦dzie dopuszczaln¡, I-nietrywialn¡, re-

�eksywn¡ krat¡ Banacha. Wówczas istnieje staªa dodatnia C = C(E) taka, »e dla ka»dego operatora

T : ~A→ ~B zachodzi nierówno±¢

γ
(
T : ~AE;I → ~BE;I

)
6 CψE

(
γ(T : A0 → B0), γ(T : A1 → B1)

)
.

Zwró¢my uwag¦, »e dowody gªównych twierdze« w znacznym stopniu zale»¡ od Twierdzenia 2.74
oraz od Twierdzenia 2.75. Poni»ej przedstawiamy wa»ne wyniki gªównych twierdze« dotycz¡cych in-
terpolacji sªabej zwarto±ci:

Wniosek 2.77 ([S2, Corollary 5.3, Corollary 5.4]). Niech I ∈ {J,K}. Zaªó»my, »e ~A = (A0, A1)

oraz ~B = (B0, B1) s¡ parami Banacha. Niech E b¦dzie dopuszczaln¡, I-nietrywialn¡ oraz re�eksywn¡

krat¡ Banacha. Je»eli T : ~A→ ~B, to wówczas

T : ~AE;I → ~BE;I jest operatorem sªabo zwartym

je»eli speªniony jest jeden z nast¦puj¡cych warunków :
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(i) T : A0 → B0 jest sªabo zwarty oraz ψE(0, 1) = 0.

(ii) T : A1 → B1 jest sªabo zwarty oraz ψE(1, 0) = 0.

W szczególno±ci przestrze« ~AE;I jest re�eksywna je»eli speªniony jest jeden z nast¦puj¡cych warunków :

(iii) Przestrze« A0 jest re�eksywna oraz ψE(0, 1) = 0.

(iv) Przestrze« A1 jest re�eksywna oraz ψE(1, 0) = 0.

2.7. Ideaªy banachowskie generowane poprzez konstrukcj¦ interpolacyjn¡

Poj¦cie ideaªu banachowskiego zostaªo wprowadzone w 1968 r. przez Pietscha (por. [141]),
ale �dojrzewaªo� ju» od dawna. Wi¦kszo±¢ wa»nych klas operatorów liniowych bada-
nych w analizie funkcjonalnej, to ideaªy banachowskie, b¡d¹ ideaªy liniowo-topologiczne.
Wymienimy tu operatory sko«czenie wymiarowe, zwarte, nuklearne, ±ci±le singularne
w sensie Kato, absolutnie sumuj¡ce itd. . . .

Teoria ideaªów liniowo-topologicznych, to nie tylko pewien j¦zyk teorii opera-
torów liniowych. Badanie konkretnych ideaªów prowadzi cz¦sto do nietrywialnych
nierówno±ci i twierdze« faktoryzacyjnych. Ideaªy takie daj¡ czasami zupeªnie nowe
spojrzenie na rozmaite fakty matematyczne.

A. Peªczy«ski, Z. Semadeni, Uwagi o rozwoju analizy funkcjonalnej w Polsce, Roczniki Polskiego To-
warzystwa Matematycznego. Seria II. Wiadomo±ci Matematyczne 12 (1969), 83�108.

W artykule [S3] badali±my ideaªy banachowskie operatorów generowane za po±rednictwem kon-
strukcji interpolacyjnej okre±lonej przez funkcje wkl¦sªe:

Podzbiór zbioru (Φ) (zobacz na stronie 91) zawieraj¡cy funkcje wkl¦sªe oznaczmy przez (Θ).
Symbolem (Θ0) b¦dziemy oznaczali zbiór tych wszystkich ϕ ∈ (Θ), dla których ϕ(s, 1) → 0 oraz
ϕ(1, t) → 0 przy s → 0+ oraz t → 0+. Niech ϕ ∈ (Θ) oraz niech (A, α) oraz (B, β) b¦d¡ dwoma
ideaªami operatorowymi. Przypomnijmy konstrukcj¦ interpolacyjn¡ (A,B)ϕ z artykuªu [116]:

Dla przestrzeni Banacha X oraz Y , przestrze« (A,B)ϕ(X,Y ) skªada si¦ z tych wszystkich ope-
ratorów T ∈ L(X,Y ), »e dla pewnych przestrzeni Banacha Zj oraz operatorów Sj : X → Zj , j = 0, 1

przy α(S0) 6 1, β(S1) 6 1 oraz dla pewnego λ > 0 zachodzi oszacowanie

‖Tx‖Y 6 λϕ
(
‖S0x‖Z0 , ‖S1x‖Z1

)
, x ∈ X.

Kªadziemy γϕ(T ) jako in�mum przebiegaj¡ce wszelkie mo»liwe warto±ci λ, dla których zachodzi powy»-
sza nierówno±¢ z odpowiednimi operatorami S0 oraz S1. Je»eli B = L, to kªadziemy (Aϕ, αϕ) = (A, L)ϕ.
W przypadku funkcji ϕ(s, t) = s1−θtθ, 0 < θ < 1 otrzymujemy konstrukcj¦ (α, β)θ badan¡ przez Mat-
tera w artykuªach [123, 124].

W artykule [S3] uogólnili±my klasyczne poj¦cie operatorów (q, p)-sumuj¡cych: Niech E, F b¦d¡
dwiema ci¡gowymi przestrzeniami Banacha na N oraz niech {en} b¦dzie standardow¡ baz¡ wektorów
jednostkowych. Mówimy, »e operator T ∈ L(X,Y ) jest (F,E)-sumuj¡cy, je»eli istnieje staªa dodatnia
C taka, »e dla ka»dego sko«czonego podzbioru {x1, ..., xn} zbioru X zachodzi nierówno±¢∥∥∥ n∑

k=1

‖Txk‖Y ek
∥∥∥
F
6 C sup

‖x∗‖X∗61

∥∥∥ n∑
k=1

x∗(xk)ek

∥∥∥
E
.
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Najmniejsz¡ staª¡ o tej wªasno±ci b¦dziemy oznaczamy przez πF,E(T ).

Nadmie«my, »e gdy istnieje pewien nietrywialny (F,E)-sumuj¡cy operator T : X → Y , to wtedy
E ↪→ F . Co wi¦cej przestrze« ΠF,E(X,Y ) wszystkich operatorów (F,E)-sumuj¡cych jest przestrzeni¡
Banacha wyposa»on¡ w norm¦ πF,E oraz (ΠF,E , πF,E) jest ideaªem banachowskim operatorów, ilekro¢
norma operatora zanurzenia E ↪→ F jest równa 1. Przypomnijmy, »e operatory (F,E)-sumuj¡ce oraz
ich zastosowania w ró»nych dziaªach analizy byªy badane w artykuªach [52, 53, 105].

Zauwa»my, »e gdy F = `q oraz E = `p z 1 6 p 6 q 6 ∞, to otrzymujemy ideal (Πq,p, πq,p)

operatorów (q, p)-sumuj¡cych (zobacz [56]). Szczególnie wa»ny jest wybór p = q zwi¡zany z ideaªem
banachowskim (Πp, πp) operatorów p-sumuj¡cych.

Dla funkcji ϕ ∈ Φ operatory z (Πp)ϕ := (Πp, πp)ϕ nazywamy (p, ϕ)-absolutnie ci¡gªymi. Je»eli
ϕ(s, t) = s1−θtθ gdzie 0 6 θ < 1, to operatory (p, ϕ)-absolutnie ci¡gªe nazywamy (p, θ)-absolutnie
ci¡gªymi (zobacz [123]).

Poni»ej zaprezentujemy wynik, który jest zuni�kowanym twierdzeniem faktoryzacyjnym dla
przypadku dowolnej funkcji ϕ ∈ (Φ) speªniaj¡cej ϕ(1, t) → 0 przy t → 0+. Matter w artykule [124]
udowodniª analogiczny wynik dla przypadku funkcji pot¦gowej ϕθ(s, t) = s1−θtθ, θ ∈ (0, 1), kwan-
ty�kuj¡c poj¦cie absolutnej ci¡gªo±ci przez zastosowanie pewnej procedury interpolacyjnej do ideaªu
(Πp, πp) wszystkich operatorów absolutnie p-sumuj¡cych. W artykule [S3] zastosowano procedur¦ in-
terpolacyjn¡ do (Πp, πp), aby wygenerowa¢ ideaª banachowski operatorów (p, ϕ)-absolutnie ci¡gªych.
Przedstawimy opis tego ideaªu za pomoc¡ faktoryzacji za po±rednictwem abstrakcyjnej przestrzeni
interpolacyjnej Lorentza (zobacz stron¦ 91) wzgl¦dem pary Banacha

(
L∞(µ), Lp(µ)

)
:

Twierdzenie 2.78 ([S3, Theorem 2.2]). Niech funkcja ϕ ∈ (Θ) speªnia ϕ(1, t) → 0 przy t →
0+. Operator T ∈ L(X,Y ) jest (p, ϕ)-absolutnie ci¡gªy z pewn¡ staª¡ (πp)ϕ(T ) 6 C wtedy i tylko

wtedy, gdy dla ka»dego (równowa»nie dla pewnego) operatora zanurzenia izometrycznego i : X → L∞(µ)

istniej¡: borelowska miara probabilistyczna µ na K =
(
BX∗ , σ(X∗, X)

)
, staªa dodatnia C oraz operator

ograniczony S : Λϕ
(
jp(X), Lp(µ)

)
→ Y z ‖S‖ 6 C takie, »e T posiada faktoryzacj¦:

T : X
jp−→ jp(X) ↪→ Λϕ

(
jp(X), Lp(µ)

) S−→ Y,

z jp = ji, gdzie j : L∞(µ)→ Lp(µ) jest operatorem zanurzenia.

Przedstawimy gªówne twierdzenie artykuªu [S3] pokazuj¡ce, »e w pewnych warunkach operatory
(2, ϕ)-absolutnie ci¡gªe mi¦dzy przestrzeniami Hilberta pokrywaj¡ si¦ z klas¡ Schattena wyznaczon¡
przez ci¡gow¡ przestrze« Orlicza:

Przypomnijmy, »e funkcj¡ Orlicza nazywamy funkcj¦ ci¡gª¡ oraz wypukª¡ ϕ : [0,∞)→ [0,∞)

speªniaj¡c¡ warunek ϕ−1({0}) = {0}. Dla funkcji Orlicza ϕ ci¡gow¡ krat¦ Banacha

`ϕ =
{
x = {xn}∞n=1 :

∞∑
n=1

ϕ
( |xn|
λ

)
<∞ dla pewnej staªej dodatniej λ

}
wyposa»on¡ w norm¦

‖x‖ϕ := ‖x‖`ϕ = inf
{
λ > 0 :

∞∑
n=1

ϕ
( |xn|
λ

)
6 1
}
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nazywamy ci¡gow¡ przestrzeni¡ Orlicza. Dobrze wiadomo, »e przestrze« `ϕ jest o±rodkowa wtedy
i tylko wtedy, gdy ϕ speªnia warunek δ2 w zerze, a mianowicie

sup
0<t61

ϕ(2t)

ϕ(t)
<∞.

Zauwa»my, »e zachowanie funkcji ϕ poza s¡siedztwem zera nie ma znaczenia dla de�nicji `ϕ , wi¦c
mo»emy zaªo»y¢, »e ϕ speªnia warunek ∆2 :

ϕ ∈ (∆2), je»eli istnieje C > 0 takie, »e ϕ(2t) 6 Cϕ(t), t > 0.

Przypomnijmy, »e je»eli T : H → K jest operatorem zwartym pomi¦dzy przestrzeniami Hilberta,
to posiada reprezentacj¦ Schmidta, to znaczy T ma posta¢

T =
∞∑
n=1

τn 〈 · , en〉 fn,(O)

gdzie {en}∞n=1 jest ci¡giem ortonormalnym w H, ci¡g {fn}∞n=1 jest ci¡giem ortonormalnym w K oraz
τn = τn(T ) jest ci¡giem zbie»nym do zera speªniaj¡cym 0 6 τn+1 6 τn dla wszystkich n ∈ N. Je»eli
E jest ci¡gow¡ symetryczn¡ przestrzeni¡ Banacha na N, to klasa Schattena SE(H,K) skªada si¦ ze
wszystkich operatorów T : H → K posiadaj¡cych reprezentacj¦ Schmidta z {τn} ∈ E. Wiadomo, »e
SE(H,K) jest przestrzeni¡ Banacha wyposa»on¡ w norm¦

σE(T ) = ‖{τn(T )}‖E ,

która nie zale»y od konkretnej reprezentacji operatora T , a w szczególno±ci

σE(T ) = ‖{an(T )}‖E .

Dla ci¡gowej przestrzeni Orlicza E = `ϕ kªadziemy Sϕ = SE oraz σϕ = σE . Szczególnie wa»ny
jest wybór funkcji ϕ(t) = tp dla wszystkich t > 0, gdzie 1 6 p < ∞, który daje dobrze znan¡ klas¦
Schattena (Sp, σp). Jeste±my teraz gotowi zaprezentowa¢ jeden z gªównych rezultatów artykuªu [S3]:

Twierdzenie 2.79 ([S3, Theorem 2.3]). Niech ψ ∈ (Θ0) oraz niech ϕ(t) = ψ−1(t, 1)2 dla

wszystkich t > 0. Je»eli H oraz K s¡ dowolnymi przestrzeniami Hilberta, to nast¦puj¡ce stwierdzenia

s¡ prawdziwe:

(i) (Π2)ψ(H,K) ↪→ Sϕ(H,K) z oszacowaniem σϕ(T ) 6 (π2)ψ(T ).

(ii) Je»eli ϕ(1) = 1 oraz funkcja t 7→ ψ2(
√
t, 1) jest wkl¦sªa na przedziale [0, 1], to

Sϕ(H,K) ↪→ (Π2)ψ(H,K) z oszacowaniem (π2)ψ(T ) 6 σϕ(T ).

Zwró¢my uwag¦, »e rozszerzenia klas Schattena byªy badane w literaturze w ró»nych kontek-
stach (zobacz na przykªad [136]). Poni»szy wniosek pokazuje, »e ideaª (Π)ψ jest rozszerzeniem klasy
Schattena Sϕ :

Wniosek 2.80 ([S3, Corollary 2.1]). Niech ψ ∈ (Θ0) oraz niech ϕ(t) := ψ−1(t, 1)2 dla wszyst-

kich t > 0. Je»eli funkcja t 7→ ψ2(
√
t, 1) jest równowa»na funkcji wkl¦sªej w s¡siedztwie zera, to dla

dowolnych przestrzeni Hilberta H oraz K zachodzi nast¦puj¡cy wzór :

(Π2)ψ(H,K) = Sϕ(H,K).

Badali±my równie» ideaªy banachowskie operatorów (ϕ,ψ)-sumuj¡cych (to znaczy (`ϕ, `ψ)-sumuj¡cych),
generowane przez ci¡gowe przestrzenie Orlicza `ϕ oraz `ψ, dla których `ψ ↪→ `ϕ. Ideaª ten w przypadku
funkcji pot¦gowych pokrywa si¦ z dobrze znanym ideaªem operatorów (q, p)-sumowalnych, znajduj¡cym
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wiele gª¦bokich zastosowa« w ró»nych dziaªach analizy funkcjonalnej. Nadmie«my, »e ideaª banachow-
ski operatorów (q, 2)-sumuj¡cych odgrywa podstawow¡ rol¦ w teorii s-liczb oraz w analizie zachowania
warto±ci wªasnych operatorów Riesza na przestrzeniach Banacha (zobacz na przykªad [101, 136]).
Zaznaczmy, »e równie» Kühn oraz Mastyªo [105] badali liczby Weyla oraz warto±ci wªasne operato-
rów (E, 2)-sumuj¡cych. Pisier udowodniª w artykule [142] twierdzenie o faktoryzacji dla operatorów
(q, p)-sumuj¡cych na przestrzeniach C(K), gdzie 1 6 p < q < ∞. Zainspirowani przez idee ze wspo-
mnianej pracy udowodnili±my wariant twierdzenia faktoryzacyjnego Pisiera. Najpierw przedstawimy
nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢ dla operatorów (ϕ,ψ)-sumuj¡cych:

Twierdzenie 2.81 ([S3, Theorem 3.1]). Niech K b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a oraz

niech ϕ, ψ b¦d¡ funkcjami Orlicza takimi, »e ϕ ≺ ψ, ϕ speªnia warunek ∆2 oraz ψ jest znormalizo-

wana. Poni»sze stwierdzenia dotycz¡ce operatora T dziaªaj¡cego z C(K) do przestrzeni Banacha Y s¡

równowa»ne:

(i) Operator T jest (ϕ,ψ)-sumuj¡cy.

(ii) Istniej¡: borelowska miara probabilistyczna µ na K oraz staªa dodatnia D takie, »e

ϕ(‖Tf‖Y ) 6 D

∫
K
ψ(|f |) dµ,

dla ka»dego f ∈ C(K) with ‖f‖∞ 6 1.

Z powy»szego twierdzenia wynika równie» poni»sza równo±¢ ideaªów:

Twierdzenie 2.82 ([S3, Theorem 3.2]). Niech K b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a oraz

Y b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Je»eli funkcja Orlicza ϕ ∈ (∆2) oraz 1 6 p <∞ s¡ takie, »e ρ(s, t) :=

sϕ−1
(
tp/sp

)
∈ Φ, to

(Πp)ρ(C(K), Y ) = Πϕ,p(C(K), Y ).

Przedstawimy ko«cowy wynik o faktoryzacji operatorów (ϕ, p)-sumuj¡cych. Przypomnijmy de-
�nicj¦ górnego indeksu Matuszewskiej�Orlicza: Dla funkcji niemalej¡cej ρ : R+ → R+ oraz

ρ̄(t) := lim sup
s→0+

ρ(ts)

ρ(s)
,

górny index jest zadany przez

β0(ρ) := lim
t→∞

log ρ̄(t)

log t
.

Przypomnijmy, »e je»eli (Ω,Σ, µ) jest przestrzeni¡ miary oraz ψ : [0, µ(Ω))→ [0,∞) jest niema-
lej¡c¡ funkcj¡ wkl¦sª¡ z ψ(0) = 0, to symetryczna przestrze« Lorentza Λψ(µ) na (Ω,Σ, µ) skªada
si¦ z tych wszystkich funkcji f , dla których nierosn¡ce przestawienie f∗ : [0, µ(Ω)) → [0,∞] speªnia
warunek

‖f‖ψ :=

∫ µ(Ω)

0
f∗(t) dψ(t) <∞.

Twierdzenie 2.83 ([S3, Theorem 3.3]). Niech funkcja Orlicza ϕ ∈ (∆2), niech K b¦dzie zwart¡

przestrzeni¡ Hausdor�a oraz niech Y b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Rozwa»my nast¦puj¡ce stwierdzenia

dotycz¡ce operatora T : C(K)→ Y :

(i) Operator T jest (ϕ, 1)-sumuj¡cy.
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(ii) Istnieje borelowska miara probabilistyczna µ na K oraz zachodzi faktoryzacja:

T : C(K)
J−→ Λψ(µ)

S−→ Y,

gdzie J jest operatorem zanurzenia, oraz ψ = ϕ−1.

(iii) Je»eli `p ↪→ `ϕ z 1 < p <∞, to operator T jest (ϕ, p)-sumuj¡cy.

Wtedy stwierdzenia (i) oraz (ii) s¡ równowa»ne. Je»eli dodatkowo zaªo»ymy, »e p < β0(ϕ), to wszystkie

trzy stwierdzenia s¡ równowa»ne.

W przypadku funkcji ϕ(t) = t1/q z 1 6 p < q < ∞, uzyskali±my twierdzenie faktoryzacyjne
Pisiera [142], które stwierdza, »e operatory (q, p)-sumuj¡ce zde�niowane na C(K) faktoryzuj¡ si¦
poprzez przestrze« Lorentza Lq,1(µ) := Λψ(µ) (z ψ(t) = t1/q dla t > 0). Zauwa»my tutaj, »e w
przypadku gdy ϕ ∈ (∆2) równowa»no±¢ (i) ⇔ (ii) zostaªa wykazana przez Montgomery'ego-Smitha w
rozprawie [126].

Dla znormalizowanych funkcji Orlicza ϕ oraz ψ wprowadzili±my w artykule [S3] poj¦cie opera-
torów (ϕ,ψ)-wkl¦sªych, które uogólnia klasyczne poj¦cie operatorów (q, p)-wkl¦sªych (zobacz [56]). W
dalszej cz¦±ci przedstawimy zale»no±ci pomi¦dzy operatorami (ϕ,ψ)-sumuj¡cymi a (ϕ,ψ)-wkl¦sªymi.
Nasze wyniki pokazuj¡, »e niektóre klasyczne wyniki dla operatorów (q, p)-wkl¦sªych dziaªaj¡cych z
krat Banacha mo»na uogólni¢ na szersz¡ klas¦ uogólnionych operatorów wkl¦sªych:

Niech X b¦dzie krat¡ Banacha oraz ϕ b¦dzie znormalizowan¡ funkcj¡ Orlicza. Zgodnie z teori¡
rachunku funkcyjnego (w przypadku gdy ϕ(t) = tp dla wszystkich t > 0 zobacz [56, Section 16]) dla
danego podzbioru sko«czonego {x1, ..., xn} zbioru X de�niujemy

n∑
k=1

xkek
ϕ

:= sup
{ n∑
k=1

akxk : {ak}nk=1 ∈ B(`nϕ)′

}
.

Tutaj `nϕ, oraz odpowiednio (`nϕ)′, to przestrze« Rn wyposa»ona w norm¦

∥∥{xk}nk=1

∥∥
ϕ

:= inf
{
λ > 0 :

n∑
k=1

ϕ(|xk|/λ) 6 1
}
,

oraz odpowiednio∥∥{xk}nk=1

∥∥
(`nϕ)′

:= max
{ n∑
k=1

|xkyk| :
∥∥{yk}nk=1

∥∥
ϕ
6 1
}
.

W przypadku gdy 1 6 p < ∞ oraz ϕ(t) = tp dla wszystkich t > 0, to wtedy jak zwykle piszemy(∑n
k=1 |xk|p

)1/p zamiast
∑n

k=1 xkek ϕ
. Tak wi¦c

( n∑
k=1

|xk|p
)1/p

= sup
{ n∑
k=1

akxk : {ak}nk=1 ∈ B`np′
}
,

gdzie 1/p + 1/p′ = 1.

Od teraz b¦dziemy przyjmowa¢ zaªo»enie, »e ϕ oraz ψ s¡ znormalizowanymi funkcjami Orlicza.
Mówimy, »e operator T dziaªaj¡cy z kraty Banacha X do przestrzeni Banacha Y jest (ϕ,ψ)-wkl¦sªy,
je»eli istnieje staªa dodatnia C taka, »e dla ka»dego sko«czonego ci¡gu {xk}nk=1 z X zachodzi∥∥∥ n∑

k=1

‖Txk‖Y ek
∥∥∥
ϕ
6 C

∥∥∥∥ n∑
k=1

fkek
ψ

∥∥∥∥
X

.
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Symbolem Kϕ,ψ(T ) b¦dziemy oznacza¢ najmniejsz¡ staª¡ C speªniaj¡c¡ powy»sz¡ nierówno±¢. Je»eli
1 6 p < ∞ oraz ψ(t) = tp (odpowiednio ϕ(t) = tq oraz ψ(t) = tp dla wszystkich t > 0 z 1 6 q 6

p), to b¦dziemy mówi¢, »e T jest (ϕ, p)-wkl¦sªy (odpowiednio (q, p)-wkl¦sªy) oraz b¦dziemy pisa¢
Kϕ,p(T ) (odpowiednio Kq,p(T )). Tak jak zazwyczaj, operatory (q, q)-wkl¦sªe nazywamy q-wkl¦sªymi

oraz piszemy Kq(T ) zamiast Kq,q(T ).

�¡cz¡c nasze wyniki ze standardowymi technikami zastosowanymi do operatorów (q, p)-wkl¦sªych
(zobacz [56, strony 330�332]) wykazali±my, »e niektóre wyniki dla operatorów (q, p)-wkl¦sªych mo»na
uogólni¢. Wyniki te ukazuj¡ relacje pomi¦dzy operatorami (ϕ,ψ)-wkl¦sªymi a (ϕ,ψ)-sumuj¡cymi, dzia-
ªaj¡cymi z krat Banacha do przestrzeni Banacha:

Twierdzenie 2.84 ([S3, Theorem 4.1]). Niech X b¦dzie krat¡ Banacha oraz niech Y b¦dzie

przestrzeni¡ Banacha. Zaªó»my, »e ψ,ϕ s¡ takimi funkcjami, »e ϕ ≺ ψ. Operator T : X → Y jest

(ϕ,ψ)-wkl¦sªy ze staª¡ Kϕ,ψ(T ) 6 C wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej zwartej przestrzeni Hausdor�a

K oraz ka»dego dodatniego operatora S : C(K)→ X, zªo»enie

TS : C(K)→ Y jest operatorem (ϕ,ψ)-sumuj¡cym z πϕ,ψ(TS) 6 C‖S‖.

Wniosek 2.85 ([S3, Corollary 4.1]). Niech 1 6 p < β0(ϕ) < ∞. Operator dziaªaj¡cy z prze-

strzeni Banacha do przestrzeni Banacha jest (ϕ, p)-wkl¦sªy wtedy i tylko wtedy, gdy jest (ϕ, 1)-wkl¦sªy.

Oznaczmy przez {rn} ci¡g funkcji Rademachera na przedziale [0, 1] :

Wniosek 2.86 ([S3, Corollary 4.2]). Niech ϕ b¦dzie tak¡ funkcj¡ Orlicza, »e 2 < β0(ϕ) < ∞.

Poni»sze stwierdzenia dotycz¡ce operatora T dziaªaj¡cego z kraty Banacha X do przestrzeni Banacha

Y s¡ równowa»ne:

(i) Operator T jest (ϕ, 1)-sumuj¡cy.

(ii) Operator T jest (ϕ, p)-sumuj¡cy dla pewnego (a nast¦pnie dla ka»dego) 1 6 p < β0(ϕ).

(iii) Istnieje taka staªa dodatnia C, »e dla ka»dego sko«czonego zbioru {x1, ..., xn} z przestrzeni X∥∥∥ n∑
k=1

‖Txk‖Y ek
∥∥∥
ϕ
6 C

(∫ 1

0

∥∥∥ n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥2

X
dt
)1/2

.

2.8. Wieloliniowa interpolacja pomi¦dzy przestrzeniami quasi-Banacha

W przeªomowym artykule [18] z 1964 roku Calderón udowodniª (pierwsze) twierdzenie o inter-
polacji operatorów wieloliniowych dla metody zespolonej:

Zaªó»my, »e ~A = (A0, A1), ~B = (B0, B1) oraz ~C = (C0, C1) s¡ parami Banacha. Ponadto
zaªó»my, »e T jest operatorem dwuliniowym zde�niowanym na (A0 +A1)×(B0 +B1) odwzorowuj¡cym
ten produkt w C0×C1 w taki sposób, »e T jest ci¡gªym odwzorowaniem zarówno z produktu A0×B0

w przestrze« C0, jak i z produktu A1 × B1 w przestrze« C1. Mówimy wówczas, »e operator T jest
ograniczony z ~A× ~B w ~C. Dla metody zespolonej otrzymujemy, »e T odwzorowuje [A0, A1]θ×[B0, B1]θ

w [C0, C1]θ, θ ∈ (0, 1), gdzie

‖T‖[ ~A]θ×[ ~B]θ→[ ~C]θ
6 ‖T‖1−θA0×B0→C0

‖T‖θA1×B1→C1

(zobacz tak»e Bergh oraz J. Löfström [12, Theorem 4.4.1]). W konsekwencji metoda zespolona inter-
poluje algebry Banacha.
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Wiadomo jednak, »e w przypadku operatorów wieloliniowych metoda rzeczywista nie zachowuje
si¦ tak dobrze jak metoda zespolona. Lions oraz Peetre [110] (dla przypadku par uporz¡dkowanych)
oraz Zafran [160] (dla przypadku ogólnego) udowodnili, »e przy powy»szych zaªo»eniach otrzymujemy
jedynie mniej precyzyjny wynik mówi¡cy, »e T odwzorowuje produkt (A0, A1)◦θ,q0 × (B0, B1)◦θ,q1 w
przestrze« (C0, C1)◦θ,q dla θ ∈ (0, 1) oraz q, q0, q1 ∈ [1,∞] z nast¦puj¡cym oszacowaniem

‖T‖ ~A◦θ,q0× ~B◦θ,q0→ ~C◦θ,q0
6 ‖T‖1−θA0×B0→C0

‖T‖θA1×B1→C1
,

pod warunkiem

1/q 6 1/q0 + 1/q1 − 1.(1/∗)

(zobacz tak»e Bergh oraz Löfström [12, Exercise 3.13.5]). Poni»szy przykªad Jansona [88] pokazuje, »e
Warunku (1/∗) nie mo»na jednak poprawi¢:

Przykªad Jansona. Niech

A0 = B0 = C0 = `1(N0) oraz A1 = B1 = C1 =
{
{an}∞n=0 :

∞∑
n=0

2n |an| <∞
}
,

oraz niech T b¦dzie splotem ci¡gów. Wówczas

(A0, A1)θ,q =
{
{an}∞n=0 :

{
2θn
}∞
n=0
∈ `q(N0)

}
, q ∈ [1,∞]

oraz hipoteza, »e T odwzorowuje (A0, A1)◦θ,q0 × (B0, B1)◦θ,q1 w (C0, C1)◦θ,q jest równowa»na zanurzeniu
`q0 ∗ `q1 ⊂ `q, które z kolei jest równowa»ne (1/∗).

Nadmie«my tutaj, »e Janson badaª ogólne warunki, które umo»liwiaj¡ osªabienie Warunku (1/∗).
W 2000 roku Mastyªo [117] udowodniª twierdzenia interpolacyjne dla wieloliniowych dodatnich ope-
ratorów pomi¦dzy przestrzeniami Calderóna��ozanowskiego: Je»eli T jest operatorem dodatnim oraz

ϕ(1, s)ϕ(1, t) 6 ϕ(1, st), s, t > 0,

to wówczas T odwzorowuje produkt ϕ(A0, A1)×ϕ(B0, B1) w ϕ(C0, C1). Mastyªo zastosowaª uzyskane
wyniki interpolacyjne do badania operatorów wieloliniowych dziaªaj¡cych z iloczynu pewnych prze-
strzeni interpolowanych metod¡ orbit do przestrzeni interpolacyjnych metody rzeczywistej.

W 2010 roku Cobos oraz Fernández-Cabrera [33] pokazali, »e abstrakcyjna metoda rzeczywista z
parametrem E interpoluje algebry Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dwuliniowa interpolacja.
Otrzymany wynik potwierdza, »e ka»dy ograniczony operator dwuliniowy T z produktu ~A× ~B w par¦
~C jest równie» ograniczonym operatorem dwuliniowym jako odwzorowanie z produktu (A0, A1)E;J ×
(B0, B1)E;J w przestrze« (C0, C1)E;K .

W badaniach nad wieloma problemami pojawiaj¡cymi si¦ w ró»nych obszarach analizy, istotne
jest posiadanie wiedzy, czy operatory dwuliniowe s¡ ograniczone pomi¦dzy pewnymi przestrzeniami
quasi-Banacha. W 2001 roku Grafakos oraz Kalton w artykule [80] udowodnili wieloliniow¡ wersj¦
twierdzenia interpolacyjnego Boyda dla symetrycznych przestrzeni quasi-Banacha. W 2006 roku Ma-
styªo oraz Grafakos w artykule [81] badali interpolacj¦ operatorów dwuliniowych pomi¦dzy przestrze-
niami quasi-Banacha metod¡ ±rednich.

Nale»y podkre±li¢, »e ogólnie metody interpolacji stosowane w przypadku przestrzeni Banacha
nie maj¡ zastosowania do przestrzeni quasi-Banacha. Gªównym powodem jest to, »e podej±cie oparte
na dualno±ci nie ma tu zastosowania, poniewa» przestrze« ci¡gªych funkcjonaªów liniowych mo»e by¢
trywialna i to samo mo»e dotyczy¢ przestrzeni ci¡gªych operatorów liniowych pomi¦dzy przestrzeniami
z szerokiej klasy przestrzeni quasi-Banacha.
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Motywacj¡ do stworzenia w artykule [S4] nowych, abstrakcyjnych twierdze« interpolacyjnych
dla m-liniowych odwzorowa« pomi¦dzy przestrzeniami quasi-Banacha byªy zastosowania w analizie
harmonicznej. Opieraj¡c si¦ na ideach z teorii operatorów pomi¦dzy przestrzeniami Banacha u»yli-
±my minimalnych i maksymalnych metod interpolacyjnych zde�niowanych na odpowiednich klasach
przestrzeni quasi-Banacha:

Niech ~A oraz ~B b¦d¡ parami quasi-Banacha. Zgodnie z Aronszajnem oraz Gagliardo [8], orbit¡
elementu a ∈ A0 +A1 w parze ~B jest przestrze« quasi-Banacha

O ~A(a, ~B) := {Ta : T ∈ L( ~A, ~B)}

wyposa»ona w quasi norm¦

‖b‖ := inf
{
‖T‖ ~A→ ~B : Ta = b

}
.

Przy zaªo»eniu, »e przestrze« dualna do (A0 + A1) jest totalna otrzymujemy, »e przekrój B0 ∩ B1 ↪→
O ~A(a, ~B) oraz ~B 7→ O ~A(a, ~B) jest dokªadnym funktorem interpolacyjnym.

Ustalmy 0 < p 6 1. Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ quasi-Banacha tak¡, »e przestrze« dualna
do A0 + A1 jest totalna oraz niech A b¦dzie przestrzeni¡ po±redni¡ wzgl¦dem pary ~A. Przestrzeni¡
p-orbity interpolacyjnej GA~A,p

( ~B) dla dowolnej pary quasi-Banacha ~B = (B0, B1) b¦dziemy nazywa¢
przestrze« tych wszystkich b ∈ B0 +B1, dla których

b =
∞∑
n=1

Tnan (zbie»no±¢ w B0 +B1),

gdzie Tn ∈ L( ~A, ~B), an ∈ A oraz
∑∞

n=1

(
‖Tn‖ ~A→ ~B‖an‖A

)p
<∞. Niech

‖b‖GA
~A,p

:= inf
( ∞∑
n=1

(‖Tn‖ ~A→ ~B‖an‖A)p
)1/p

,

gdzie in�mum przebiega po wszystkich reprezentacjach elementu b zde�niowanych powy»ej. Je»eli ~B
jest par¡ p-Banacha, to wówczas GA~A,p(

~B) jest przestrzeni¡ p-Banacha, po±redni¡ wzgl¦dem pary ~B.
Ponadto mamy

GA~A,p(
~B) ↪→ F( ~B)

dla dowolnego funktora interpolacyjnego F takiego, »e F( ~B) jest przestrzeni¡ p-unormowan¡ oraz
A ↪→ F( ~A) (zobacz [118, Proposition 2.1]). Funktor interpolacyjny ~B 7→ GA~A,p

( ~B) jest minimalny w

sensie Aronszajna oraz Gagliardo [8].

Zaªó»my, »e mamy par¦ quasi-Banacha ~B oraz przestrze« po±redni¡ quasi-Banacha B wzgl¦dem
pary ~B. Zgodnie z [8] dla dowolnej pary Banacha ~A de�niujemy przestrze« HB

~B
( ~A) tych wszystkich

a ∈ A0 +A1 takich, »e

sup
{
‖Tx‖B : ‖T‖ ~A→ ~B 6 1

}
<∞.

Przestrze« HB
~B

( ~A) jest wyposa»ona w quasi-norm¦

‖a‖HB
~B

( ~A) := sup
{
‖Ta‖B : ‖T‖ ~A→ ~B 6 1

}
.

Zauwa»my, »e gdy F jest metod¡ interpolacyjn¡, to wówczas F( ~A) ↪→ HB
~B

( ~A) dla dowolnej pary quasi-

Banacha pod warunkiem, »e F( ~B) ↪→ B. Zatem zgodnie z Aronszajnem oraz Gagliardo [8] funktor
interpolacyjny HB

~B
jest maksymalny.
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Dla ka»dego m ∈ N produkt
m∏
i=1

Xi = X1 × · · · ×Xm

przestrzeni quasi-Banacha jest wyposa»ony w quasi-norm¦ ‖(x1, . . . , xm)‖ = max16i6m ‖xi‖Xi . Sym-
bolem Lm(X1 × · · · ×Xm, Y ) b¦dziemy oznaczali przestrze« quasi-Banacha wszystkich ograniczonych
m-liniowych operatorów zde�niowanych na X1 × · · · ×Xm o warto±ciach w przestrzeni quasi-Banacha
Y , wyposa»on¡ w quasi-norm¦

‖T‖ := sup
{
‖T (x1, . . . , xm)‖Y : ‖x1‖X1 6 1, . . . , ‖xm‖Xm 6 1

}
.

Niech ~Y = (Y0, Y1) oraz ~Xi = (Xi
0, X

i
1), 1 6 i 6 m b¦d¡ parami quasi-Banacha. Je»eli zaw¦»enie

operatora

T ∈ Lm
( m∏
i=1

(Xi
0 +Xi

1), Y0 + Y1

)
jest operatorem ograniczonym z X1

j × · · · ×Xm
j do Yj dla j = 0, 1, to wówczas b¦dziemy pisa¢

T ∈ Lm
( m∏
i=1

~Xi, ~Y
)
.

Zaªó»my, »e przestrzenie quasi-Banacha Xi s¡ po±rednie wzgl¦dem pary ~Xi dla 1 6 i 6 m oraz
zaªó»my, »e przestrze« quasi-Banacha Y jest po±rednia wzgl¦dem pary ~Y . Je»eli istnieje staªa dodatnia
C taka, »e

T ∈ Lm
( m∏
i=1

~Xi, ~Y
)
,

oraz zaw¦»enie T jest operatorem ograniczonym z X1 × · · · × Xm do Y dla ‖T‖ 6 C, to wówczas
X1, . . . , Xm oraz Y nazywamy przestrzeniami C-interpolacji wieloliniowej wzgl¦dem ( ~X1, . . . , ~Xm)

oraz ~Y (piszemy w skrócie (X1, . . . , Xm;Y ) ∈MintC( ~X1, . . . , ~Xm; ~Y )).

Pierwszy wynik pokazuje, »e interpolacja operatorów wieloliniowych z produktów przestrzeni ge-
nerowanych za pomoc¡ minimalnych metod interpolacyjnych do przestrzeni generowanych za pomoc¡
maksymalnych metod interpolacyjnych, pomi¦dzy parami zgodnych p-unormowanych przestrzeni Ba-
nacha (w skrócie parami p-Banacha), jest dziedziczna z produktów par przestrzeni generuj¡cych te
metody interpolacyjne:

Twierdzenie 2.87 ([S4, Theorem 2.1]). Niech GAi~Ai,p
b¦dzie p-orbit¡ interpolacyjn¡ dla ka»dego

1 6 i 6 m oraz niech HB
~B
b¦dzie maksymaln¡ metod¡ interpolacji. Zaªó»my, »e

(A1, . . . , Am;B) ∈MintC( ~A1, . . . , ~Am; ~B),

wówczas dla wszystkich par p-Banacha ~X1,. . . , ~Xm oraz dla wszystkich par quasi-Banacha ~Y , otrzymu-

jemy (
GA1
~A1,p

( ~X1), . . . , GAm~Am,p
( ~Xm);HB

~B
(~Y )
)
∈MintC( ~X1, . . . , ~Xm; ~Y ).

Niech 0 < p 6 1. Zgodnie z de�nicj¡ podan¡ przez Nilssona [127] przestrze« quasi-Banacha E
nazywamy (p, J)-nietrywialn¡, je»eli

E ↪→ `p + `p(2
−n).
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Niech przestrze« E b¦dzie (1, J)-nietrywialn¡ krat¡ quasi-Banacha. Dla ka»dej pary quasi-Banacha
(X0, X1) mo»emy równie» zde�niowa¢ przestrze« quasi-Banacha ~XE;J wyposa»on¡ w quasi-norm¦.
Powy»szy wynik zastosowali±my do abstrakcyjnej rzeczywistej metody interpolacji:

Twierdzenie 2.88 ([S4, Theorem 2.2]). Dla ka»dego 1 6 i 6 m niech ~Xi b¦d¡ parami p-

Banacha oraz niech ~XEi;J b¦d¡ J-przestrzeniami generowanymi przez kraty quasi-Banacha na Z, po-
±rednimi wzgl¦dem pary

~̀
p :=

(
`p, `p(2

−n)
)
.

Ponadto niech HB
~B
b¦dzie maksymaln¡ metod¡ interpolacyjn¡. Zaªó»my, »e

(E1, . . . , Em;B) ∈MintC(~̀p, . . . , ~̀p; ~B).

Wówczas dla ka»dej pary quasi-Banacha ~Y otrzymujemy(
~XE1;J , . . . , ~XEm;J ;HB

~B
(~Y )
)
∈MintC( ~X1, . . . , ~Xm; ~Y ).

De�niujemy (Φ0) jako podzbiór wszystkich ϕ ∈ (Φ) (zobacz na stronie 91) takich, »e ϕ(1, t)→ 0

oraz ϕ(t, 1)→ 0, gdy t→ 0+. Rozwa»my par¦ Banacha

~̀∞ :=
(
`∞, `∞(2−n)

)
ci¡gów na Z. W przypadku gdy ϕ ∈ (Φ0), to wówczas aϕ ∈ `∞ + `∞(2−n). Dla wszystkich ϕ ∈ (Φ0)

oraz dla wszystkich par quasi-Banacha ~B, oznaczamy przez ϕ`( ~B) przestrze« interpolacyjn¡ orbity
O~̀∞(aϕ, ~B).

Odnotujmy, »e w artykule [S4] pokazano, i» dla wszystkich ϕ ∈ (Φ) nast¦puj¡ce ci¡gªe zanurze-
nia zachodz¡ dla szerokiej klasy C par krat quasi-Banacha (E0, E1),

ϕ(E0, E1) ↪→ ϕ`(E0, E1) ↪→ ϕ(E0, E1)c,

gdzie ϕ(E0, E1) jest przestrzeni¡ Calderóna��ozanowskiego (zobacz na stronie 93) oraz ϕ`(E0, E1)c

jest dopeªnieniem Gagliardo ϕ(E0, E1) wzgl¦dem E0 +E1. Klasa C zawiera wszystkie p-wypukªe kraty
quasi-Banacha z 1 6 p <∞. Przedstawimy teraz twierdzenie o interpolacji wieloliniowych operatorów
na przestrzeniach Calderóna��ozanowskiego pomi¦dzy przestrzeniami Lp, gdzie 0 < p 6 1 :

Twierdzenie 2.89 ([S4, Theorem 3.2]). Niech Lp0(w0i) oraz L
p1(w1i), gdzie p0, p1 ∈ (0, 1] b¦d¡

przestrzeniami wagowymi nad przestrzeniami miar (Ωi, µi) dla 1 6 i 6 m oraz niech (Y0, Y1) b¦dzie

par¡ przestrzeni quasi-Banacha tak¡, »e Y0 jest przestrzeni¡ p0-unormowan¡ oraz Y1 jest przestrzeni¡

p1-unormowan¡. Zaªó»my, »e dla pewnych ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ∈ (Φ) istnieje staªa dodatnia C taka, »e

ϕ(1, t1 · · · tm) 6 Cϕ1(1, t1) · · ·ϕm(1, tm)

dla wszystkich t1, . . . , tm > 0. Wówczas ka»dy operator z przestrzeni

Lm

((
Lp0(µ1), Lp1(µ1)

)
× · · · ×

(
Lp0(µm), Lp1(µm)

)
, (Y0, Y1)

)
nale»y do

Lm

(
ϕ1

(
Lp0(µ1), Lp1(µ1)

)
× · · · × ϕm

(
Lp0(µm), Lp1(µm)

)
, ϕ`(Y0, Y1)

)
.

Przedstawimy teraz zastosowania Twierdzenia 2.89 do przestrzeni quasi-Banacha Orlicza. Na
pocz¡tku przypomnijmy, »e je»eli ψ jest funkcj¡ Orlicza, to wówczas przestrze« Orlicza Lψ nad dan¡
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przestrzeni¡ miary (Ω, µ) de�niujemy jako podprzestrze« L0(µ) zawieraj¡c¡ wszystkie funkcje f ∈
L0(µ) takie, »e dla pewnego λ > 0 mamy

∫
Ω ψ(λ|f |) dµ <∞. Oznaczmy

‖f‖ψ = inf
{
λ > 0 :

∫
Ω
ψ
( |f |
λ

)
dµ 6 1

}
.

Je»eli istnieje staªa dodatnia C taka, »e ψ(t/C) 6 ψ(t)/2 dla ka»dego t > 0, to wówczas

‖f + g‖ψ 6 C(‖f‖ψ + ‖g‖ψ), f, g ∈ Lψ ,

a zatem Lψ jest przestrzeni¡ quasi-Banacha. W dalszej cz¦±ci b¦dziemy rozwa»a¢ tylko przestrzenie
Orlicza Lψ generowane przez funkcje Orlicza ψ speªniaj¡ce powy»sz¡ nierówno±¢.

Wiadomo, »e (zobacz [127], [133, strony 460-461]) dla ka»dej funkcji ϕ ∈ (Φ) oraz dla ka»dej
pary

(
(Lp0(w0), (Lp1(w1)

)
na przestrzeni miary (Ω, µ), gdy 0 < p0, p1 6∞ mamy

ϕ
(
(Lp0(w0), (Lp1(w1)

)
= LM

z równowa»no±ci¡ quasi-norm, gdzie LM jest uogólnion¡ przestrzeni¡ Orlicza generowan¡ przez funkcj¦

M(u, t) = ψ
(
(w1(t)

1/p0w0(t)−
1/p1)qu

)
(w0(t)/w1(t))q

dla wszystkich u > 0 oraz t ∈ Ω. W tym przypadku 1/q = 1/p0 − 1/p1 oraz ψ jest funkcj¡ Orlicza dan¡
wzorem ψ−1(t) = ϕ(t1/p0 , t1/p1) dla wszystkich t > 0. Przestrze« LM jest wyposa»ona w quasi-norm¦

‖f‖ = inf
{
λ > 0 :

∫
Ω
M
( |f(t)|

λ
, t
)
dµ 6 1

}
.

W szczególno±ci otrzymujemy, »e

ϕ(Lp0 , Lp1) = Lψ oraz ϕ
(
Lp(w0), Lp(w1)

)
= Lp(ϕ∗(w0, w1)).

Poni»ej przedstawimy �nalne wyniki dotycz¡ce interpolacji operatorów wieloliniowych pomi¦dzy prze-
strzeniami Orlicza:

Twierdzenie 2.90 ([S4, Theorem 3.3]). Niech Lψ(ν) oraz Lψi(µi) dla 1 6 i 6 m b¦d¡ prze-

strzeniami Orlicza. Zaªó»my, »e istnieje staªa C oraz 0 < p0 < p1 6 1 takie, »e

ψ(t1 · · · tm) > Cψ1(t1) · · ·ψm(tm), t1, . . . , tm > 0.

Ponadto zaªó»my, »e funkcje

t 7→ ψ(t)/tp0 , t 7→ ψi(t)/tp0 s¡ niemalej¡ce oraz

t 7→ ψ(t)/tp1 , t 7→ ψi(t)/tp1 s¡ nierosn¡ce, 1 6 i 6 m.

Wówczas dla ka»dego operatora

T ∈ Lm
(

(Lp0(µ1), Lp1(µ1)
)
× · · · ×

(
Lp0(µm), Lp1(µm)

)
,
(
Lp0(ν), Lp1(ν)

))
otrzymujemy, »e

T ∈ Lm
(
Lψ1(µ1)× · · · × Lψm(µm), Lψ(ν)

)
.
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2.9. Nierówno±ci wielomianowe Kahane'a-Salema-Zygmunda

oraz losowe procesy Rademachera

W tym rozdziale zaprezentujemy nowe abstrakcyjne nierówno±ci dla warto±ci oczekiwanej normy
supremalnej jednorodnych wielomianów Bernoulliego na kuli jednostkowej przestrzeni Banacha. Roz-
wój tego typu oszacowa« zostaª zainspirowany klasyczn¡ nierówno±ci¡ Kahane'a�Salema�Zygmunda
oraz jej wielowymiarowymi rozszerzeniami. Nierówno±ci dotycz¡ce losowych wielomianów jednorodnych
zostaªy u»yte w badaniach dotycz¡cych mi¦dzy innymi funkcji boolowskich [131], wielowymiarowego
promienia Bohra [13, 14], nierówno±ci Bohnenblusta�Hillego, bezwarunkowo±ci w przestrzeniach wielo-
mianów jednorodnych na przestrzeniach Banacha oraz wspóªczesnej teorii szeregów Dirichleta [50, 51].

Przypomnijmy sªynn¡ nierówno±¢ Kahane'a�Salema�Zygmunda [91] dla warto±ci oczekiwanej:
Dla wszystkich m, n ∈ N oraz dla ka»dego wielomianu P (z) =

∑
α∈Nn0

cαz
α na Cn zachodzi∫

Ω
sup
z∈Dn

∣∣∣ ∑
|α|=m

εα(ω)cαz
α
∣∣∣ dP(ω) 6 C

(
n logm

∑
|α|=m

|cα|2
)1/2

,

gdzie C jet staª¡ dodatni¡, niezale»n¡ zarówno od m jak i od n. Ponadto niech {εα}|α|=m b¦dzie
rodzin¡ niezale»nych zmiennych Bernoulliego na przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P). Polidysk Dn

jest n-wymiarowym produktem kartezja«skim dysków D w Cn. Ponadto α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 oraz
z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, gdzie zα := zα1

1 · · · zαnn oznacza α-ty jednomian oraz |α| := α1 + . . .+ αn.

Zauwa»my, »e powy»sza nierówno±¢ gwarantuje istnienie wielomianów losowych z maª¡ norm¡
supremaln¡ na n-wymiarowym polidysku Dn. Jest to znany wynik Kahane'a�Salema�Zygmunda (zo-
bacz [91, Theorem 4, Chapter 6]). Mówi on, »e dla ka»dej liczby naturalnej m oraz n, istnieje taki
wybór znaków {εα}|α|=m, εα = ±1, »e

sup
z∈Dn

∣∣∣ ∑
|α|=m

εαz
α
∣∣∣ 6 Cn

m+1/2
√

logm,

gdzie C jest dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡, która nie zale»y zarówno od m, jak i od n.

W ostatnich latach uzyskano wiele ró»nych typów rozszerze« nierówno±ci Kahane'a�Salema�
Zygmunda [9, 13, 50, 51], gdzie supremum przebiegaªo przez ró»ne dziedziny Reinharda R ⊂ Cn

(na przykªad kula jednostkowa B`np przestrzeni Banacha `np , 1 6 p < ∞) zamiast jednostkowego
polidysku B`∞n = Dn. Bayart [9] w swoim znakomitym artykule udowodniª oparty na skali przestrzeni `p
wariant nierówno±ci Kahane'a�Salema�Zygmunda. W dowodzie u»yª dwóch ró»nych metod. Pierwsza
metoda jest oparta na nierówno±ciach Chinczyna dla procesów Rademachera, natomiast druga na
kontrolowaniu przyrostów procesu Rademachera w przestrzeni Orlicza przy u»yciu metrycznej entropii.

Gªównym celem w artykule [S5] byªo znalezienie ogólnych oszacowa« dla warto±ci oczekiwanej
normy supremalnej jednorodnych wielomianów Bernoulliego na kuli jednostkowej przestrzeni Banacha.
Stosowane przez nas narz¦dzia opieraj¡ si¦ gªównie na metodach z procesów stochastycznych i teo-
rii interpolacji. Kluczow¡ kwesti¡ jest kontrolowanie przyrostów procesu Rademachera w przestrzeni
Orlicza za pomoc¡ caªek entropijnych.

Przypomnijmy poj¦cie funkcji (metrycznej) entropii Nε(T, d) (zobacz na stronie 18) zwi¡zane
z pseudo-metryk¡ d na zbiorze T dla ε > 0. Nε(T, d) jest najmniejsz¡ liczb¡ otwartych kul o promieniu ε
w pseudo-metryce d potrzebnych by pokry¢ zbiór T . Niech Φ b¦dzie funkcj¡ Younga na R+ := [0,∞),
to znaczy Φ: R+ → R+ jest wypukª¡ funkcj¡ rosn¡c¡ tak¡, »e Φ(0+) = 0 oraz limt→∞Φ(t) =∞.Caªk¦
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entropijn¡ z (T, d) wzgl¦dem Φ de�niujemy nast¦puj¡co

JΦ(T, d) =

∫ ∆(T )

0
Φ−1

(
Nε(T, d)

)
dε,

gdzie ∆(T ) = sups,t∈T d(s, t) oznacza ±rednic¦ zbioru T .

Podobnie jak w artykule [9] u»yli±my twierdzenia Pisiera � abstrakcyjnej wersji caªkowej
majoranty entropijnej Dudleya � jako jednej z metod dowodowych. Jest to podstawowy wynik,
który ma fundamentalne znaczenie w badaniach regularno±ci procesów stochastycznych. Mówi on,
»e (zobacz [106, p. 300]) je»eli (Xt)t∈T jest procesem stochastycznym o ograniczonych przyrostach w
LΦ = LΦ(P), to znaczy

‖Xs −Xt‖LΦ
6 d(s, t), s, t ∈ T,

to wówczas

E
(

sup
s,t∈T

|Xs −Xt|
)
6 8JΦ(T, d),

gdzie LΦ(P) jest przestrzeni¡ Orlicza na przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P).

Ci¡gow¡ przestrzeni¡ Banacha b¦dziemy nazywa¢ krat¦ Banacha na N, która zawiera ci¡g x o
no±niku suppx = N. Niech {ek} b¦dzie standardow¡ baz¡ wektorów jednostkowych w c0. Dla ci¡go-
wej przestrzeni Banacha E symbolem En oznaczamy przestrze« rozpi¦t¡ na pierwszych n wektorach
jednostkowych z bazy {ek}, wyposa»on¡ w norm¦ indukowan¡ z E.

Dla ka»dego m, n ∈ N de�niujemy nast¦puj¡ce zbiory indeksów:

M(m,n) =
{
j = (j1, . . . , jm) : 1 6 j1, . . . , jm 6 n

}
= {1, . . . , n}m,

J (m,n) =
{
j = (j1, . . . , jm) ∈M(m,n) : 1 6 j1 6 j2 6 . . . 6 jm 6 n

}
,

Λ(m,n) =
{
α ∈ Nn0 : |α| = α1 + . . .+ αn = m

}
.

Dla i = (i1, . . . , im), j = (j1, . . . , jm) wM(m,n) oznaczamy i ∼ j, ilekro¢ istnieje permutacja σ zbioru
{1, . . . ,m} taka, »e (i1, . . . , im) = (jσ(1), . . . , jσ(m)). Oznaczmy przez [i] klas¦ równowa»no±ci i oraz
poªó»my |[i]| := card[i]. Zwró¢my uwag¦, »e pomi¦dzy zbiorami J (m,n) oraz Λ(m,n) istnieje bijekcja.

W dalszym ci¡gu CM(m,n),s oznacza wszystkie {ai} ∈ CM(m,n), dla których ai = aj, ilekro¢
j ∈ [i]. Ponadto dla ci¡gowej przestrzeni Banacha F

(
M(m,n)

)
oznaczmy przez F s

(
M(m,n)

)
pod-

przestrze« CM(m,n),s ⊂ F
(
M(m,n)

)
. Odwzorowanie

�m,n : (Cn)m → CM(m,n)

de�niujemy nast¦puj¡cym wzorem

�m,n
(
{x(1)

j1
}nj1=1, . . . , {x

(m)
jm
}njm=1

)
:=
{
x

(1)
j1
· · ·x(m)

jm

}
(j1,...,jm)∈M(m,n)

dla ka»dego {x(k)
jk
}njk=1 ∈ Cn.

Dla ka»dego sko«czonego podzbioru {x∗1, . . . , x∗n} przestrzeni dualnej X∗ do przestrzeni Bana-
cha X oraz dla ka»dego j = (j1, . . . , jm) ∈ M(m,n), wielomian m-jednorodny x∗j : X → C jest
zde�niowany wzorem

x∗j (x) = x∗j1(x) · · ·x∗jm(x), x ∈ X.

Zauwa»my, »e z relacji i ∼ j wynika, »e dla ka»dego i, j ∈M(m,n) zachodzi x∗i = x∗j .
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Wprowadzaj¡c w artykule [S5] nowe poj¦cie byli±my motywowani sªynnym wynikiem Bayarta [9,
Theorem 4.1]:

Dla funkcji Younga Φ oraz liczb naturalnych m > 2 oraz n > 1 mówimy, »e ci¡gowe przestrzenie
Banacha E = E(N) oraz F = F

(
J (m,n)

)
s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalne ze staª¡

C(m), je»eli dla ka»dej przestrzeni Banacha X, dla ka»dej n-krotki funkcjonaªów {x∗k}nk=1 w przestrzeni
dualnej X∗, dla ka»dej rodziny {εj}j∈J (m,n) niezale»nych zmiennych losowych Bernoulliego na beza-
tomowej przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P) oraz dla ka»dego ci¡gu liczb zespolonych {cj}j∈J (m,n)

zachodzi ∫
Ω

sup
z∈BX

∣∣∣ ∑
j∈J (m,n)

εj(ω) cj x
∗
j (z)

∣∣∣ dP(ω)

6 C(m)
∥∥{cj}j∈J (m,n)

∥∥
F

sup
z∈BX

∥∥∥ n∑
k=1

x∗k(z)ek

∥∥∥m−1

E
JΦ(BX , d),

gdzie d jest pseudo-metryk¡ na BX dan¡ przez

d(z, w) =
∥∥∥ n∑
k=1

(
x∗k(z)− x∗k(w)

)
ek

∥∥∥
E
, (z, w) ∈ BX ×BX .

Pierwsze twierdzenie pokazuje, »e przy ogólnych zaªo»eniach pewne ci¡gowe przestrzenie Bana-
cha s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalne. W szczególno±ci powy»sze warunki s¡ speªnione dla
przestrzeni generowanych abstrakcyjnymi metodami interpolacyjnymi:

Twierdzenie 2.91 ([S5, Theorem 6]). Niech funktor interpolacyjny F b¦dzie dokªadny, dodatni

oraz ograniczony jako funktor kratowy. Zaªó»my, »e funkcja charakterystyczna λF funktora F speªnia

nast¦puj¡ce warunki

λF (1, t)→ 0 przy t→ 0+ oraz λF (1, t)→∞ przy t→∞.

Je»eli dla ka»dych J := J (m,n) orazM :=M(m,n), gdzie m > 2 oraz n > 1 s¡ speªnione nast¦puj¡ce

warunki :

(i) Istnieje waga w = {wj}j∈J taka, »e∥∥id : F
(
`1(w0), `2(w1)

)
→ F

(
`1(J ), `2(J )

)
(w)
∥∥ 6 C1(m),

gdzie para
(
`1(w0), `2(w1)

)
jest par¡ przestrzeni Banacha na J z w0 = {|[j]|}, w1 =

{√
|[j]|
}
.

(ii)
∥∥�m,n : (En)m → F

(
`1(M), `2(M)

)∥∥ 6 C2(m).

Wtedy E(N) = F
(
`1(N), `2(N)

)
oraz F (J ) = `∞(1/w) s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalnymi

przestrzeniami Banacha ze staª¡ C(m) 6 mKC1(m)C2(m), gdzie K jest pewn¡ uniwersaln¡ staª¡ oraz

Φ(t) = eΨ(t) − 1 dla wszystkich t > 0, oraz Ψ jest funkcj¡ Orlicza tak¡, »e Ψ−1(t) � λ∗F (1,
√
t).

Podzbiór zbioru (Φ) (zobacz na stronie 91) zawieraj¡cy funkcje wkl¦sªe oznaczmy przez (Θ).
Zauwa»my, »e dla ka»dego ϕ ∈ (Φ) funkcja ρ : R+ → R+ zadana przez ρ(t) := ϕ(1, t) dla wszystkich t >
0 jest quasi-wkl¦sªa. Poni»szy wynik pokazuje, »e dokªadny, dodatni funktor interpolacyjny generowany
przez konstrukcj¦ Calderóna��ozanowskiego speªnia zaªo»enia poprzedniego twierdzenia:

Twierdzenie 2.92 ([S5, Theorem 7]). Zaªó»my, »e ϕ ∈ (Θ) jest funkcj¡ nadmultiplikatywn¡,

to znaczy

ϕ(1, s)ϕ(1, t) 6 ϕ(1, st), s, t > 0
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oraz speªnia

ϕ(1, t)→ 0 przy t→ 0+ oraz ϕ(1, t)→∞ przy t→∞.

Niech J = J (m,n) oraz M = M(m,n) dla ka»dej pary liczb naturalnych m > 2, n > 1, oraz niech

w = {wj}j∈J , gdzie wj = ρ
(
|[j]|,

√
|[j]|
)
dla ka»dego j ∈ J , oraz niech ρ b¦dzie funkcj¡ zadan¡ przez

ρ(s, t) := inf
u,v>0

ϕ(su, tv)

ϕ(u, v)
, s, t > 0.

Wtedy E(N) = ϕ
(
`1(N), `2(N)

)
oraz F (J ) = `∞(1/w) s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalnymi

przestrzeniami Banacha ze staª¡ C(m) 6 Km, gdzie K jest pewn¡ uniwersaln¡ staª¡ oraz Φ(t) =

eΨ(t) − 1 dla wszystkich t > 0 z funkcj¡ Orlicza Ψ speªniaj¡c¡ Ψ−1(t) � ϕ(1,
√
t).

Uzyskane wyniki zastosowali±my do ci¡gowych przestrzeni Orlicza:

Twierdzenie 2.93 ([S5, Theorem 9]). Niech J = J (m,n) dla ka»dej pary liczb naturalnych

m > 2, n > 1. Przypu±¢my, »e θ : R+ → R+ jest funkcj¡ wkl¦sª¡ oraz podmultiplikatywn¡, to znaczy

θ(s) θ(t) 6 θ(st), s, t > 0.

Niech ϕ b¦dzie funkcj¡ Orlicza zadan¡ przez ϕ−1(t) = t θ(1/
√
t) dla wszystkich t > 0. Wtedy ci¡gowe

przestrzenie Banacha `ϕ oraz F (J ) = `∞(1/ϕ−1(|[j]|)) s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalne ze

staª¡ C(m) 6 Km dla pewnej dodatniej staªej K, gdzie Φ(t) = eΨ(t) − 1 z Ψ−1(t) = θ(
√
t) dla

wszystkich t > 0.

Nadmie«my tutaj równie», i» poj¦cie Φ-Bernoulli dopuszczalnych par ci¡gowych przestrzeni
Banacha zale»y od caªek entropijnych JΦ(BX , d) kuli jednostkowej BX wyposa»onej w specjaln¡ quasi-
metryk¦ d. Poni»ej przedstawimy oszacowania wspomnianej wcze±niej caªki entropijnej:

Twierdzenie 2.94 ([S5, Theorem 11]). We¹my funkcj¦ Younga Φ oraz liczby naturalne m > 2

oraz n > 1. Je»eli ci¡gowe przestrzenie Banacha E = E(N) oraz F = F
(
J (m,n)

)
s¡ wielomianowo Φ-

Bernoulli dopuszczalne ze staª¡ C(m), to dla ka»dej przestrzeni Banacha X, ka»dego zbioru sko«czonego

{x∗1, . . . , x∗n} funkcjonaªów z X∗, ka»dej rodziny {εj}j∈J (m,n) niezale»nych zmiennych Bernoulliego na

bezatomowej przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P) oraz ka»dego ci¡gu {cj}j∈J (m,n) liczb zespolonych

mamy ∫
Ω

sup
z∈BX

∣∣∣ ∑
j∈J (m,n)

εj(ω)cjx
∗
j (z)

∣∣∣ dP(ω)

6 C(m)
∥∥{cj}j∈J (m,n)

∥∥
F

sup
z∈BX

∥∥∥ n∑
k=1

x∗k(z)ek

∥∥∥m−1

E
·
(

sup
z∈BX

n∑
k=1

|x∗k(z)|
)
JΦ

(
B`n1 , ‖ · ‖En

)
.

Nadmie«my, i» w artykule [S5] zastosowali±my Twierdzenie [S5, Theorem 11] dla przypadku
przestrzeni Orlicza. Ponadto zastosowali±my powy»sze oszacowania do badania losowych wielomianów
jednorodnych:

Je»eli Φ jest funkcj¡ Younga, m > 2, n > 1, oraz ci¡gowe przestrzenie Banacha E = E(N) oraz
F
(
J (m,n)

)
s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalne ze staª¡ C(m), to wtedy istnieje odpowiednia

krata Banacha F
(
Λ(m,n)

)
taka, »e dla ka»dej przestrzeni Banacha X = (Cn, ‖ · ‖), ka»dej rodziny

{εα}|α|=m niezale»nych zmiennych Bernoulliego na bezatomowej przestrzeni probabilistycznej (Ω,Σ,P)
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oraz ka»dego ci¡gu {cj}j∈J (m,n) liczb zespolonych mamy∫
Ω

sup
z∈BX

∣∣∣ ∑
|α|=m

εα(ω)cαz
α
∣∣∣dP(ω)

6 C(m)
∥∥{cα}∥∥F (Λ(m,n))

sup
z∈BX

∥∥∥ n∑
k=1

zkek

∥∥∥m−1

E
·
(

sup
z∈BX

n∑
k=1

|zk|
)
JΦ

(
B`n1 , ‖ · ‖En

)
.

W artykule [S5] badali±my caªki entropijne JΦ

(
B`n1 , ‖ · ‖En

)
, n > 2 dla szerokiej klasy ci¡gowych

przestrzeni Banacha E = (E, ‖ · ‖E) na N. Poni»ej podamy pierwszy wynik o oszacowaniach caªek
entropijnych:

Twierdzenie 2.95 ([S5, Theorem 14]). Niech φ b¦dzie niezdegenerowan¡ funkcj¡ quasi-wkl¦sª¡

oraz niech Φ b¦dzie funkcj¡ Orlicza tak¡, »e Φ−1(t) � φ(log(1 + t)) dla wszystkich t > 0. Niech E

b¦dzie zespolon¡ ci¡gow¡ przestrzeni¡ Banacha po±redni¡ wzgl¦dem pary Banacha (`1, `∞) oraz niech

ψ := ιE(1, · ), gdzie ιE(s, t) = ιE
(
s, t; (`1, `∞)

)
, s, t > 0 (zobacz na stronie 92). Wtedy istnieje staªa

dodatnia C = C(ψ) taka, »e dla ka»dego n > 2 otrzymujemy

JΦ

(
B`n1 , ‖ · ‖En

)
6 C

(
φ(log n) + φ(n)ψ(1/n) +

∫ 2n−1

[logn]
φ(s)ψ

(1

s
log
(

1 +
n

s

)) ds
s

)
.

W badaniu caªek entropijnych u»yli±my górnego oszacowania diadycznych liczb entropijnych
operatora inkluzji id : `n1 → En przedstawionego w Lemacie [S5, Lemma 13]. Wspomniany lemat zostaª
udowodniony z wykorzystaniem technik interpolacyjnych. Poni»sze jawne oszacowanie caªki entropijnej
JΦ

(
B`n1 , ‖ · ‖En

)
zachodzi dla szerokiej klasy przestrzeni po±rednich wzgl¦dem pary Banacha (`1, `∞)

generowanych przez dokªadne, dodatnie funktory interpolacyjne:

Twierdzenie 2.96 ([S5, Theorem 16]). Niech F b¦dzie dokªadnym, dodatnim funktorem inter-

polacyjnym, którego funkcja charakterystyczna λF speªnia

λF (1, t)→ 0 oraz λ∗F (1, t)→ 0 przy t→ 0+.

Przypu±¢my, »e E = F(`1, `∞) oraz Φ jest funkcj¡ Orlicza zadan¡ przez Φ−1(t) � φ(log(1 + t)), gdzie

φ(t) := λ∗F (1, t) dla wszystkich t > 0. Wtedy istnieje staªa dodatnia C = C(F) > 0 taka, »e dla ka»dego

n > 2 mamy

JΦ

(
B`n1 , ‖ · ‖En

)
6 C φ̄(log n) log n,

gdzie φ̄(t) := sups>0
φ(st)/φ(s) dla wszystkich t > 0.

Zaprezentujemy teraz niektóre zastosowania naszych gªównych wyników. Oznaczmy przez P(mX)

przestrze« Banacha wszystkich wielomianówm-jednorodnych P o warto±ciach skalarnych na przestrzeni
Banacha X, wyposa»on¡ w norm¦

‖P‖P(mX) = sup
{
|P (x)| : ‖x‖ 6 1

}
.

Dla n-wymiarowej przestrzeni Banacha X = (Cn, ‖ · ‖), przedstawiamy oszacowania dolne staªej bazy
bezwarunkowej dla jednomianów zα, α ∈ Nn0 , oznaczanej przez χmon

(
P(mX)

)
. Przypomnijmy, »e baz¦

(xn) przestrzeni Banacha X nazywamy bezwarunkow¡, je»eli istnieje staªa C > 1 taka, »e∥∥∥ n∑
k=1

θkλkxk

∥∥∥ 6 C
∥∥∥ n∑
k=1

λkxk

∥∥∥
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dla ka»dego wyboru {λk}nk=1 oraz {θk}nk=1 z C, gdzie |θk| = 1. Najmniejsz¡ ze staªych C nazywamy
staª¡ bazy bezwarunkowej {xn}. Nadmie«my tutaj, »e dolne oszacowania χmon

(
P(mX)

)
, które

zostaªy podane w artykule [9] wzmacniaj¡ wyniki z [50, 51].

Przypomnijmy, »e je»eli baza kanoniczna {ek}nk=1 tworzy znormalizowan¡ baz¦ bezwarunkow¡
przestrzeni Banacha X = (Cn, ‖ · ‖) ze staª¡ bazy bezwarunkowej równ¡ 1, to wtedy promie« Bohra

K(BX) jest dany przez

K(BX) = sup
{
r ∈ [0, 1] : sup

z∈rBX

∑
α

|cαzα| 6 sup
z∈BX

∣∣∣∑
α

cαz
α
∣∣∣}.

Poni»sze nierówno±ci z Twierdzenia [50, Theorem 2.2] demonstruj¡ jak u»ywa¢ oszacowa« dla staªej
bazy bezwarunkowej χmon

(
P(mX)

)
, aby uzyska¢ oszacowania promienia Bohra K(BX) :

1

3

1

supm
(
χmon

(
P(mX)

))1/m
6 K(BX) 6 min

{
1

3
,

1

supm
(
χmon

(
P(mX)

))1/m

}
.

Poni»szy lemat wyja±nia zwi¡zek pomi¦dzy staª¡ bazy bezwarunkowej dla jednomianów a caª-
kami entropijnymi dla przypadku przestrzeni Φ-Bernoulli dopuszczalnych:

Lemat 2.97 ([S5, Lemma 20]). Zaªó»my, »e przestrzenie Banacha E = E(N) oraz F = F
(
Λ(m,n)

)
s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalne ze staª¡ C(m) dla ka»dych m > 2 oraz n > 2. Wtedy dla

ka»dej przestrzeni Banacha X = (Cn, ‖ · ‖) zachodzi nast¦puj¡ce oszacowanie:(
supz∈BX

∑n
k=1 |zk|

supz∈BX ‖
∑n

k=1 zkek‖E

)m−1

6 C(m)
∥∥∥{m!

α!

}
|α|=m

∥∥∥
F
JΦ

(
`n1 , ‖ · ‖En

)
χmon

(
P(mX)

)
.

Przypomnijmy równie», »e je»eli E jest ci¡gow¡ krat¡ Banacha na N, to przestrzeni¡ dualn¡ w
sensie Köthego E′ nazywamy ci¡gow¡ krat¦ Banacha wszystkich takich ci¡gów x = {xn}, »e

∞∑
n=1

|xnyn| <∞ dla ka»dego y = {yn} ∈ E,

wyposa»on¡ w norm¦

‖x‖E′ = sup
‖{yn}‖E61

∞∑
n=1

|xnyn| .

Funkcj¦ fundamentaln¡ λE przestrzeni E de�niujemy przez λE(n) :=
∥∥∑n

k=1 ek
∥∥
E
dla ka»dego n ∈ N.

Dla przypadku gdy X = En uzyskali±my nast¦puj¡cy wynik:

Wniosek 2.98 ([S5, Corollary 21]). Niech E = E(N) b¦dzie ci¡gow¡ przestrzeni¡ Banacha tak¡,

»e E oraz F = F
(
Λ(m,n)

)
s¡ wielomianowo Φ-Bernoulli dopuszczalne ze staª¡ C = C(m) dla ka»dych

m > 2 oraz n > 2. Wtedy zachodzi nast¦puj¡ce oszacowanie:(
λE′(n)

)m−1
6 C

∥∥∥{m!

α!

}
|α|=m

∥∥∥
F
JΦ

(
`n1 , ‖ · ‖En

)
χmon

(
P(mEn)

)
,

gdzie λE′ jest funkcj¡ fundamentaln¡ przestrzeni E′.

Przedstawimy teraz wariant wyniku Bayarta dla ci¡gowych przestrzeni Orlicza:

Twierdzenie 2.99 ([S5, Theorem 22]). Niech X = (Cn, ‖ · ‖) b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz

niech ϕ b¦dzie funkcj¡ Orlicza zadan¡ przez ϕ−1(t) = t θ(1/
√
t) dla wszystkich t > 0, gdzie funkcja
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θ jest wkl¦sªa oraz podmultiplikatywna. Wtedy dla ka»dych m > 2 oraz n > 2 zachodz¡ nast¦puj¡ce

nierówno±ci :

Cθ
(
(m!)−1/2

)
mθ̄
(√

log n
)

log n

(
supz∈BX

∑n
k=1 |zk|

supz∈BX ‖
∑n

k=1 zkek‖`ϕ

)m−1

6 χmon

(
P(mX)

)
,

gdzie θ̄(t) := sups>0
θ(st)/θ(s) dla wszystkich t > 0.

W przypadku skali przestrzeni `p dla p ∈ (1, 2], otrzymali±my w Twierdzeniu [S5, Theorem 22]
oryginalny wynik Bayarta [9, Theorem 5.1]). Uzyskali±my równie» dolne oszacowanie χmon

(
P (m`nϕ)

)
dla pewnej klasy ci¡gowych przestrzeni Orlicza [S5, Corollary 24].

2.10. Symetria zespolona operatorów

The study of complex symmetric (i.e., self-transpose) matrices has deep classical
roots, stretching back to the work of L-K Hua on automorphic functions [85], N
Jacobson on projective geometry [86], I Schur on quadratic forms [151], CL Siegel
on symplectic geometry [148], and T Takagi on function theory [152]. . . .

The pioneering work of Glazman [77, 78] marks the foundation of the extension
theory of complex symmetric di�erential operators; . . .

S. R. Garcia, E. Prodan, M. Putinar,Mathematical and physical aspects of complex symmetric operators,
Journal of Physics. A. Mathematical and Theoretical 47(35) (2014), 353001.

W 2006 roku Garcia oraz Putinar [72] wprowadzili poj¦cie operatorów zespolenie symetrycznych:
Niech T : H → H b¦dzie ograniczonym, liniowym operatorem na o±rodkowej zespolonej przestrzeni Hil-
berta H. Mówimy, »e operator T jest zespolenie symetryczny, je»eli istnieje baza ortonormalna w
H, w której T posiada symetryczn¡ reprezentacj¦ macierzow¡. Istnieje równie» równowa»na de�nicja.
Przypomnijmy, »e sprz¦»enie to taki operator liniowy C : H → H, »e C2 = I oraz C jest izome-
tri¡. Mówimy, »e operator T jest C-symetryczny, je»eli T = CT ∗C oraz operator T jest zespolenie
symetryczny, je»eli istnieje sprz¦»enie C wzgl¦dem którego T jest C-symetryczny.

Operatory zespolenie symetryczne stanowi¡ zaskakuj¡co du»¡ klas¦ operatorów. Obejmuje ona
wszystkie operatory normalne, operatory idempotentne, operatory zde�niowane przez (sko«czone lub
niesko«czone) macierze Hankla, skompresowane operatory Toeplitza oraz operator caªkowy Volterry
(zobacz na przykªad [73, 74, 75, 76, 97]). Istnieje równie» du»e zainteresowanie badaniem zespolenie
symetrycznych operatorów kompozycji (zobacz na przykªad [71]).

Naszym celem w artykule [S6] byªo zbadanie wªasno±ci interpolacyjnych operatorów zespolenie
symetrycznych: Niech ~H = (H0, H1) b¦dzie par¡ Banacha zespolonych przestrzeni Hilberta oraz niech
operator T b¦dzie taki, »e T : H0 → H0 oraz T : H1 → H1 s¡ ograniczone. Zaªó»my, »e T : H0 → H0

(odpowiednio T : H1 → H1) jest C0-symetryczny (odpowiednio C1-symetryczny). Czy jest prawd¡, »e
T : [ ~H]θ → [ ~H]θ jest Cθ-symetryczny, gdzie [ ~H]θ jest przestrzeni¡ interpolacyjn¡ metody zespolonej
wzgl¦dem pary (H0, H1) dla pewnego θ ∈ (0, 1) ?

W artykule [S6] podali±my przykªady nieregularnych par Banacha oraz operatorów pokazuj¡ce,
»e ogólnie operatory zespolenie symetryczne nie zachowuj¡ si¦ dobrze na interpolacyjnych przestrze-
niach Hilberta. Ponadto poruszyli±my kwesti¦ interpolacji operatorów zespolenie symetrycznych dzia-
ªaj¡cych na regularnych parach Banacha. Nasz gªówny wynik mówi, »e pod pewnymi warunkami, je»eli
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operator T na parze Banacha ~H = (H0, H1) przestrzeni Hilberta jest C-symetryczny na H0 oraz H1,
to jest on C-symetryczny na przestrzeniach po±rednich (z tym samym C). Nadmie«my, »e dla w¦»szej
klasy operatorów normalnych, na powy»sze pytanie McCarthy udzieliª odpowiedzi twierdz¡cej tylko
dla przypadku regularnych i uporz¡dkowanych par przestrzeni Hilberta:

Fakt ([28, Theorem 2.1]). Je»eli ~H = (H0, H1) jest regularn¡ oraz uporz¡dkowan¡ par¡ zespo-

lonych przestrzeni Hilberta oraz operator T ∈ L( ~H) jest normalny na obu przestrzeniach H0 oraz H1,

to wówczas operator T jest normalny na ka»dej przestrzeni [ ~H]θ, θ ∈ (0, 1) oraz jest przemienny z A.

Na postawione powy»ej pytanie mo»na odpowiedzie¢ twierdz¡co w nast¦puj¡cych dwóch przy-
padkach:

Twierdzenie 2.100 ([S6, Theorem 1]). Niech ~H = (H0, H1) b¦dzie regularn¡ par¡ Banacha

zespolonych przestrzeni Hilberta. Je»eli operator T ∈ L( ~H) jest C-symetryczny na obu przestrzeniach

H0 oraz H1, to wówczas operator T jest C-symetryczny na [ ~H]θ dla ka»dego θ ∈ (0, 1).

Twierdzenie 2.101 ([S6, Theorem 2]). Niech ~H = (H0, H1) b¦dzie regularn¡ par¡ Banacha

zespolonych przestrzeni Hilberta oraz niech T ∈ L( ~H). Je»eli zaw¦»enie T do przestrzeni H0 jest ope-

ratorem C-symetrycznym oraz przemiennym z A, to wówczas operator T jest A−θ/2CAθ/2-symetryczny

na [ ~H]θ dla ka»dego θ ∈ (0, 1).

W dowodzie powy»szych twierdze« zastosowali±my metod¦ geometrycznej interpolacji. Poni»ej
przedstawimy zastosowanie naszego gªównego twierdzenia do badania zespolenie symetrycznych ope-
ratorów Toeplitza na przestrzeniach Hilberta funkcji analitycznych. Dokªadniej, zaprezentujemy cha-
rakteryzacj¦ zespolenie symetrycznych operatorów Toeplitza na wagowych przestrzeniach Hardy'ego:

W dalszej cz¦±ci β = {βn} b¦dzie ci¡giem dodatnich liczb rzeczywistych takim, »e β0 = 1 oraz
β

1/n
n > 1. Przestrze«

Hβ =

{
f ∈ H(D) :

∞∑
n=0

|an|2β2
n <∞, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D

}
jest przestrzeni¡ Hilberta. Dla specjalnych ci¡gów β, otrzymujemy dobrze znane przestrzenie Hilberta
funkcji analitycznych:

∗ Je»eli βn = 1 dla wszystkich n ∈ N0 := N ∪ {0}, to wówczas Hβ jest przestrzeni¡ Hardy'ego
H2.
∗ Je»eli βn = (n+ 1)−1/2 dla n ∈ N0, to wówczas Hβ jest przestrzeni¡ Bergmana A2.

Zauwa»my, »e H2 ↪→ A2 oraz H2 jest g¦sta w A2, st¡d wynika regularno±¢ pary (H2, A2). Ponadto
mamy

[H2, A2]θ = Hβ, θ ∈ (0, 1),

gdzie βn = (n+1)−θ/2, n ∈ N0. Zgodnie z artykuªem [97] dla dowolnych ξ, θ de�niujemy odwzorowanie
Cξ,θ : H(D)→ H(D) nast¦puj¡co

(J ) Cξ,θf(z) := eiξf(eiθz), f ∈ H(D).

Odwzorowanie Cξ,θ jest sprz¦»eniem na obu przestrzeniach H2 oraz A2. Korzystaj¡c z Twierdze-
nia 2.100, otrzymujemy, »e odwzorowanie Cξ,θ jest równie» sprz¦»eniem na przestrzeni interpolacyjnej
metody geometrycznej pomi¦dzyH2 oraz A2, to jest na wagowej przestrzeni Hardy'egoHβ generowanej
przez ci¡g wagowy β = {(1 + n)−θ/2}, gdzie θ ∈ (0, 1).
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Niech ψ b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ na D. De�niujemy odwzorowanie Tψ na A2 wzorem

Tψf := P (ψf), f ∈ A2,

gdzie P oznacza ortogonalny rzut przestrzeni L2 na A2. Je»eli odwzorowanie Tψ : A2 → A2 jest ograni-
czone, to wówczas nazywamy je operatorem Toeplitza. Zauwa»my, »e gdy ψ ∈ L∞(D), to wówczas
Tψ jest operatorem Toeplitza na A2. Charakteryzacja zespolenie symetrycznych operatorów Toeplitza
na przestrzeni Hardy'ego zostaªa przedstawiona w artykule [97, Theorem 2.4]. Zastosowanie Twier-
dzenia 2.100 pokazuje, »e ta charakteryzacja dotyczy równie» zespolenie symetrycznych operatorów
Toeplitza na wagowych przestrzeniach Hardy'ego:

Twierdzenie 2.102 ([S6, Theorem 3]). Niech ψ b¦dzie funkcj¡ z L∞(D) ze wspóªczynnikami

Fouriera {ψ̃(n)}n∈Z oraz niech β = {(1 + n)−θ/2}n∈N , θ ∈ (0, 1) b¦dzie ci¡giem wagowym. Nast¦puj¡ce

warunki s¡ równowa»ne:

(i) operator Toeplitza Tψ : Hβ → Hβ jest zespolenie symetryczny wzgl¦dem sprz¦»enia Cξ,θ (J ).
(ii) ψ̃(−n) = ψ̃(n)λn, dla wszystkich n ∈ Z oraz λ ∈ C takich, »e |λ| = 1.

(iii) ψ(z) = ψ0 +
∑∞

n=1 ψ̃(n)(zn + λnzn), dla λ ∈ C takiego, »e that |λ| = 1, z ∈ D.
(iv) ψ(z) = ψ+(z) + ψ0 + ψ+(eiθz), dla ψ+ ∈ zH2 oraz pewnego θ.

Symbolem ψ+ oznaczamy dodatni¡ cz¦±¢ ψ oraz ψ0(z) = ψ̃(0)e0.

2.11. Rozmyte miary wektorowe oraz miary informacji o warto±ciach wektorowych

Caªka Lebesque'a funkcji skalarnych dostarczyªa podstawowych narz¦dzi w kilku obszarach In-
formatologii, w tym de�nicj¦ wska¹ników do pomiaru ró»nych aspektów informacji. Na przykªad du»¡
cz¦±¢ matematycznych de�nicji wska¹ników oddziaªywania czasopism naukowych mo»na zamodelowa¢
za pomoc¡ caªek. Wzrost liczby nowych miar informacji, które pojawiªy si¦ w ostatnich osi¡gni¦ciach
Informatologii sugeruje potrzeb¦ ustanowienia ram matematycznych uwzgl¦dniaj¡cych te miary.

W niektórych bie»¡cych badaniach wskazano równie», i» naturaln¡ caªk¦ wektorow¡ funkcji
skalarnych wzgl¦dem miar wektorowych mo»na zastosowa¢ do uogólnienia niektórych teoretycznych
przypadków skalarnych (miar oddziaªywania o warto±ciach skalarnych) na przypadki wektorowe (miar
oddziaªywania o warto±ciach wektorowych). Teoria caªki o warto±ciach wektorowych zapewnia natu-
ralny sposób reprezentacji wielowarto±ciowych wªasno±ci ±rednich funkcji skalarnych wedªug prostej
zasady �umieszczenia ka»dej z warto±ci w innym kierunku przestrzeni� (zobacz [16, 68]).

W ten sposób wektorowy charakter miar pozwala na poª¡czenie informacji z ró»nych indeksów
skalarnych w jednym obiekcie matematycznym. Formalizm caªki Bartle'a�Dunforda�Schwartza (zobacz
na stronie 82) mo»e by¢ wykorzystany do zde�niowania oraz opracowania miar oddziaªywania o war-
to±ciach wektorowych (w przypadku addytywnym). Nale»y jednak zaakceptowa¢ brak addytywno±ci
niektórych z najwa»niejszych miar oddziaªywania, takich jak wska¹nik h (wska¹nik Hirscha). Rzeczy-
wi±cie, sensowne miary informacji powinny by¢ funkcjami wektorowymi oraz na ogóª nie musz¡ by¢
addytywne dla zbiorów rozª¡cznych.

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ σ-sko«czon¡. Mówimy, »e funkcja zbioru c : Σ →
R+ jest pojemno±ci¡ skalarn¡, je»eli jest monotoniczna oraz speªnia warunek c(∅) = 0. Caªka
Choqueta z funkcji f wzgl¦dem pojemno±ci skalarnej c jest zadana przez∫

Ω
f dc :=

∫ ∞
0

c
(
{f > t}

)
dt,



2.11. ROZMYTE MIARY WEKTOROWE ORAZ MIARY INFORMACJI O WARTO�CIACH WEKTOROWYCH 71

gdzie {f > t} := {w ∈ Ω : f(w) > t}. W przypadku skalarnym caªka Choqueta zapewnia caªk¦
nieliniow¡ funkcji skalarnych wzgl¦dem nieaddytywnych funkcji zbioru. Wektorowe caªki Choqueta
wydaj¡ si¦ by¢ pierwszym naturalnym uogólnieniem, a powi¡zane przestrzenie funkcji caªkowalnych
dla pojemno±ci o warto±ciach wektorowych zostaªy ostatnio zbadane przez kilku autorów [54, 93, 156,
157].

Niech E b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Funkcja zbioru C : Σ → E jest pojemno±ci¡ wekto-

row¡ (zwana tak»e pojemno±ci¡ rozmyt¡ lub miar¡ rozmyt¡), gdy C(∅) = 0. W artykule [S7]
zastosowali±my caªkowanie funkcji skalarnych wzgl¦dem miar rozmytych (o warto±ciach wektorowych).
Zauwa»my, »e funkcja Cf : [0,∞)→ E zde�niowana wzorem

Cf (t) := C
(
{f > t}

)
,

gdy f jest dodatni¡ funkcj¡ prost¡, jest zawsze dobrze zde�niowana oraz jest ona równie» caªkowalna
w sensie Pettisa (sªabo caªkowalna). Zauwa»my, »e pojemno±¢ wektorow¡ C|f | mo»na zde�niowa¢ dla
ka»dej funkcji mierzalnej f . C|f | nazywamy funkcj¡ rozkªadu f . Pojemno±¢ wektorow¡ C : Σ → E

nazywamymierzaln¡, je»eli jej funkcja rozkªadu jest silnie mierzalna. Mówimy, »e Σ-mierzalna funkcja
0 6 f : Ω → E jest caªkowalna wzgl¦dem (mierzalnej) pojemno±ci wektorowej C wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja CfχA : [0,∞)→ E jest caªkowalna w sensie Pettisa dla ka»dego A ∈ Σ :

〈∫
A
f dC, x∗

〉
=

∫ ∞
0
〈CfχA(t), x∗〉 dt =

∫
A
f d〈C, x∗〉, x∗ ∈ E∗.

Artykuª [S7] nale»y rozumie¢ jako kontynuacj¦ bada« z artykuªu [54], w którym kompletna teoria prze-
strzeni funkcji caªkowalnych w sensie Choqueta wzgl¦dem pojemno±ci wektorowej zostaªa zbadana w
peªnej ogólno±ci. Gªówne wyniki teoretyczne oraz szkielet artykuªu [S7] mo»na znale¹¢ w artykule [54].
Nale»y jednak wspomnie¢, »e w artykule [S7] rozwa»ali±my dla uproszczenia bardziej zaw¦»one typy
caªek. W artykule [S7] podali±my przykªady oraz konkretne de�nicje nowych wska¹ników ze szczegó-
ªowymi obja±nieniami kilku modeli miar informacji.

Te podstawowe wymagania uzasadniaj¡ kontynuacj¦ bada« w artykule [S7], który proponuje
funkcje caªkowalne typu Choqueta (dla przypadku nieaddytywnego) wzgl¦dem pojemno±ci wektorowej
(zarówno typu Bochnera jak i Pettisa) jako modele miar informacyjnych. Po ustaleniu modelu (funkcji
caªkowalnej f) dla danej miary informacji, istniej¡ trzy sposoby zde�niowania indeksu oceniaj¡cego go
podczas dziaªania w podzbiorach informacji:

(i) Norma f typu Bochnera.
(ii) Norma f typu Pettisa.
(iii) Norma caªki o warto±ciach wektorowych z f .

Modele te zostaªy zilustrowane licznymi przykªadami (zobacz [S7, Examples 16, 17, 18, 32] oraz [S7,
Section 5]). Omówmy krótko gªówne teoretyczne koncepcje z artykuªu [S7]:

W Rozdziale [S7, Section 2] przeanalizowali±my poj¦cia wariacji oraz semiwariacji dla pojemno-
±ci o warto±ciach wektorowych, oraz relacje pomi¦dzy nimi. Niech (Ω,Σ) b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡,
C : Σ→ E b¦dzie pojemno±ci¡ wektorow¡ oraz x∗ ∈ E∗. Rozwa»my pojemno±¢ skalarn¡ 〈C, x∗〉 zadan¡
przez

〈C, x∗〉(A) := 〈C(A), x∗〉, A ∈ Σ.
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De�niujemy wariacj¦ |〈C, x∗〉| tej pojemno±ci na zbiorze A ∈ Σ wzorem

|〈C, x∗〉|(A) := sup
{Ai}ni=1

n∑
i=1

|〈C(Ai), x
∗〉|,

gdzie supremum przebiega po wszystkich Σ-podziaªach {Ai}ni=1 zbioru A. Mówimy, »e pojemno±¢ C
jest skalarnie ograniczona, je»eli

sup
x∗∈BE∗

|〈C, x∗〉|(A) <∞, A ∈ Σ.

Semiwariacja pojemno±ci wektorowej C na zbiorze A ∈ Σ jest dana przez

‖C‖(A) := sup
x∗∈BE∗

|〈C, x∗〉|(A).

Wªasno±ci pojemno±ci o warto±ciach wektorowych zostaªy zbadane w Lematach [S7, Lemmas 3, 6].
Gªównym wynikiem w Rozdziale [S7, Section 2] jest Twierdzenie [S7, Theorem 8]. Mo»na je uzna¢
za rozszerzenie dla pojemno±ci o warto±ciach wektorowych twierdze« Orlicza�Pettisa (zobacz na stro-
nie 82) oraz Vitalego�Hahna�Saksa. Zastosowali±my niektóre z tych wyników w Rozdziale [S7, Section
4].

W Rozdziale [S7, Section 3] przedstawili±my model funkcji C-caªkowalnych w sensie Bochnera.
Ten rodzaj caªki wzgl¦dem pojemno±ci wektorowych jest najsilniejszym spo±ród tych, które zapro-
ponowali±my jako modele narz¦dzi do pomiaru oddziaªywania. U»ywamy tutaj symbolu L1

B(C) dla
przestrzeni funkcji odpowiadaj¡cej tej caªce. Mówimy, »e funkcja f ∈ M jest (silnie) caªkowalna
wzgl¦dem C oraz piszemy f ∈ L1

B(C), je»eli jej funkcja rozkªadu C|f | jest caªkowana w sensie Boch-
nera wzgl¦dem miary Lebesgue'a na [0,∞).

Mówimy, »e pojemno±¢ wektorowa C : Σ→ E posiada wªasno±¢ Fatou, je»eli C(An)→ C(A)

w normie przestrzeni E, ilekro¢ An ↑ A dla wszystkich An, A ∈ Σ. Przypomnijmy. »e pojemno±¢
wektorowa C : Σ→ E jest monotoniczna, je»eli

‖C(A)‖E 6 ‖C(B)‖E kiedy tylko A ⊂ B oraz A,B ∈ Σ.

Mówimy, »e pojemno±¢ wektorowa C : Σ → E jest quasi-podaddytywna, je»eli istnieje staªa K > 1

taka, »e

‖C(A ∪B)‖E 6 K
(
‖C(A)‖E + ‖C(B)‖E) dla wszystkich A,B ∈ Σ.

Je»eli K = 1, to mówimy po prostu, »e pojemno±¢ C jest podaddytywna.

Rezultaty omówione w dalszej cz¦±ci zostaªy uzyskane przy zaªo»eniu, »e pojemno±¢ wektorowa
C jest monotoniczna oraz quasi-podaddytywna, oraz posiada wªasno±¢ Fatou.

W Lematach [S7, Lemmas 12, 13, 19, 20] oraz w Stwierdzeniu [S7, Proposition 23] podali±my
jawny dowód na to, »e przestrze« L1

B(C) wyposa»ona w norm¦

‖f‖L1
B(C) :=

∫ ∞
0

∥∥C|f |(t)∥∥E dt

jest krat¡ quasi-Banacha. W Stwierdzeniu [S7, Proposition 21] udowodnili±my, »e przestrze« L1
B(C) po-

siada wªasno±¢ Fatou. Stwierdzenie [S7, Proposition 25] podaje charakteryzacj¦ porz¡dkowej ci¡gªo±ci
przestrzeni L1

B(C).

Model funkcji C-caªkowalnych w sensie Pettisa zostaª przedstawiony w Rozdziale [S7, Section
4]. Pokazali±my w jaki sposób mo»na uogólni¢ caªk¦ Bartle'a�Dunforda�Schwartza na przypadek po-
jemno±ci wektorowych. Niech C b¦dzie skalarnie ograniczona. Zauwa»my, »e w tym przypadku mo»emy
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zde�niowa¢ caªk¦ Choqueta funkcji mierzalnej f ≥ 0 wzgl¦dem pojemno±ci skalarnej |〈C, x∗〉| w tra-
dycyjny sposób:∫

Ω
f d |〈C, x∗〉| :=

∫ ∞
0
|〈C, x∗〉|f dt.

Naturaln¡ formuª¡ de�niuj¡c¡ caªk¦ z funkcji nieujemnej f jest caªka Pettisa z jej funkcji rozkªadu Cf .
Je»eli f > 0 jest funkcj¡ mierzaln¡, to mo»emy zde�niowa¢ caªk¦ z tej funkcji, tak jak w przypadku
funkcji caªkowalnych w sensie Bochnera:∫

Ω
f dC :=

∫ ∞
0

Cf (t) dt.

Przypomnijmy, »e podzbiór N kuli jednostkowej BE∗ nazywamy normuj¡cym dla pojemno±ci wek-

torowej C : Σ→ E, je»eli

‖C(A)‖E = sup
x∗∈N

〈C(A), x∗〉, A ∈ Σ.

W szczególno±ci mówimy, »e pojemno±¢ wektorowa C : Σ→ E jest skalarnie ograniczona wzgl¦dem
podzbioru N przestrzeni dualnej E∗ (w skrócie N -skalarnie ograniczona), je»eli

sup
x∗∈N

|〈C, x∗〉|(A) <∞, A ∈ Σ.

Mówimy, »e pojemno±¢ wektorowa C : Σ → E jest skalarnie podaddytywna wzgl¦dem zbioru nor-
muj¡cego N dla C, je»eli pojemno±¢ skalarna |〈C( · ), x∗〉| jest podaddytywna dla ka»dego x∗ ∈ N , a
mianowicie

|〈C(A ∪B), x∗〉| 6 |〈C(A), x∗〉|+ |〈C(B), x∗〉|

dla wszystkich par zbiorów rozª¡cznych A,B ∈ Σ. Przypomnijmy, »e pojemno±¢ wektorowa C : Σ→ E

jest równowa»na mierze sko«czonej λ, gdy dla wszystkich A ∈ Σ

sup
B⊂A,B∈Σ

‖C(B)‖E = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy λ(A) = 0.

Niech N ⊆ BE∗ b¦dzie zbiorem normuj¡cym dla N -skalarnie ograniczonej pojemno±ci wek-
torowej C : Σ → E. Mówimy, »e funkcja mierzalna f jest sªabo C-caªkowalna wzgl¦dem N , je»eli
speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) Funkcja rozkªadu C|f | jest caªkowalna w sensie Pettisa.
(ii) Funkcjonaª ‖f‖L1

P,N (C) zde�niowany jako

f 7→ sup
x∗∈N

∫
Ω
|f | d|〈C, x∗〉|

jest sko«czony dla f .

Niech C : Σ → E b¦dzie skalarnie podaddytywna (wzgl¦dem N ⊆ BE∗) oraz równowa»na
mierze sko«czonej λ. Wtedy przestrze« L1

P,N (C) de�niujemy jako podzbiór przestrzeni L0(λ) klas
równowa»no±ci C-p.w. równych funkcji sªabo C-caªkowalnych wzgl¦dem N . Je»eli N = BE∗ , to po
prostu piszemy L1

P(C).

Lemat [S7, Lemma 29] pokazuje, »e L1
P,N (C) jest przestrzeni¡ liniow¡, gdy tylko N ⊂ BE∗

jest normuj¡cy dla pojemno±ci wektorowej C : Σ → E. Aby uzyska¢ rozs¡dne wªasno±ci przestrzeni
L1
P,N (C) zaªo»yli±my w artykule [S7], »e C jest skalarnie podaddytywna wzgl¦dem N oraz równowa»na

mierze sko«czonej λ, oraz przestrze« E jest re�eksywna. W Lemacie [S7, Lemma 30] udowodnili±my,
»e L1

P,N (C) jest ideaªem w L0(λ). W Twierdzeniu [S7, Theorem 31] przedstawili±my gªówny wynik
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Rozdziaªu [S7, Section 4]: Je»eli dodatkowo pojemno±¢ C jest dodatnia oraz podaddytywna dla funk-
cjonaªów dodatnich, to przestrze« L1

P(C) wyposa»ona w quasi-norm¦ jest zupeªna. W zwi¡zku z tym
przestrze« L1

P(C) jest przestrzeni¡ quasi-Banacha.



Rozdziaª 3

Informacja o aktywno±ci naukowej

Poni»szy wykaz czternastu publikacji zawiera zarówno pozycje, które stanowi¡ cykl tematycznie
powi¡zanych artykuªów naukowych oznaczonych przez A, jak i pozostaªe artykuªy oznaczone przez S.

Wykaz opublikowanych artykuªów w czasopismach naukowych

[A7] M. Mastyªo, R. Szwedek, Interpolation of s-numbers and entropy numbers of operators, Banach
Journal of Mathematical Analysis 13(2) 2019, 427�448.

[S7] E. A. Sánchez Pérez, R. Szwedek, Vector valued information measures and integration with respect

to fuzzy vector capacities, Fuzzy Sets and Systems. An International Journal in Information Science
and Engineering 355 2019, 1�25.

[A6] R. Szwedek, Geometric interpolation of entropy numbers, The Quarterly Journal of Mathematics
69(2) 2018, 377�389.

[S6] P. Mleczko, R. Szwedek, Complex symmetric operators and interpolation, Journal of Mathematical
Analysis and Applications 462(1) 2018, 210�215.

[A5] E. A. Sánchez Pérez, R. Szwedek, Vector measures with values in `∞(Γ) and interpolation of

Banach lattices, Journal of Convex Analysis 25(1) 2018, 75�92.

[A4] P. Mleczko, R. Szwedek, Interpolation of Hardy spaces on circular domains, Mathematische Na-
chrichten 290(14-15) 2017, 2322�2333.

[S5] M. Mastyªo, R. Szwedek, Kahane-Salem-Zygmund polynomial inequalities via Rademacher proces-

ses, Journal of Functional Analysis, 272(11) 2017, 4483�4512.

[A3] M. Mastyªo, R. Szwedek, Eigenvalues and entropy moduli of operators in interpolation spaces,
Journal of Geometric Analysis 27(2) 2017, 1131�1177.

[A2] R. Szwedek, On interpolation of the measure of non-compactness by the complex method, The Qu-
arterly Journal of Mathematics 66(1) 2015, 323�332.

[A1] R. Szwedek, Interpolation of approximation numbers between Hilbert spaces, Annales Academiæ
Scientiarum Fennicæ. Mathematica, 40(1) 2015, 343�360.

[S4] L. Grafakos, M. Mastyªo, R. Szwedek, Interpolation of multilinear operators acting between quasi-

Banach spaces, Proceedings of the American Mathematical Society 142(7) 2014, 2507�2516.

[S3] M. Mastyªo, R. Szwedek, Interpolative construction and factorization of operators, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 401(1) 2013, 198�208.

75
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[S2] R. Szwedek, Interpolation of a measure of weak non-compactness, Annales Academiæ Scientiarum
Fennicæ. Mathematica, 36(2) 2011, 537�552.

[S1] R. Szwedek, Measure of non-compactness of operators interpolated by the real method, Studia
Mathematica 175(2) 2006, 157�174.

Informacja o wyst¡pieniach w instytucjach naukowych.

∗ Pobyt naukowy na Universitat Politecnica de Walencia w Walencji, Hiszpania, od 1 do 8
kwietnia 2017. na zaproszenie Prof. Enrique A. Sancheza Pereza.
Odczyt wydziaªowy w Instituto Universitario de Matemática Pura y Aplicada, Entropy, spec-
tra and width numbers of operators.

∗ Uniwersytet Zielonogórski, Polska, 2 kwietnia 2014.
Odczyt wydziaªowy na Wydziale Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Interpolacja miary

niezwarto±ci operatorów metod¡ zespolon¡.

∗ Pobyt naukowy w Friedrich-Schiller-University Jena, Niemcy, od 18 do 29 Czerwca 2007.
Odczyt seminaryjny w Fakultät für Mathematik und Informatik, Interpolation of measure of

weak non-compactness by the abstract real method.

Informacja o zgªoszonych wyst¡pieniach w ramach sesji sekcyjnych na mi¦dzynarodo-

wych konferencjach naukowych.

∗ Radosªaw Szwedek, 2018 r., Vector measures with values in `∞(Γ) and interpolation of Banach

lattices. Paweª Doma«ski Memorial Conference, B¦dlewo, Polska, od 1 do 7 lipca 2018 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2017 r., Eigenvalues and entropy numbers of powers of operators. New
perspectives in the theory of function spaces and their applications, B¦dlewo, Polska, od 17
do 23 wrze±nia 2017 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2017 r., Interpolation of Hardy spaces on circular domains. Banach Spaces
and Operator Theory with Applications, Pozna«, Polska, od 3 do 7 lipca 2017 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2015 r., Interpolation of entropy moduli between Hilbert spaces. Function
Spaces XI, Zielona Góra, Polska, od 6 do 10 lipca 2015 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2015 r., Interpolation of approximation numbers between Hilbert spaces.
Workshop on Functional Analysis Valencia 2015, Walencja, Hiszpania, od 15 do 19 czerwca
2015 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2014 r., Entropy moduli and eigenvalues of operators. Joint Meeting of
the German Mathematical Society (DMV) and the Polish Mathematical Society (PTM), B¦-
dlewo, Polska, od 17 do 20 wrze±nia 2014 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2014 r., Entropy numbers and eigenvalues of operators. Aleksander Peª-
czy«ski Memorial Conference, B¦dlewo, Polska, od 13 do 19 lipca 2014 r.
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∗ Radosªaw Szwedek, 2014 r., Eigenvalues and spectral properties of entropy numbers of ope-

rators. Integration, Vector Measures and Related Topics VI, B¦dlewo, Polska, od 15 do 21
czerwca 2014 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2014 r., Complex interpolation of the measure of non-compactness and ap-

proximation properties. Geometry of Banach Spaces, Albacete, Hiszpania, od 10 do 13 czerwca
2014 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2013 r., Entropy numbers and eigenvalues of operators acting on interpo-

lation spaces. Positivity VII, Lejda, Holandia, od 22 do 26 lipca 2013 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2013 r., Entropy moduli and eigenvalues of operators. Tenth Advanced
Course in Operator Theory and Complex Analysis, Sewilla, Hiszpania, od 9 do 13 czerwca
2013 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2012 r., Approximation properties and interpolation of the measure of

non-compactness. Function Spaces X, Pozna«, Polska, od 9 do 14 lipca 2012 r.

∗ Radosªaw Szwedek, 2010 r., Interpolation of measure of non-compactness by the complex me-

thod. The Józef Marcinkiewicz Centenary Conference, Pozna«, Polska, od 28 czerwca do 2
lipca 2010 r.

Informacja o udziale w komitetach organizacyjnych i naukowych konferencji mi¦dzy-

narodowych.

∗ Banach Spaces and Operator Theory with Applications, 2017 r., Pozna«, Polska, od 3 do 7
lipca 2017. Czªonek komitetu organizacyjnego.

Informacja o uczestnictwie w pracach zespoªów badawczych realizuj¡cych projekty

�nansowane w drodze konkursów krajowych lub zagranicznych.

∗ Projekt badawczy NCN.
Tytuª: �Teoria operatorów i jej zastosowania�
Kierownik projektu: prof. dr hab. Mieczysªaw Mastyªo.
Peªniona rola w projekcie: wykonawca.
Rodzaj programu: Opus 9.
Numer projektu: 2015/17/B/ST1/00064.
Okres realizacji: od 21 stycznia 2016 do 20 stycznia 2019.

∗ Grant Fundacji Nauki Polskiej.
Tytuª: �Metody interpolacyjne w teorii operatorów i przestrzeni Banacha�
Kierownik grantu: prof. dr hab. Mieczysªaw Mastyªo.
Peªniona rola w grancie: stypendysta (w roku 2013), wykonawca (w latach 2014-2015).
Rodzaj programu: Subsydium �MISTRZ�.
Numer grantu: 7./2012.
Okres realizacji: od 1 stycznia 2013 do 31 grudnia 2015.

∗ Grant Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wy»szego
oraz Deutscher Akademischer Austausch Dienst.
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Tytuª: �Properties of compact operators between function spaces and their applications�
Kierownicy grantu: prof. dr hab. Leszek Skrzypczak oraz prof. dr Hans-Gerd Leopold.
Peªniona rola w grancie: uczestnik.
Rodzaj programu: projekt wykonawczy MNiSW-DAAD.
Numer grantu: DWM 75/DAAD/JC/2007.
Okres realizacji: od 2007 do 2008.

Czªonkostwo w mi¦dzynarodowych lub krajowych organizacjach i towarzystwach na-

ukowych wraz z informacj¡ o peªnionych funkcjach.

∗ Od 2010 r. Czªonek Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Informacja o recenzowanych pracach naukowych publikowanych w czasopismach mi¦-

dzynarodowych.

∗ Mathematische Nachrichten, 2019 r.

∗ Journal of Approximation Theory, 2018 r.

∗ Mathematica Scandinavica, 2018 r.

∗ Positivity, 2018 r.

∗ Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences, 2017 r.

∗ Annales Academiæ Scientiarum Fennicæ Mathematica, 2016 r.

∗ Commentationes Mathematicae, 2016 r.

∗ Abstract and Applied Analysis, 2013 r.

Opieka naukowa nad doktorantami.

∗ Imi¦ i nazwisko doktoranta: Bartosz Staniów.
Tytuª rozprawy doktorskiej: �Operatory caªkowe i multiplikatory mi¦dzy przestrzeniami funk-
cji holomor�cznych na dysku�
Nazwa jednostki organizacyjnej ksztaªc¡cej doktoranta: Wydziaª Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.
Charakter opieki naukowej - promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim.

Nagrody za dziaªalno±¢ naukow¡.

∗ Nagroda indywidualna III stopnia, 2018 r., Rektor Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w
Poznaniu, za wyniki naukowe.

∗ Nagroda Dziekana, 2007 r., Dziekan Wydziaªu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im.
Adama Mickiewicza w Poznaniu, za wyró»nion¡ rozpraw¦ doktorsk¡.
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Informacja o osi¡gni¦ciach dydaktycznych

Informacja o obci¡»eniu dydaktycznym.

∗ Lata akademickie: od 2017 r. do 2020 r.
Wykªad: Matematyka - Chemia.
�wiczenia: Matematyka - Chemia.

∗ Rok akademicki: od 2016 r. do 2017 r.
Wykªad: Matematyka - Chemia.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1, Analiza funkcjonalna, Teoria miary i caªki, Matematyka
- Chemia.

∗ Rok akademicki: od 2015 r. do 2016 r.
Wykªad: Matematyka - Chemia.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1, Teoria miary i caªki, Matematyka - Chemia.

∗ Rok akademicki: od 2014 r. do 2015 r.
Wykªad: Matematyka - Chemia.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1, Teoria miary i caªki, Analiza matematyczna dla infor-
matyków 1, Matematyka - Chemia.

∗ Rok akademicki: od 2013 r. do 2014 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1 i 3, Analiza funkcjonalna, Analiza matematyczna dla
informatyków 1, Matematyka - Chemia.

∗ Rok akademicki: od 2012 r. do 2013 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1, Podstawy matematyki - Biologia, Matematyka - Geoin-
formacja, Matematyka ze statystyk¡ - Biologia, Wst¦p do matematyki, Analiza matematyczna
dla informatyków 1, Matematyka - Chemia.

∗ Rok akademicki: od 2011 r. do 2012 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1, Matematyka - Geoekologia, Matematyka - Biologia i
ochrona ±rodowiska, Analiza matematyczna dla informatyków 1.

∗ Rok akademicki: od 2010 r. do 2011 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1 oraz 3, Analiza funkcjonalna, Teoria miary i caªki.
Seminarium licencjackie.

∗ Rok akademicki: od 2009 r. do 2010 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1 oraz 3, Analiza funkcjonalna.
Seminarium licencjackie.
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∗ Rok akademicki: od 2008 r. do 2009 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1 oraz 3, Analiza funkcjonalna, Funkcje analityczne.

∗ Rok akademicki: od 2007 r. do 2008 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 3 oraz 4, Analiza funkcjonalna, Teoria miary i caªki, Funkcje
analityczne.

∗ Rok akademicki: od 2006 r. do 2007 r.
�wiczenia: Analiza matematyczna 1, Analiza funkcjonalna, Funkcje analityczne.

Informacja o recenzowanych pracach dyplomowych.

∗ Imi¦ i nazwisko studenta: Natalia Wojtkowiak.
Tytuª pracy licencjackiej: �O funkcjach ci¡gªych nieró»niczkowalnych w »adnym punkcie�,
2016 r.

∗ Imi¦ i nazwisko studenta: Magdalena Gªowi«ska.
Tytuª pracy licencjackiej: �O równaniu funkcyjnym d'Alemberta�, 2016 r.

∗ Imi¦ i nazwisko studenta: Sylwia Modzelewska.
Tytuª pracy licencjackiej: �Metody obliczania caªek niewªa±ciwych. Warto±¢ gªówna caªki�,
2015 r.

∗ Imi¦ i nazwisko studenta: Paulina Toczko.
Tytuª pracy licencjackiej: �Sumowalno±¢ szeregów Fouriera�, 2015 r.

Podnoszenie kwali�kacji dydaktycznych.

∗ Test TOEIC Listening & Reading z wynikiem 960 pkt, 2018 r.

∗ Studia podyplomowe na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, Przetwarzanie
danych � Big Data, od 2017 r. do 2018 r.

∗ Kurs w ramach projektu ZCPK: Zintegrowane Centrum Podnoszenia Kompetencji, Kurs j¦-
zyka angielskiego: od B2 do C1, od 2017 r. do 2018 r.

∗ Kurs w ramach projektu ZCPK: Zintegrowane Centrum Podnoszenia Kompetencji, Aktorskie
umiej¦tno±ci emisji gªosu jako innowacyjne narz¦dzie pracy nauczyciela akademickiego, 2017 r.

∗ Kurs w ramach projektu ZCPK: Zintegrowane Centrum Podnoszenia Kompetencji, Data mi-

ning w ±rodowisku programistycznym R, 2017 r.

Opieka naukowa nad studentami. W 2016 r. byªem opiekunem dwóch zespoªów badawczych
w czwartej edycji Pozna«skich Praktyk Badawczych, pracuj¡cych nad nast¦puj¡cymi zagadnieniami:

∗ Krzywe zmian blasku planetoid.

∗ Stworzenie narz¦dzia do obliczania parametru siªy spr¦»yn gazowych, dostosowanej do wymo-
gów u»ytkownika.



Notacja, de�nicje i fakty

Miary wektorowe oraz operatory caªkowania

W tej cz¦±ci zarysujemy tªo teorii miary wektorowej oraz ustalimy istotne oznaczenia. Wi¦cej
szczegóªów na ten temat mo»na znale¹¢ w ksi¡»kach [55, 103, 107, 130].

W tej sekcji, b¦dziemy rozwa»a¢ przestrzenie Banacha X,Y, Z nad ciaªem liczb zespolonych
(w skrócie zespolone przestrzenie Banacha). Nale»y zauwa»y¢, »e mo»emy równie» zaªo»y¢, »e s¡ to
przestrzenie Banacha nad ciaªem liczb rzeczywistych (w skrócie rzeczywiste przestrzenie Banacha),
ale dla uproszczenia prezentacji b¦dziemy rozwa»a¢ przypadek zespolony. Przez BX b¦dziemy ozna-
czali (domkni¦t¡) kul¦ jednostkow¡ przestrzeni X. Tak jak zazwyczaj, przez X∗ b¦dziemy oznaczali
przestrze« dualn¡ do przestrzeni Banacha X. Je»eli Y i Z s¡ izometryczne, to b¦dziemy pisa¢ Y ∼= Z.

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ σ-sko«czon¡ oraz niech L0(µ) b¦dzie przestrzeni¡
(klas równowa»no±ci µ-p.w. równych) funkcji mierzalnych na Ω o warto±ciach zespolonych, wyposa-
»on¡ w topologi¦ zbie»no±ci wedªug miary na zbiorach miary sko«czonej. Zbiór wszystkich funkcji
Σ-prostych b¦dziemy oznaczali przez simΣ.

Dla dowolnych dwóch funkcji o warto±ciach rzeczywistych f oraz g b¦dziemy u»ywa¢ symbolu
f ≺ g, gdy istnieje staªa c > 0 taka, »e f(t) 6 c g(t) dla wszystkich t z dziedziny f oraz g oraz f � g

za ka»dym razem, gdy f ≺ g oraz g ≺ f .

Ideaªem Y := Y (µ) kraty wektorowej L0(µ) nazywamy podprzestrze« wektorow¡ takich f ∈
L0(µ), dla których jest speªniony warunek |f | 6 |g| µ-p.w. dla pewnego g ∈ Y . Ideaª (Y (µ), ‖ · ‖Y ) nazy-
wamy funkcyjn¡ krat¡ Banacha (w skrócie krat¡ Banacha) (lub funkcyjn¡ przestrzeni¡ Köthego)
na (Ω,Σ, µ), je»eli tylko simΣ ⊂ Y oraz ‖ · ‖Y jest tak¡ norm¡ kratow¡ dla której Y jest przestrzeni¡
zupeªn¡. Przypomnijmy, »e norma kratowa to taka norma, »e dla ka»dych f, g ∈ Y speªniaj¡cych
nierówno±¢ |f | 6 |g| µ-p.w. równie» mamy ‖f‖Y 6 ‖g‖Y . Najbardziej znacz¡cymi przykªadami funk-
cyjnych krat Banacha s¡ przestrzenie Lebesgue'a, Orlicza oraz Lorentza.

Je»eli dodatkowo Y zawiera wraz z funkcj¡ g ka»d¡ funkcj¦ f , która jest równomierzalna z
g, gdzie ‖f‖Y = ‖g‖Y , to mówimy wtedy, »e Y jest niezmiennicza ze wzgl¦du na nierosn¡ce

przestawienie (lub symetryczna).

Dodatni sto»ek przestrzeni L0(µ) oznaczamy przez L0(µ)+ oraz dodatni sto»ek przestrzeni
Y oznaczamy przez Y + := Y ∩ L0(µ)+. Mówimy, »e dodatnia funkcja e ∈ Y jest sªab¡ porz¡dkow¡
jedynk¡ przestrzeni Y , je»eli jest sªab¡ porz¡dkow¡ jedynk¡ cz¦±ci rzeczywistej YR (to znaczy, je»eli
dla ka»dego f ∈ Y + mamy f ∧ (ne) ↑ f lub równowa»nie x ∧ e = 0 implikuje, »e x = 0), która
z kolei jest rzeczywist¡ krat¡ Banacha (to znaczy YR := Y ∩ L0

R(µ) gdzie L0
R(µ) := {f ∈ L0(µ) :

f jest funkcj¡ o warto±ciach rzeczywistych µ-p.w.}). Funkcja staªa χΩ jest sªab¡ porz¡dkow¡ jedynk¡
kraty Banacha Y .
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Krata Banacha Y jest kompleksy�kacj¡ (uzespoleniem) rzeczywistej kraty Banacha YR wyposa-
»onej w norm¦ ‖ · ‖YR . Norma ‖ · ‖YR pokrywa si¦ z zaw¦»eniem normy ‖ · ‖Y do podprzestrzeni YR (to
znaczy ‖f‖Y = ‖ |f | ‖XR dla ka»dego f ∈ Y ).

Je»eli Y = Y (µ) jest krat¡ Banacha na (Ω,Σ, µ) oraz w ∈ L0(µ) jest funkcj¡ wagow¡ na Ω (to
znaczy w > 0 p.w. na Ω), to przez Y (w) b¦dziemy oznaczali wagow¡ krat¦ Banacha wyposa»on¡ w
norm¦ ‖f‖Y (w) := ‖fw‖Y .

Dla danej kraty Banacha (Y, ‖ · ‖Y ), cz¦±¢ porz¡dkowa ci¡gªa (absolutnie ci¡gªa) Ya kraty
Y jest zde�niowana jako

Ya :=
{
f ∈ Y : |f | > |fn| ↓ 0 gdzie fn ∈ Y, implikuje ‖fn‖Y ↓ 0

}
.

Ya jest domkni¦tym ideaªem porz¡dkowym kraty Y . Ideaª Ya jest najwi¦kszym ideaªem porz¡dkowym
kraty Y , który dla normy indukowanej ‖ · ‖Y jest porz¡dkowo ci¡gªy. Zauwa»my równie», »e f ∈ Ya
wtedy i tylko wtedy, gdy limn→∞ ‖fχBn‖Y = 0 dla dowolnego ci¡gu {Bn}∞n=1 ⊂ Σ takiego, »e Bn ↘ ∅
(to znaczy ci¡g {Bn} jest ci¡giem zst¦puj¡cym takim, »e µ(Bn ∩ B) → 0 dla ka»dego zbioru miary
sko«czonej B). Mówimy, »e krata Banacha Y jest porz¡dkowo ci¡gªa (lubminimalna), gdy Y = Ya.

Przypomnijmy równie», »e ka»dy ideaª Z o no±niku Ω (lub równowa»nie χΩ ∈ Z) porz¡dkowo
ci¡gªej kraty Banacha Y jest g¦sty w Y .

Mówimy, »e krata Banacha X jest maksymalna (lub posiada wªasno±¢ Fatou), je»eli ilekro¢
{xn} jest takim ci¡giem ograniczonym w normie przestrzeni X, »e 0 6 xn ↑ x ∈ L0(µ), to wtedy x ∈ X
oraz ‖xn‖X ↑ ‖x‖X .

Przypomnijmy, »e zbiorem dodatnio normuj¡cym B, nazywamy taki zbiór przestrzeni dualnej
L∗ kraty L, »e

‖x‖L = sup
x∗∈B
〈|x|, x∗〉.

Niech (Ω,Σ) b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡ i niech m : Σ → X b¦dzie miar¡ wektorow¡ (to
znaczy m jest σ-addytywn¡ funkcj¡ zbioru). Wariacj¡ miary m nazywamy funkcj¦ zbioru |m| : Σ→
[0,∞] zadan¡ przez |m|(A) = supπ

∑
B∈π ‖m(B)‖X dla ka»dego A ∈ Σ, gdzie supremum przebiega

po wszystkich sko«czonych i rozª¡cznych podziaªach π zbioru A. Miara |m| jest najmniejsz¡ miar¡ o
warto±ciach w [0,∞], która majoryzuje m (to znaczy ‖m(A)‖E 6 |m| (A) dla ka»dego A ∈ Σ). Dla
ka»dego x∗ ∈ X∗, niech 〈m,x∗〉 : Σ 7→ C oznacza miar¦ skalarn¡

〈m,x∗〉(A) := 〈m(A), x∗〉, A ∈ Σ.

Semiwariacj¡ ‖m‖ miary m nazywamy funkcj¦ zbioru zde�niowan¡ jako

‖m‖(A) := sup
x∗∈BX∗

|〈m,x∗〉|(A), A ∈ Σ,

gdzie BX∗ jest kul¡ jednostkow¡ przestrzeni X∗.

Twierdzenie Orlicza�Pettisa gªosi, »e sko«czenie addytywna funkcja zbioru m : Σ→ X o warto-
±ciach w przestrzeni Banacha X jest σ-addytywna wtedy i tylko wtedy, gdy jest skalarnie σ-addytywna
(to znaczy 〈m,x∗〉 jest σ-addytywna dla dowolnego x∗ ∈ X∗).

Niech L0(Σ) oznacza przestrze« wszystkich zespolonych, Σ-mierzalnych funkcji na Ω. Zgodnie
z [107, De�nition 2.1] funkcj¦ f ∈ L0(Σ) b¦dziemy nazywa¢ caªkowaln¡ wzgl¦dem miary wekto-

rowej m (w skrócie m-caªkowaln¡), je»eli
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(1) jest caªkowalna wzgl¦dem ka»dej miary skalarnej 〈m,x∗〉 dla x∗ ∈ X∗ oraz
(2) dla ka»dego zbioru A ∈ Σ, istnieje jedyny element mf (A) ∈ X, speªniaj¡cy równo±¢

〈mf (A), x∗〉 =

∫
A
f d〈m,x∗〉, x∗ ∈ X∗.

Z twierdzenia Orlicza�Pettisa (zobacz [55, Ch. I, Corollary 2.4]) funkcja zbioru mf : A 7→ mf (A) o
warto±ciach z przestrzeni X jest miar¡ wektorow¡. Miar¦ wektorow¡ mf b¦dziemy nazywali caªk¡
nieoznaczon¡ z funkcji f wzgl¦dem (miary wektorowej) m oraz b¦dziemy u»ywa¢ klasycznego zapisu∫

A
f dm := mf (A), A ∈ Σ.

Niech L1(m) oznacza przestrze« wszystkich caªkowalnych wzgl¦dem miarym funkcji na Ω, wyposa»on¡
w seminorm¦ ‖ · ‖L1(m) okre±lon¡ przez

‖f‖L1(m) := sup
x∗∈BX∗

∫
Ω
|f | d|〈m,x∗〉|, f ∈ L1(m).

Powy»szy funkcjonaª równie» speªnia równo±¢ ‖f‖L1(m) = ‖mf‖(Ω). Ka»da Σ-prosta funkcja s : Ω→ C
(to znaczy s =

∑n
j=1 ajχAj dla pewnych aj ∈ C oraz Aj ∈ Σ, gdzie j ∈ {1, . . . , n} oraz n ∈ N) jest

caªkowalna wzgl¦dem miary m.

Niech N (m) oznacza podprzestrze« L1(m) skªadaj¡c¡ si¦ z tych wszystkich funkcji f , które
speªniaj¡ warunek ‖f‖L1(m) = 0. Zbiór A ∈ Σ nazywamy zbiorem miary zero wzgl¦dem miary
wektorowej m, je»eli χA ∈ N (m) (to znaczy ‖m‖(A) = 0). Rodzin¦ zbiorów miary zero wzgl¦dem
miary m oznaczamy przez N0(m). Zbiory miary zero wzgl¦dem m oraz wzgl¦dem ‖m‖ s¡ takie same
(to znaczy N0(m) = N0(‖m‖)).

Identy�kujemy L1(m) z jego przestrzeni¡ ilorazow¡ L1(m)/N (m) oraz b¦dziemy identy�kowa¢
seminorm¦ ‖ · ‖L1(m) z norm¡ tej przestrzeni ilorazowej. L1(m) jest krat¡ wektorow¡ z m-p.w. punk-
towym porz¡dkiem oraz ‖ · ‖L1(m) jest norm¡ kratow¡ na L1(m). Jak zwykle, b¦dziemy pisa¢ Im dla
operatora caªkowania Im : Σ → X, Im(f) :=

∫
Ω f dm dla f ∈ L1(m). Je»eli wymagany jest tylko

podpunkt (1) w powy»szej de�nicji, to powy»sza konstrukcja zapewnia funkcyjn¡ krat¦ Banacha L1
w(m)

funkcji sªabo caªkowalnych wzgl¦dem miary m, wyposa»on¡ w takie same norm¦ i porz¡dek.

Przypomnijmy nast¦puj¡cy wynik Lewisa z artykuªu [107]: Funkcja f ∈ L0(Σ) jest caªkowalna
wzgl¦dem miary m wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci¡g {sn}∞n=1 ⊂ simΣ (odpowiednio, {fn}∞n=1 ⊂
L1(m)) zbie»ny punktowo do f taki, »e ci¡g {

∫
A sn dm}

∞
n=1 (odpowiednio, {

∫
A fn dm}

∞
n=1) jest zbie»ny

w przestrzeni X dla ka»dego A ∈ Σ oraz∫
A
f dm = lim

n→∞

∫
A
sn dm

(
odpowiednio,

∫
A
f dm = lim

n→∞

∫
A
fn dm

)
.

Miar¦ sko«czon¡ µ : Σ → [0,∞) nazywamy miar¡ kontroln¡ dla miary wektorowej m : Σ →
X, je»eli µ oraz m s¡ wzajemnie absolutnie ci¡gªe (to znaczy µ(A) → 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
m(A)→ 0). Na mocy twierdzenia Pettisa powy»szy warunek jest równowa»ny N0(µ) = N0(m).

Istnienie funkcjonaªu liniowego x∗ ∈ X∗ takiego, »e miara skalarna |〈m,x∗〉| : Σ → [0,∞) jest
miar¡ kontroln¡ dla m zapewnia twierdzenie Rybakowa [55, Ch. IX, Theorem 2.2]. Funkcjonaª x∗ jest
nazywany funkcjonaªem Rybakowa.
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Dla przestrzeni L1(m) zachodzi twierdzenie Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej. Dla danego
g ∈ L1(m)+, je»eli {fn}∞n=1 ⊂ L0(Σ) zbiega m-p.w. do funkcji f ∈ L0(Σ) oraz |fn| 6 g m-p.w. dla
wszystkich n ∈ N, to f jest m-caªkowalna oraz limn→∞ fn = f w topologii normy ‖ · ‖L1(m).

Przestrze« L1(m) jest generowan¡ przez zbiór sªabo zwarty przestrzeni¡ Banacha, w której simΣ

jest g¦sty. Dla dowolnej miary kontrolnej µ dla m przestrze« L1(m) ⊂ L0(µ) jest krat¡ Banacha na
przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ), jej norma ‖ · ‖L1(m) jest porz¡dkowo ci¡gª¡ norm¡ kratow¡ oraz funkcja
staªa χΩ jest sªab¡ jedynk¡ L1(m). Poniewa» przestrze« L1(m) jest porz¡dkowo ci¡gªa, to jej przestrze«
dualna L1(m)∗ posiada reprezentacj¦ jako przestrze« dualna Köthego L1(m)′, która jest zde�niowana
przez funkcje mierzalne pozwalaj¡ce na zapis elementów z dualu jako caªek. Dla dowolnego funkcjo-
naªu Rybakowa x∗, zachodzi zanurzenie L1(m) ⊂ L1(|〈m,x∗〉|) jako podkrat wektorowych przestrzeni
L0(|〈m,x∗〉|) oraz naturalny operator tego zanurzenia jest ci¡gªy.

Przestrze« L∞(m) skªada si¦ ze wszystkich m-istotnie ograniczonych Σ-mierzalnych funkcji o
warto±ciach z C. Jest ona wyposa»ona w istotn¡ norm¦ supremaln¡ ‖ · ‖L∞(m) oraz jest funkcyjn¡ krat¡
Banacha na przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ), gdzie µ jest dowoln¡ miar¡ kontroln¡ dla m.

Miar¦ wektorow¡ o warto±ciach z kraty Banacha nazywamy dodatni¡, je»eli jej obraz le»y w
sto»ku dodatnim. Niech E b¦dzie porz¡dkowo ci¡gª¡ krat¡ Banacha ze sªab¡ jedynk¡. Wtedy istnieje
dodatnia miara wektorowa m o warto±ciach w E taka, »e E oraz L1(m) s¡ kratowo izometryczne
(zobacz [43, Theorem 8] lub [130, Proposition 3.9]). Je»eli E jest krat¡ Banacha oraz m : Σ→ E jest
dodatni¡ miar¡ wektorow¡, to norma ‖ · ‖L1(m) przyjmuje prostsz¡ form¦

‖f‖L1(m) =
∥∥∥∫

Ω
|f | dm

∥∥∥
E
.

Przypomnijmy niektóre zaawansowane wyniki dotycz¡ce miar wektorowych przyjmuj¡cych war-
to±ci w `∞

(
Γ, X(µ)

)
, zadanych przez rodziny indeksowane przez zbiór Γ funkcji nale»¡cych do X(µ).

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡.

Fakt ([146, Lemma 5.1]). Niech N ⊆ L1(µ) b¦dzie zbiorem ograniczonym oraz niech mN : Σ→
`∞(N) b¦dzie funkcj¡ zbioru zadan¡ przez

mN (A) :=
(∫

A
g dµ

)
g∈N

.

Zachodz¡ wtedy nast¦puj¡ce stwierdzenia:

(i) Je»eli N jest relatywnie sªabo zwartym podzbiorem L1(µ), to mN jest miar¡ wektorow¡.

(ii) Je»eli N jest takie, »e mN jest σ-addytywna oraz przestrze« L1(mN ) zawiera si¦ w L1(µ), to

N jest relatywnie sªabo zwartym podzbiorem L1(µ).

Fakt ([146, Proposition 5.2]). Niech m : Σ → E b¦dzie miar¡ wektorow¡ oraz niech µ b¦dzie

miar¡ kontroln¡ Rybakowa dla m. Rozwa»my zbiór dodatnio normuj¡cy N dla L1(m) dany przez

N :=
{ d|〈m,x∗〉|

dµ
: x∗ ∈ BE∗

}
.

Niech mN : Σ→ `∞(N) b¦dzie miar¦ wektorow¡ zde�niowan¡ tak jak w Lemacie 4. Wtedy L1(mN ) =

L1(m) oraz L1
w(mN ) = L1

w(m).

Nale»y zauwa»y¢, »e powy»szy zbiór N jest ograniczonym, równo-caªkowalnym (jednostajnie
caªkowanym) podzbiorem L1(µ), a zatem N jest podzbiorem relatywnie sªabo zwartym.
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Metryczna entropia oraz wielko±ci aproksymacyjne

B¦dziemy u»ywali standardowych poj¦¢ teorii przestrzeni Banacha. Gdy X = (X, ‖ · ‖X) jest
przestrzeni¡ Banacha (cz¦sto b¦dziemy pisa¢ ‖ · ‖, gdy przestrze« Banacha zostaªa wcze±niej ustalona),
to przez BX b¦dziemy oznaczali jej (domkni¦t¡) kul¦ jednostkow¡. Przestrzenie ograniczonych oraz
przestrzenie zwartych operatorów liniowych, pomi¦dzy przestrzeniami Banacha X oraz Y , b¦dziemy
oznaczali przez odpowiednio, L(X,Y ) oraz K(X,Y ), gdzie L(X) := L(X,X) oraz K(X) := K(X,X).
Operator T ∈ L(X) jest pot¦gowo zwarty, je»eli istnieje n ∈ N takie, »e Tn ∈ K(X).

Przypomnijmy pewne klasyczne wielko±ci zwi¡zane z operatorem T ∈ L(X,Y ) pomi¦dzy prze-
strzeniami Banacha:

Dla danego n ∈ N, n-ta (wewn¦trzna) liczba entropijna ϕn(T ) = ϕn(T : X → Y ) jest zde-
�niowana jako supremum zbioru tych wszystkich ρ > 0 takich, »e istniej¡ x1, ..., xp ∈ BX , p > n, dla
których

‖T (xi − xj)‖ > 2ρ, 1 6 i < j 6 p ,

n-ta (zewn¦trzna) liczba entropijna εn(T ) = εn(T : X → Y ) jest zde�niowana jako in�mum zbioru
tych wszystkich ε > 0 takich, »e istniej¡ y1, ..., yn ∈ Y , dla których

T (BX) ⊂
n⋃
j=1

{yj + εBY } ,

n-ta diadyczna liczba entropijna

en(T ) := ε2n−1(T ) ,

n-ty moduª entropijny

gn(T ) := inf
k∈N

k
1/(2n)εk(T )

oraz miara niezwarto±ci

β(T ) := lim
n→∞

εn(T ) .

Zauwa»my, »e ‖T‖ = ε1(T ) > εn(T ) dla ka»dego n ∈ N oraz »e T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
β(T ) = 0.

Zwró¢my szczególn¡ uwag¦ na to, »e teoria s-liczb odgrywa zasadnicz¡ rol¦ w badaniu ope-
ratorów i lokalnej teorii przestrzeni Banacha oraz »e aksjomatyczne podej±cie do tych liczb zostaªo
opracowane przez Pietscha w artykule [139] :

Dla danego n ∈ N, n-ta liczba aproksymacyjna

an(T ) := inf
{
‖T − S‖ : S ∈ L(E,F ), rank(S) < n

}
,

n-ta liczba Gelfanda

cn(T ) := inf
{
‖T |G‖ : G ⊂ E, codim(G) < n

}
,

n-ta liczba Koªmogorowa

dn(T ) := inf
{
ε > 0 : G ⊂ F, dim(G) < n, T (BE) ⊂ G+ εBF

}
oraz n-ta liczba Weyla

xn(T ) := sup
{
an(TS) : S ∈ L(`2, X), ‖S‖ 6 1

}
.



86 NOTACJA, DEFINICJE I FAKTY

Je»eli przez T ∗ oznaczymy operator dualny do T , to cn(T ) = dn(T ∗) dla dowolnego operatora,
podczas gdy analogiczne to»samo±ci an(T ) = an(T ∗), dn(T ) = cn(T ∗) s¡ prawdziwe ogólnie rzecz
bior¡c tylko dla operatorów zwartych. W przypadku operatorów dziaªaj¡cych pomi¦dzy przestrzeniami
Hilberta wszystkie te ró»norodne s-liczby pokrywaj¡ si¦.

Przypomnijmy nast¦puj¡c¡ podstawow¡ relacj¦ pomi¦dzy liczbami Koªmogorowa a liczbami
aproksymacyjnymi (zobacz [26, Proposition 2.4.6])

dn(T ) 6 an(T ) 6
√

2ndn(T ) , n ∈ N.

Inne wªasno±ci powy»szych wielko±ci mo»na znale¹¢ w monogra�i [26].

Teoria Riesza operatorów ograniczonych

Przypomnijmy kilka podstawowych poj¦¢ i wyników z teorii spektralnej. Mówimy, »e dany ope-
rator T ∈ L(X) na zespolonej przestrzeni Banacha X jest operatorem Fredholma pod warunkiem,
»e jego j¡dro N(T ) jest sko«czenie wymiarowe oraz kowymiar jego obrazu R(T ) jest sko«czony. Znany
jest fakt, »e T jest operatorem Fredholma wtedy i tylko wtedy, gdy jego klasa równowa»no±ci jest
elementem odwracalnym w algebrze Calkina L(X)/K(X).

Oznaczmy przez σ(T ) widmo operatora T . Widmo istotne σess(T ) to zbiór wszystkich λ ∈ C,
dla których λIX − T nie jest operatorem Fredholma, gdzie IX oznacza operator identyczno±ci na
przestrzeni Banacha X. Istotny promie« spektralny jest zadany wzorem

ress(T ) := sup{|λ| : λ ∈ σess(T )}.

Innym sposobem wyra»enia istotnego promienia spektralnego jest

ress(T ) = lim
n→∞

‖Tn‖1/n
ess ,

gdzie ‖ · ‖ess oznacza istotn¡ norm¦ T , to znaczy odlegªo±¢ w L(X) od operatorów zwartych na X,

‖T‖ess = inf{‖T −A‖ : A ∈ K(X)}.

Operator T ∈ L(X) z ress(T ) = 0 nazywamy operatorem Riesza. Przykªadami operatorów Riesza
s¡ operatory pot¦gowo zwarte. Istotny promie« spektralny mo»na równie» obliczy¢ za pomoc¡ wzoru
Nussbauma [129]

ress(T ) = lim
n→∞

β(Tn)
1/n.

Spo±ród elementów widma σ(T ) szczególnie istotne s¡ warto±ci wªasne. Przypomnijmy, »e krot-
no±¢ algebraiczna warto±ci wªasnej λ 6= 0 operatora T ∈ L(X) jest zde�niowana przez m(T ;λ) =

dim(N∞(λIA − T )), gdzie

N∞(λIX − T ) :=
∞⋃
n=1

N
(
(λIX − T )n

)
.

Klasyczna teoria Fredholma stwierdza, »e zbiór

Λ(T ) := {λ ∈ σ(T ) : |λ| > ress(T )} .

jest co najwy»ej przeliczalny i skªada si¦ z izolowanych warto±ci wªasnych o sko«czonej krotno±ci
algebraicznej. Powy»szy zbiór b¦dziemy nazywa¢ Rieszowsk¡ cz¦±ci¡ widma operatora T . Zauwa»my
równie», »e je»eli λ ∈ Λ(T ), to wtedy X posiada rozkªad

X = N∞(λIX − T )⊕R∞(λIX − T )),
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gdzie

R∞(λIX − T ) :=
∞⋂
n=1

(λIX − T )n(X).

Rzut Pλ przestrzeni X na N∞(λIX − T ) z j¡drem N(Pλ(T )) = R∞(λIX − T ) nazywamy rzutem

spektralnym warto±ci wªasnej λ.

Zgodnie z teori¡ Riesza dla operatorów zwartych (zobacz [26] lub [161] po wi¦cej szczegóªów)
dla danego T ∈ L(X) mo»emy przypisa¢ ci¡g warto±ci wªasnych {λn(T )}∞n=1 z elementów zbioru
Λ(T ) ∪ {ress(T )} w nast¦puj¡cy sposób:

∗ warto±ci wªasne s¡ uporz¡dkowane w kolejno±ci nie wzrastaj¡cych warto±ci bezwzgl¦dnych i
ka»da warto±¢ wªasna jest liczona zgodnie z jej krotno±ci¡ algebraiczn¡;
∗ je»eli T posiada mniej ni» n warto±ci wªasnych λ takich, »e |λ| > ress(T ), to wtedy kªadziemy

λn(T ) = λn+1(T ) = . . . = ress(T );

∗ kolejno±¢ mo»e by¢ niejednoznacznie okre±lona; wybieramy ustalon¡ kolejno±¢ w powy»szej
postaci.

W przypadku gdy T jest operatorem Riesza, ci¡g warto±ci wªasnych skªada si¦ tylko z warto±ci wªa-
snych.

W tym kontek±cie równie» mamy (zobacz e.g., [26] po wi¦cej szczegóªów)

λn(Tm) = λn(T )m , m, n ∈ N(A.1)

oraz

λn(RS) = λn(SR) , n ∈ N,(A.2)

gdzie R ∈ L(E,F ), S ∈ L(F,E) s¡ operatorami dziaªaj¡cymi pomi¦dzy zespolonymi przestrzeniami
Banacha.

Metody interpolacyjne

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych de�nicji i oznacze« z teorii interpolacji (tak jak
w [11, 12, 15]).

Przestrzenie Banacha A0 oraz A1 nazywamy par¡ Banacha (zespolon¡ par¡ Banacha, gdy
przestrzenie A0 oraz A1 s¡ zespolone) oraz piszemy ~A = (A0, A1), gdy istnieje przestrze« topologiczna
Hausdor�a X dla której Aj ↪→ X , j = 0, 1.

W przypadku par Banacha ~A = (A0, A1) oraz ~B = (B0, B1) oraz operatora liniowego T : A0 +

A1 → B0 + B1 b¦dziemy pisa¢ T : ~A → ~B, gdy T |Aj ∈ L(Aj , Bj) dla j = 0, 1. Przestrze« L( ~A, ~B)

wszystkich operatorów T : ~A→ ~B wyposa»ona w norm¦

‖T‖ ~A→ ~B := max
j=0,1

‖T |Aj‖Aj→Bj

jest przestrzeni¡ Banacha. Zamiast L( ~A, ~A) b¦dziemy dla prostoty pisa¢ L( ~A).

Przestrzenie ∆( ~A) := A0∩A1 oraz Σ( ~A) := A0+A1 rozwa»amy tak jak zwykle ze standardowymi
normami. Przestrze« Banacha X nazywamy przestrzeni¡ po±redni¡ wzgl¦dem pary Banacha ~A =
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(A0, A1) pod warunkiem, »e ∆( ~A) ⊂ X ⊂ Σ( ~A). Mówimy, »e ~A jest par¡ nietrywialn¡ je»eli tylko
A0 ∩A1 nie jest domkni¦ta w topologii normy A0 +A1.

Mówimy, »e dwie przestrzenie X oraz Y s¡ przestrzeniami interpolacyjnymi wzgl¦dem ~A

oraz ~B je»eli X oraz Y s¡ przestrzeniami po±rednimi wzgl¦dem par Banacha odpowiednio ~A = (A0, A1)

oraz ~B = (B0, B1) oraz T odwzorowuje X w Y , dla ka»dego T ∈ L( ~A, ~B). Je»eli dodatkowo istniej¡
staªa dodatnia C oraz parametr θ ∈ (0, 1) takie, »e

‖T‖X→Y 6 C ‖T‖1−θA0→B0
‖T‖θA1→B1

dla ka»dego T ∈ L( ~A, ~B), to wtedy mówimy, »eX oraz Y s¡ przestrzeniamiwykªadnika θ (dokªadnymi

przestrzeniami wykªadnika θ je»eli C = 1). Dobrze wiadomo, »e przestrze« interpolacyjna metody ze-
spolonej [ ~A ]θ oraz przestrze« interpolacyjna metody rzeczywistej ~Aθ,q z 1 6 q 6 ∞ s¡ dokªadnymi
przestrzeniami wykªadnika θ (zobacz [12]).

Przypomnijmy, »e odwzorowanie F dziaªaj¡ce z kategorii wszystkich par Banacha ~B do kategorii
wszystkich przestrzeni Banacha B nazywamy funktorem interpolacyjnym (lub metod¡ interpo-

lacji), je»eli dla wszystkich par Banacha ~A oraz ~B przestrze« F( ~A) jest po±rednia wzgl¦dem ~A oraz
T odwzorowuje F( ~A) w F( ~B) dla wszystkich operatorów T : ~A → ~B. Je»eli dodatkowo istnieje staªa
dodatnia C niezale»na od wyboru ~A oraz ~B taka, »e

‖T‖F( ~A)→F( ~B) 6 C ‖T‖ ~A→ ~B

dla ka»dego T : ~A→ ~B, to funktor F nazywamy ograniczonym (dokªadnym je»eli C = 1). Najprost-
szymi dokªadnymi funktorami interpolacyjnymi s¡ funktory ∆ oraz Σ. Mówimy, »e F jest (dokªadnym)
funktorem interpolacyjnym wykªadnika θ, je»eli F( ~A) oraz F( ~B) s¡ (dokªadnymi) przestrzeniami wy-
kªadnika θ dla wszystkich par Banacha ~A oraz ~B. Przypomnijmy równie», »e funktor zespolonej metody
interpolacji [ · ]θ oraz funktor rzeczywistej metody interpolacji ( · )θ,q z 1 6 q 6∞ s¡ dokªadnymi funk-
torami interpolacyjnymi wykªadnika θ (zobacz [12]).

Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha. K-funkcjonaªem pary ~A nazywamy odwzorowanie
z sumy A0 + A1 do sto»ka nieujemnych funkcji wkl¦sªych zde�niowanych na (0,∞) × (0,∞), zadane
wzorem

K(s, t, a) = K(s, t, a; ~A) := inf
a=a0+a1,

a0∈A0, a1∈A1

{
s‖a0‖A0 + t‖a1‖A1

}
, s, t > 0.

Dla danych s, t > 0, K-funkcjonaª jest równowa»n¡ norm¡ sumy A0 +A1. W szczególno±ci K(1, 1, a) =

‖a‖A0+A1
.

J-funkcjonaª pary ~A jest odwzorowaniem z przekroju A0 ∩A1 zadanym wzorem

J(s, t, a) = J(s, t, a; ~A) := max
{
s ‖a‖A0

, t ‖a‖A1

}
, s, t > 0.

Dla ustalonych s, t > 0, J-funkcjonaª jest norm¡ równowa»n¡ na przekroju A0 ∩ A1. W szczególno±ci
J(1, 1, a) = ‖a‖A0∩A1

.

Mówimy, »e para Banacha (A0, A1) jest regularna je»eli A◦j = Aj , gdzie A◦j oznacza domkni¦cie
A0 ∩A1 w Aj dla j = 0, 1. Zachodz¡ równie» poni»sze to»samo±ci:

A◦0 =
{
a ∈ A0 +A1 : lim

t→0+
K(1, t, a; ~A) = 0

}
,

A◦1 =
{
a ∈ A0 +A1 : lim

s→0+
K(s, 1, a; ~A) = 0

}
,

A◦0 +A◦1 = A0 ∩A1
A0+A1 .
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Dla funktora interpolacyjnego F , de�niujemy nowy funktor interpolacyjny F◦ wzorem F◦( ~A) =

F( ~A)◦ dla dowolnej pary Banacha ~A. Je»eli F = F◦, to wówczas F nazywamy regularnym funktorem
interpolacyjnym.

Par¦ Banacha (A0, A1) b¦dziemy nazywa¢ uporz¡dkowan¡ je»eli A0 ⊂ A1.

Przypomnijmy de�nicje ci¡gªych wariantów abstrakcyjnych metod rzeczywistej interpola-
cji. Krat¦ E nad przestrzeni¡ z miar¡ (R+, dt/t) b¦dziemy nazywa¢K-nietrywialn¡, gdy speªniony jest
warunek 1∧t ∈ E (lub równowa»nie L∞∩L∞(1/t) ⊂ E). Przestrze«K-metody ~AE;K := (A0, A1)E;K

skªada si¦ z tych wszystkich elementów a ∈ A0 + A1, »e K(1, · , a; ~A) ∈ E oraz jest wyposa»ona w
norm¦

‖a‖ :=
∥∥K(1, · , a; ~A)

∥∥
E
.

Domkni¦cie A0 ∩A1 w ~AE;K b¦dziemy oznaczali przez ~A◦E;K .

B¦dziemy mówi¢, »e element a ∈ A0 + A1 pozwala na kanoniczn¡ reprezentacj¦, gdy ist-
nieje silnie mierzalna funkcja o warto±ciach wektorowych u : R+ → A0 ∩ A1, dla której istnieje caªka
Bochnera�Lebesgue'a

∫ β
α u(t)dt/t dla wszystkich α > 0 oraz β <∞, gdzie

a = lim
α→0+

β→∞

β∫
α

u(t)
dt

t
(zbie»no±¢ w A0 +A1).

Krat¦ Banacha E nad przestrzeni¡ miary (R+, dt/t) b¦dziemy nazywa¢ J-nietrywialn¡, gdy

E ∩ Lloc

(
R+,

dt

t

)
6= ∅ oraz E ⊂ L1(1 ∧ t−1, dt/t) = L1 + L1(1/t).

Przestrze« J-metody ~AE;J := (A0, A1)E;J skªada si¦ ze wszystkich elementów a ∈ A0 + A1, które
pozwalaj¡ na kanoniczn¡ reprezentacj¦ oraz jest wyposa»ona w norm¦

‖a‖ := inf
∥∥J(1, ·, u(t); ~A)

∥∥
E
,

gdzie kres dolny przebiega po wszystkich kanonicznych reprezentacjach.

Dobrze wiadomo (zobacz [128]), »e je»eli E jest parametrem metody rzeczywistej (to
znaczy E jest zarówno K-nietrywialna jak i J-nietrywialna), to dla ka»dej pary Banacha ~A

~AE;K ↪→ ~AE;J .

Je»eli dodatkowo operator Calderóna Ω zde�niowany na E wzorem

Ω(f)(t) := lim
α→0+

∫ t

α
f(s)

ds

s
+ t lim

β→∞

∫ β

t
s−1f(s)

ds

s

jest ograniczony na E, to wtedy

~AE;J ↪→ ~AE;K .

W tym przypadku b¦dziemy pisa¢ ~AE zamiast ~AE;K lub ~AE;J .

Zauwa»my, »e w przypadku gdy E = Lq
(
t−θ, dt/t

)
z 1 6 q 6∞ oraz θ ∈ (0, 1), to operator Cal-

deróna Ω jest ograniczony na E. Otrzymujemy wtedy klasyczn¡ przestrze« interpolacyjn¡ metody

rzeczywistej ~Aθ,q oraz funktor metody rzeczywistej ( · )θ,q (zobacz na przykªad [12, 15])

(A0, A1)θ,q = (A0, A1)E .
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Przypomnijmy równie» (zobacz [12, Theorem 3.4.2]), »e w przypadku gdy 1 6 q <∞ przekrój A0∩A1

jest g¦sty w ~Aθ,q. Domkni¦cie A0 ∩A1 w ~Aθ,∞ jest przestrzeni¡ ~A◦θ,∞ tych wszystkich a, »e

K(t−θ, t1−θ, a; ~A)→ 0 przy t→ 0+ lub t→∞.

Zwró¢my tutaj uwag¦, »e w przypadku gdy ~A jest par¡ nietrywialn¡, to przekrój A0∩A1 nie jest gesty
w ~Aθ,∞ (zobacz [46]).

Niech ~A b¦dzie par¡ Banacha oraz θ ∈ (0, 1). Wtedy (zobacz [12])

∗ Przestrze« Banacha X jest klasy CK(θ; ~A) wtedy i tylko wtedy, gdy ∆( ~A) ⊂ X ⊂ ~Aθ,∞.
∗ Przestrze« Banacha X jest klasy CJ(θ; ~A) wtedy i tylko wtedy, gdy ~Aθ,1 ⊂ X ⊂ Σ( ~A).

Przypomnijmy pokrótce de�nicj¦ (dolnej) metody zespolonej interpolacji podan¡ przez Cal-
deróna w artykule [18]. Niech S = {z ∈ C : 0 6 <z 6 1}. Wtedy G(A0, A1) jest przestrzeni¡ wszystkich
ograniczonych funkcji ci¡gªych f : S → A0 +A1, analitycznych we wn¦trzu pasa S oraz takich, »e od-
wzorowanie t 7→ f(j + it) jest ci¡gªe oraz ograniczone z R w Aj dla j = 0, 1 oraz speªnia

lim
|t|→∞

‖f(j + it)‖Aj = 0, j = 0, 1.

Przestrze« G(A0, A1) wyposa»ona w norm¦

‖f‖G(A0,A1) = max

{
sup
t∈R
‖f(it)‖A0

, sup
t∈R
‖f(1 + it)‖A1

}
jest przestrzeni¡ Banacha oraz dla ka»dego θ ∈ (0, 1) przestrze« zespolonej interpolacji [ ~A]θ = [A0, A1]θ

skªada si¦ ze wszystkich a ∈ A0 +A1 posiadaj¡cych posta¢ a = f(θ) dla pewnej funkcji f ∈ G(A0, A1).
Ponadto

‖a‖[A0,A1]θ
= inf

{
‖f‖G(A0,A1) : f ∈ G(A0, A1), f(θ) = a

}
.

Przejdziemy teraz do geometrycznej interpolacji pomi¦dzy przestrzeniami Hilberta. Naj-
bardziej reprezentatywn¡ prac¡ w tym zakresie jest artykuª [28], w którym podano wi¦cej szczegóªów
(zobacz tak»e [5, 57] lub [A6]). Niech ~H = (H0, H1) b¦dzie regularn¡ par¡ Banacha przestrzeni
Hilberta (w przypadku nieregularnym zobacz artykuª [57]). Jak wiadomo, z twierdzenia Riesza o re-
prezentacji (wi¦cej szczegóªów mo»na znale¹¢ w pracach [57, p. 253] oraz [4, p. 261]) istnieje jedyny,
dodatni oraz samosprz¦»ony operator A na H0 taki, »e〈

ξ, η
〉
H1

=
〈
A

1/2ξ, A
1/2η
〉
H0
, ξ, η ∈ ∆( ~H),

gdzie DomA1/2 = ∆( ~H). Operator A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy H0 jest zawarty w H1.
Niech θ ∈ (0, 1). De�niujemy nowy iloczyn skalarny na przekroju ∆( ~H) przez〈

ξ, η
〉
θ

=
〈
A
θ/2ξ, A

θ/2η
〉
H0
, θ ∈ (0, 1).

Przekrój ∆( ~H) jest zawarty w DomAθ/2. Domkni¦cie ∆( ~H) w normie zadanej iloczynem skalarnym
b¦dziemy oznaczali przez Hθ. Przestrze« Hθ jest przestrzeni¡ interpolacyjn¡ metody geometrycz-

nej oraz pokrywa si¦ z [ ~H]θ. Zauwa»my, »e przestrzenie ∆( ~H) oraz Σ( ~H) wyposa»one odpowiednio w
normy:

‖f‖2∆ := ‖f0‖20 + ‖f1‖21 oraz ‖f‖2Σ := inf
f=f0+f1

‖f0‖20 + ‖f1‖21

s¡ równie» przestrzeniami Hilberta (zobacz na przykªad [6]).
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W dalszej cz¦±ci symbolem (Ψ) b¦dziemy oznaczali zbiór wszystkich funkcji ϕ : [0,∞)×[0,∞)→
[0,∞) niemalej¡cych wzgl¦dem ka»dej zmiennej z osobna oraz podmultiplikatywnych (to znaczy ϕ(su, tv) 6

ϕ(s, t)ϕ(u, v) dla wszystkich u, v, s, t > 0).

Przez (Φ) b¦dziemy oznaczali zbiór wszystkich funkcji ϕ : [0,∞)×[0,∞)→ [0,∞) niemalej¡cych
wzgl¦dem ka»dej zmiennej z osobna oraz dodatnio jednorodnych (to znaczy ϕ(λs, λt) = λϕ(s, t) dla
wszystkich λ, s, t ≥ 0). Przyjmujemy oznaczenie (Ξ) := (Ψ) ∩ (Φ).

Dla dowolnej funkcji ϕ ∈ (Φ) de�niujemy jej inwolucj¦ ϕ∗ przez

ϕ∗(s, t) :=
1

ϕ(1/s, 1/t)
, s, t > 0

oraz funkcj¦ ϕ̄ zadan¡ przez

ϕ(s, t) := sup
{ϕ(su, tv)

ϕ(u, v)
, u, v > 0

}
, s, t > 0.

Funkcja ϕ∗ nale»y do (Φ) oraz funkcja ϕ̄ nale»y do (Ξ).

Symbolem (Υ) b¦dziemy oznaczali zbiór wszystkich funkcji ϕ : [0,∞)×[0,∞)→ [0,∞) dodatnio
jednorodnych oraz speªniaj¡cych warunek

ϕ(s, 0) = lim inf
v→0+

ϕ(s, v), ϕ(0, t) = lim inf
u→0+

ϕ(u, t),

dla wszystkich s, t > 0. Mamy te» równo±¢ (Ξ) = (Ψ) ∩ (Υ).

Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha. Dla danej funkcji ϕ ∈ (Φ), de�niujemy przestrze«

Marcinkiewicza Mϕ( ~A) generowan¡ przez ~A wzorem

Mϕ( ~A) :=
{
a ∈ A0 +A1 : ‖a‖ϕ := sup

s,t>0

K(s, t, a)

ϕ(s, t)
<∞

}
.

W przypadku gdy ϕ(s, t) = s1−θtθ dla wszystkich s, t > 0 oraz dla pewnego θ ∈ (0, 1), to przestrze«
Marcinkiewicza Mϕ( ~A) b¦dziemy oznaczali przez Mθ( ~A).

Niech ϕ ∈ (Φ) oraz niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha. Zgodnie z artykuªem [133],
abstrakcyjna przestrze« Lorentza Λϕ( ~A) skªada si¦ ze wszystkich a ∈ A0 +A1 takich, »e

a =
∑
n∈Z

un (zbie»no±¢ w A0 +A1), gdzie un ∈ A0 ∩A1

oraz ∑
n∈Z

ϕ
(
‖un‖A0 , ‖un‖A1

)
<∞.

Norma w przestrzeni Λϕ( ~A) jest zadana przez

‖a‖Λϕ( ~A) = inf
{∑
n∈Z

ϕ
(
‖un‖A0 , ‖un‖A1

)
: a =

∑
n∈Z

un, un ∈ A0 ∩A1

}
.

Zauwa»my, »e je»eli ~A = (A0, A1) jest par¡ Banacha oraz X jest przestrzeni¡ Banacha tak¡, »e
X ⊂ A0+A1, to z twierdzenia o wykresie domkni¦tym wynika, »e operator zanurzenia id : X → A0+A1

jest ograniczony. Oznacza to, »e funkcja zadana przez

κX(s, t) = κX(s, t; ~A) := sup
{
K(s, t, a; ~A) : ‖a‖X = 1

}
, s, t > 0
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jest dobrze zde�niowana. Wiadomo, »e przestrze« MκX ( ~A) jest najmniejsz¡ przestrzeni¡ Marcinkie-
wicza Mϕ( ~A) o tej wªasno±ci, »e operator zanurzenia id : X → Mϕ( ~A) jest ograniczony przy czym
‖ id ‖ 6 1. W szczególno±ci Mθ( ~A) zawiera obydwie przestrzenie [ ~A]θ oraz ~Aθ,q.

Zauwa»my równie» tutaj, »e ka»dy element w Mϕ( ~A) posiada standardowy rozkªad. Zaªó»my,
»e X jest przestrzeni¡ interpolacyjn¡ wzgl¦dem pary Banacha ~A = (A0, A1). Je»eli operator zanurzenia
id : X → Mϕ( ~A) jest ograniczony ze staª¡ C := ‖ id : X → Mϕ( ~A)‖, to dla dla wszystkich a ∈ X oraz
s, t, ε > 0 istniej¡ elementy a0 ∈ A0 oraz a1 ∈ A1 takie, »e

a = a0 + a1, ‖a0‖ 6 C(1 + ε)
ϕ(s, t)

s
‖a‖X , ‖a1‖ 6 C(1 + ε)

ϕ(s, t)

t
‖a‖X .

Niech ~A = (A0, A1) b¦dzie par¡ Banacha oraz niech X b¦dzie przestrzeni¡ po±redni¡ wzgl¦dem
~A. Je»eli przekrój A0 ∩A1 jest niepusty, to funkcja zde�niowana przez

ιX(s, t) = ιX(s, t; ~A) := sup
{
‖x‖X : x ∈ X0 ∩X1, ‖x‖X0 6 s, ‖x‖X1 6 t

}
, s, t > 0

jest dobrze zde�niowana.

Aby pokaza¢ ogólne przykªady funkcji z (Φ) generowanych przez funktory interpolacyjne przy-
pomnijmy, zgodnie z artykuªem [133], »e funkcja λF odpowiadaj¡ca dokªadnemu funktorowi interpo-
lacyjnemu F równo±ci¡

F(sR, tR) = λF (s, t)R, s, t > 0

jest nazywana funkcj¡ charakterystyczn¡ funktora F . Tutaj αR oznacza przestrze« R wyposa»on¡
w norm¦ ‖ · ‖αR = α| · | dla α > 0.

Zauwa»my, »e dla ka»dego dokªadnego funktora interpolacyjnego F (zobacz [133, p. 372]) oraz
dla ka»dej pary Banacha ~A = (A0, A1) mamy

‖x‖F( ~A) 6 λF
(
‖x‖A0 , ‖x‖A1

)
, x ∈ A0 ∩A1 oraz

‖x∗‖F( ~A)∗ 6 λ∗F
(
‖x∗‖A∗0 , ‖x

∗‖A∗1
)
, x∗ ∈ F( ~A)∗

ponadto z [133, Lemma 7.7.1]

ιX(s, t) 6 λF (s, t), κX(s, t) 6 λ∗F (s, t), s, t > 0

dla przestrzeni Banacha X := F( ~A).

Bardziej ogólne podej±cie do takich funkcji opiera si¦ na funktorach interpolacyjnych. Funkcj¦
fundamentaln¡ ϕF dokªadnego funktora interpolacyjnego F de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób

ϕF (s, t) := sup ‖T‖F( ~A)→F( ~B) , s, t ∈ [0,∞),

gdzie supremum przebiega przez wszystkie pary Banacha ~A, ~B oraz wszystkie operatory T : ~A → ~B

takie, »e ‖T‖A0→B0
6 s oraz ‖T‖A1→B1

6 t. Zauwa»my, »e ϕF ∈ (Ξ) oraz

‖T‖F( ~A)→F( ~B) 6 ϕF
(
‖T‖A0→B0

, ‖T‖A1→B1

)
dla wszystkich par Banacha ~A = (A0, A1) oraz wszystkich operatorów T : ~A → ~A. Co wi¦cej, mamy
ϕF = ϕF . Istnieje wówczas staªa dodatnia C taka, »e dla ka»dej pary Banacha ~A operator zanurzenia

id : F( ~A)→MϕF ( ~A)

posiada norm¦ ‖id‖ 6 C.
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W przypadku krat Banacha Y0 oraz Y1 na przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ) s¡ one w sposób ci¡gªy
zanurzone w odpowiedniej przestrzeni liniowej metrycznej funkcji mierzalnych L0(µ), a zatem ~Y =

(Y0, Y1) tworz¡ par¦ Banacha. Je»eli dodatkowo Y0 oraz Y1 s¡ porz¡dkowo ci¡gªe, to ~Y jest regularna,
poniewa» przekrój Y0 ∩ Y1 jest g¦sty w sumie Y0 + Y1 (jako ideaª porz¡dkowo ci¡gªej kraty Banacha
Y0 + Y1); w zwi¡zku z tym, Y0 ∩ Y1 jest g¦sty w Y0, jak równie» w Y1.

Bior¡c dowoln¡ par¦ krat Banacha E0, E1 na (Ω,Σ, µ) Calderón [18] skonstruowaª krat¦ Banacha
Eθ = E1−θ

0 Eθ1 skªadaj¡c¡ si¦ z tych wszystkich funkcji f ∈ L0(µ), dla których speªniona jest nierówno±¢
|f | 6 |f0|1−θ|f1|θ µ-p.w. dla pewnych f0 ∈ E0 oraz f1 ∈ E1, wyposa»on¡ w norm¦

‖f‖Eθ := inf
|f |6|f0|1−θ|f1|θ

‖f0‖1−θE0
‖f1‖θE1

,

gdzie in�mum przebiega przez wszystkie mo»liwe reprezentacje f . Je»eli krata E0 lub E1 jest porz¡d-
kowo ci¡gªa, to równie» Eθ jest porz¡dkowo ci¡gªa oraz zachodzi nierówno±¢ E1−θ

0 Eθ1 = [E0, E1]θ z
równo±ci¡ norm (zobacz na przykªad [18] lub [103, Theorem 4.1.14]), gdzie [E0, E1]θ jest przestrzeni¡
interpolacyjn¡ (dolnej) metody zespolonej (zobacz na przykªad [12, 18]).

Przypomnijmy, »e je»eli E0 oraz E1 s¡ kratami Banacha na (Ω,Σ, µ) oraz ϕ ∈ (Φ), to przestrze«
Calderóna��ozanowskiego ϕ( ~E) = ϕ(E0, E1) skªada si¦ ze wszystkich f ∈ L0(µ) takich, »e |f | 6
ϕ(|f0|, |f1|) µ-p.w. dla pewnych f0 ∈ E0 oraz f1 ∈ E1. Przestrze« ϕ( ~E) jest funkcyjn¡ krat¡ quasi-
Banacha wyposa»on¡ w quasi-norm¦ [111])

‖f‖ϕ( ~E) := inf
{

max {‖f0‖E0 , ‖f1‖E1} : |f | 6 ϕ(|f0|, |f1|)
}
.

Je»eli ϕ jest funkcj¡ wkl¦sª¡, to ϕ(E0, E1) jest krat¡ Banacha (zobacz [111]). W przypadku gdy
ϕ(s, t) = s1−θtθ, to ϕ( ~E) jest krat¡ Calderóna.
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