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MATEMATYKA

Efekty uczenia sie i tresci programowe zaje¢:

Nazwa zajeé: Analiza danych
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Potrafi korzysta¢ z pakietu R oraz pisa¢ w nim proste programy.

Potrafi dokona¢ analizy btedu pomiarowego. Rozumie idee propagacji btedu oraz rozréznia typy
btedéw pomiarowych.

Potrafi konstruowa¢ liniowe oraz nieliniowe modele zaleznosci zjawisk. Zna podstawowe metody
wnioskowania dotyczgce analizy regresji.

Potrafi dokonaé analizy szeregéw czasowych, ich modelowania oraz generowania. Zna podstawowe
testy statystyczne dotyczgce szeregdéw czasowych.

Potrafi dokona¢ redukcji wymiaru danych. Potrafi oceni¢ jako$¢ przeprowadzonej redukgciji.

Potrafi przeprowadzi¢ klasyfikacje korzystajac z préby uczgcej oraz podziat danych na roztgczne
skupienia. Potrafi oceni¢ jako$¢ przeprowadzonych dziatan.

Tresci programowe dla zajec:

Przypomnienie i uzupetnienie wiadomosci dotyczgcych obstugi pakietu R.

Graficzne mozliwosci pakietu R.

Elementy programowania w pakiecie R.

Podstawy rachunku btedow

Regresja liniowa i wielokrotna.

Regresja krokowa. Regresja odporna.

Regresja sktadowych gtéwnych, regresja czesciowych najmniejszych kwadratéw oraz regresja
grzbietowa.

Regresja nieliniowa.

Regresja logistyczna.

Szeregi czasowe: modelowanie, wygtadzanie, stacjonarnos¢ oraz generowanie.

Analiza przezycia: funkcja przezycia, funkcja hazardu, estymator Kaplana-Meiera, model Coksa.
Analiza szeregdw czasowych: autokorelacja, autoregresja, rzedy procesu, rownania Yule’a-Walkera.
Techniki redukcji wymiarowosci: analiza sktadowych gtéwnych, analiza czynnikowa, skalowanie
wielowymiarowe, analiza korespondenciji.

Podstawowe metody klasyfikacji: LDA, QDA, kNN, NB.

Analiza skupien.

Nazwa zaje¢: Arytmetyka finansowa i analiza portfela
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna typy oprocentowania kapitatu i ich wtasnosci, potrafi wyznaczy¢é wartosé kapitatu w zadanym
punkcie czasu i przy zadanym typie oprocentowania

Umie wyznaczy¢ wartos¢ strumienia pieniedzy w zadanym punkcie czasu, ze szczegdinym
uwzglednieniem strumieni rownych rat i strumieni wktadéw oszczedno$ciowych

Potrafi zanalizowac i krytycznie ocenic oferty lokat i kont oszczednosciowych bankow

Potrafi skonstruowa¢ harmonogram spfaty diugu dla zadanego sposobu spiat, a zwlaszcza sptat
w réwnych ratach i w ratach malejgcych, umie niezaleznie wyznaczyé dowolny element harmonogramu
Umie wyznaczyé nominalny i efektywny koszt kredytu, potrafi dokonaé konwersji i konsolidacji dtugéw

Zna pojecie renty kapitatowej i jej podstawowe typy, umie wyznaczyé wartos¢ poczgtkowg i kocowg
oraz stan konta przy réznych rodzajach wyptat

Umie krytycznie i obiektywnie zanalizowac i ocenic oferte kredytowg lub rentowg

Zna podstawowe typy papieréw wartosciowych i matematyczne zasady ich wyceny

Potrafi wyznaczy¢ stope zysku i ryzyko pojedynczego waloru za pomocg poznanych metod
matematycznych

Umie okresli¢ stope zysku i ryzyko portfela papieréw wartosciowych, zna zasady racjonalnego
tworzenia portfela walorow

Tresci programowe dla zaje¢:



Zatgcznik nr 2 do uchwaty nr 273/2021/2022
Senatu UAM z dnia 26 wrzes$nia 2022 r.

Podstawowe pojecia arytmetyki finansowej: kapitat, czasowa wartos¢ kapitatu, typy oprocentowania,
dyskontowanie, konwencje kalendarzowe

Rachunek stép procentowych: oprocentowanie proste i sktadane, kapitalizacja ciggta, stopy srednie,
stopa efektywna i rownowazna, realna wartos¢ kapitatu, dyskontowanie

Strumienie pieniedzy, strumienie rownych rat, rachunek wktadéw oszczednosciowych

Metody sptaty dtugoéw, konstrukcja harmonogramow spfat

Sptaty kredytéw z dodatkowg optatg, sptaty z karencja, koszt kredytu, konwersja i konsolidacja dtugéw,
leasing

Rachunek rent kapitatowych

Podstawowe typy papieréw warto$ciowych i matematyczne zasady ich wyceny

Akcje, obligacje, konsole, bony skarbowe i ich wartos¢

Stopa zysku i ryzyko waloru

Stopa zysku i ryzyko portfela waloréw, portfel efektywny, portfel zawierajgcy walory o zerowym ryzyku

Nazwa zaje¢: Algebra
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

zna i rozumie definicje i podstawowe wiasnosci zasadniczych struktur algebraicznych: grupy,
pierscienia i ciata

zna przykfady struktur algebraicznych wystepujgcych w matematyce

zna podstawowe twierdzenia teorii grup, pierscieni oraz ciat

rozumie dowody podstawowych twierdzen teorii grup, pierscieni i ciat

umie prowadzi¢ proste rozumowania algebraiczne na poziomie ogoélnosci wtasciwym dla algebry
abstrakcyjnej

zna i potrafi stosowaé konstrukcje grupy ilorazowej i pierscienia ilorazowego, iloczynu prostego i sumy
prostej grup i pierscieni, ciata utamkow i pierscienia wielomianéw

Tresci programowe dla zajec:

PODSTAWOWE STRUKTURY ALGEBRAICZNE: dziatanie w zbiorze, dziatanie zewnetrzne, fgcznose¢,
przemiennosé, struktury algebraiczne, izomorfizmy.

ZASADNICZE POJECIA TEORII GRUP: aksjomaty grupy, przyktady, rzad grupy, podgrupy, warstwy,
twierdzenie Lagrange'a.

HOMOMORFIZMY GRUP: definicja, przyktady. jadro i obraz, dzielniki normalne jako jadra
homomorfizméw, konstrukcja grupy ilorazowej, pierwsze twierdzenie o izomorfizmie.

SUMA PROSTA GRUP: rozktad grupy na sume prostg podgrup, twierdzenie podajgce warunek
konieczny i dostateczny.

GRUPY CYKLICZNE: zbiory generatoréw, podgrupa generowana przez zbidr, potegowanie i rzedy
elementéw w grupie, klasyfikacja grup cyklicznych, podgrupy i obrazy homomorficzne.

GRUPY SYMETRYCZNE: twierdzenie Cayley'a, znak permutacji, rozktady na cykle i transpozycje.
ZASADNICZE POJECIA TEORII PIERSCIENI: aksjomaty, pierécienie przemienne, z jedynkg, elementy
odwracalne, dzielniki zera, dziedziny catkowitosci, ciata, homomorfizmy, jadra i obrazy.

IDEALY | PIERSCIENIE ILORAZOWE: ideaty jako jgdra homomorfizméw, pierécienie ilorazowe,
twierdzenie o izomorfizmie, generatory, dziatania na ideatach (iloczyn mnogosciowy i algebraiczny,
suma).

PIERSCIENIE PRZEMIENNE: ideaty pierwsze i maksymalne, twierdzenie o istnieniu ideatu
maksymalnego, twierdzenie Chinskie o resztach, sumy proste pierscieni.

PIERSCIENIE UtAMKOW | LOKALIZACJE: podzbiory multiplikatywne, konstrukcja pierécienia
utamkéw, ciato utamkoéw, wlasno$é uniwersalnosci pierscienia utamkéw, lokalizacja wzgledem ideatu
pierwszego.

PIERSCIENIE WIELOMIANOW: definicja wielomianu i funkcji wielomianowej jednej i wielu zmiennych,
pierwiastki wielomianow.

TEORIA PODZIELNOSCI W POLGRUPACH | DZIEDZINACH CALKOWITOSCI: relacja
stowarzyszenia, elementy pierwsze i nierozktadalne, dziedziny z jednoznacznym rozktadem, NWD,
NWW, dziedziny ideatéw gtdwnych.

ROZSZERZENIA CIAL: elementy algebraiczne i przestepne, baza i stopien rozszerzenia, struktura
rozszerzen pojedynczych, konstrukcje geometryczne.

Nazwa zaje¢: Wstep do algebry i teorii liczb
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna definicje dziatania w zbiorze, wlasnosci dziatan oraz potrafi wskaza¢ przykfady dziatan w réznych
zbiorach. Zna definicje podstawowych struktur algebraicznych takich jak grupa, podgrupa, pierscien
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oraz ciato potrafi je rozrézni¢ a jednoczesnie umie wyodrebnié te struktury sposréd poznanych poje¢ w
szkole Sredniej.

— Zna i rozumie podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace grupy permutacji. Rozumie pojecie
permutacji, potrafi sktada¢ i odwraca¢ permutacje, rozktada¢ na cykle i transpozycje oraz ustali¢
parzystos¢ permutacji. Zna pojecie znaku permutacji oraz umie rozwigzac rownania w grupie permutacji
pamietajgc, ze sktadanie przeksztatcen nie jest przemienne.

— Zna pojecie homomorfizmu pomiedzy zbiorami z dziataniami oraz definicje izomorfizmu struktur
algebraicznych. Rozumie zasade identyfikacji struktur izomorficznych. Potrafi uzasadni¢, ze relacja
izomorfizmu struktur algebraicznych jest relacjag réwnowaznosci. Umie sprawdzi¢, czy dane
odwzorowanie jest izomorfizmem oraz pokaza¢ ze dwie grupy, dwa pierscienie czy ciala sa
izomorficzne.

— Potrafi skonstruowaé ciato liczb zespolonych, a wiec: zna definicje dodawania i mnozenia liczb
zespolonych oraz ich podstawowe wtasnosci. Zna pojecie czesci rzeczywistej i urojonej, wtasnosci
sprzezenia, modutu i argumentu liczby zespolonej. Umie mnozy¢, dzieli¢ i potegowac liczby zespolone
w postaci trygonometrycznej, a takze oblicza¢ pierwiastki stopnia naturalnego z liczb zespolonych.
Potrafi interpretowaé na ptaszczyznie zespolonej zbiory liczb, ktére spetniajg okreslone warunki. Zna
dowdd nieréwnosci tréjkgta i wzoru Moivre'a. Potrafi wyprowadzi¢ wzoér na postaé pierwiastka n - tego
stopnia z liczby zespolonej oraz uzasadni¢, ze zbidr pierwiastkédw stopnia n z jedynki jest grupg
multiplikatywna. Zna pojecie pierwiastka pierwotnego.

— Zna pojecie liczby pierwszej, zlozonej oraz podzielnosci w pierscieniu liczb catkowitych. Zna
podstawowe definicje i twierdzenia dotyczgce arytmetyki liczb catkowitych (twierdzenie o rozktadzie,
najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspolna wielokrotnos$c liczb catkowitych, algorytm Euklidesa).
Potrafi wyznaczyé NWD i NWW dowolnego skonczonego ukfadu liczb catkowitych przy pomocy
algorytmu Euklidesa. Zna warunek rozwigzalnosci i umie wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania catkowite
réwnan postaci: ax+by=c. Zna podstawowe funkcje arytmetyczne oraz funkcje Eulera i jej wlasnosci

— Zna pojecie relacji w zbiorze, potrafi odrézni¢ od siebie rézne rodzaje relacji.

— Zna pojecie relacji rownowaznosci, klasy abstrakcji i zasade abstrakcji.

— Zna definicje, wlasnosci arytmetyczne kongruencji i podstawowe twierdzenia dotyczgce kongruencji
(twierdzenie o rozwigzalnosci kongruenciji liniowej, chinskie twierdzenie o resztach, mate twierdzenie
Fermata, twierdzenie Eulera). Potrafi wyznaczy¢ uklad reszt modulo n, umie rozwigza¢ kongruencje
liniowe i uktady kongruenciji liniowych. Stosuje kongruencje do rozwigzywania réwnan, do wyznaczania
cech podzielnosci przez dowolng liczbe naturalng, do wyznaczania reszt z dzielenia "duzych liczb"
przez ustalong liczbe naturalng. Potrafi rozwigza¢ uktad réwnan liniowych (nad dowolnym ciatem)
metodg eliminacji Gaussa i przeprowadzi¢ analize rozwigzalnosci ukladu w zaleznosci od wartosci
parametréw.

— Zna pojecie wielomianu, pierscienia wielomianéw, potrafi dodawac¢ i mnozy¢ wielomiany. Rozumie
znaczenie pierwiastka wielomianu zna twierdzenie Bezouta i umie stosowaé schemat Hornera. Umie
wykonac¢ dzielenie (z resztg) wielomianu przez wielomian. Zna pojecie krotnosci pierwiastka oraz
zasadnicze twierdzenie algebry.

Tresci programowe dla zajeé:

Definicje dziatania w zbiorze, wtasno$ci dziatan, przyktady dziatahh w réznych zbiorach - dziatanie
modulo n. Podstawowe struktury algebraiczne: grupa, podgrupa, pierscien ciato. Element odwracalny.

— Podstawowe definicje i twierdzenia dotyczgce grupy permutacji. Pojecie permutacji, sktadanie
i odwracanie permutacje, rozktad na cykle i transpozycje oraz parzysto$¢ permutacji.

— Pojecie homomorfizmu pomiedzy zbiorami z dziataniami, definicja izomorfizmu struktur algebraicznych.
Zasade identyfikacji struktur izomorficznych. Izomorfizmem grup, pier$cieni ciat.

— Ciato liczb zespolonych, dziatania, posta¢ algebraiczna itrygonometryczna. Modut, argument, wzér
Moivre a. Pierwiastkowanie liczb zespolonych.

— Liczby pierwsze, ztozone oraz podzielno$¢ w pierscieniu liczb catkowitych. Podstawowe definicje
i twierdzenia dotyczgce arytmetyki liczb catkowitych (twierdzenie o rozktadzie, NWD i NWW).

— Woyznaczanie NWD i NWW dowolnego skonczonego uktadu liczb catkowitych przy pomocy algorytmu
Euklidesa. Warunek rozwigzalnosci rownania postaci: ax+by=c. Funkcje arytmetyczne, funkcja Eulera.

— Pojecie relacji w zbiorze, rozne rodzaje relacji. Pojecie relacji rownowaznosci, klasy abstrakcji i zasada
abstrakcji.

— Kongruencja, definicja, wtasnosci i twierdzenia. Mate tw. Fermata, tw. Eulera. Chinskie tw. o resztach.

— Pojecie wielomianu, pierscienia wielomianow. Pierwiastek wielomianu, tw. Bezouta i schemat Hornera.
Dzielenie wielomianu przez wielomian. Krotnosci pierwiastka oraz zasadnicze twierdzenie algebry.

Nazwa zaje¢: Algebra liniowa 1
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:
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— Zna pojecia macierzy uktadu, macierzy rozszerzonej uktadu réwnan liniowych, kolumny wyrazéw
wolnych, zbioru rozwigzan itp.; umie rozwigzywac¢ dowolne uktady rownan liniowych za pomocg operacji
elementarnych na macierzach (metoda eliminacji gaussa/gaussa-jordana);

— Zna pojecia postaci zredukowane;j i catkowicie zredukowanej, potrafi znajdowa¢ posta¢ zredukowang
i catkowicie zredukowang danej macierzy; zna pojecie rzedu macierzy i umie okresli¢ rzad danej
macierzy; zna i rozumie twierdzenie kroneckera-capellego

— Zna podstawowe dziatania na macierzach, takie jak dodawanie macierzy, mnozenie macierzy przez
skalar, mnozenie macierzy, transponowanie macierzy; wie jakie struktury algebraiczne zbiér macierzy
tworzy z danym dziataniem; zna pojecia macierzy odwrotnej, odwracalnej, osobliwej, nieosobliwej, itp.;
umie znalez¢ macierz odwrotng za pomocag operacji elementarnych; zna wtasnosci macierzy
odwracalnych; zna odniesienie operacji elementarnych do macierzy elementarnych

— Zna pojecie wyznacznika macierzy kwadratowej; zna podstawowe wtasnosci wyznacznika macierzy
i umie oblicza¢ wyznaczniki; zna i rozumie dowdd twierdzenia laplace'a; zna i rozumie twierdzenie
cauchy’ego; potrafi zdefiniowaé wyznacznik za pomocg permutacji; zna pojecie wyznacznika macierzy
vandermonde’a i umie go obliczy¢; zna pojecie wyznacznika cyklicznego; zna warunki odwracalnosci
macierzy; zna pojecia n-tej grupy liniowej, n-tej specjalnej grupy liniowej, n-tej grupy ortogonalnej, n-tej
specjalnej grupy ortogonalnej, n-tej grupy unitarnej oraz n-tej specjalnej grupy unitarnej; umie
wykorzysta¢ wyznacznik i macierz dotgczong, by wyliczy¢ macierz odwrotng do danej macierzy; zna
i umie wykorzysta¢ wzory cramera; umie wykorzysta¢ wyznaczniki w celu obliczania rzedu macierzy

— Zna pojecie przestrzeni i podprzestrzeni liniowej, umie podaé¢ przyktady przestrzeni i podprzestrzeni
liniowych

— Zna pojecie liniowej kombinacji wektoréw i umie sie nim postugiwaé; zna pojecie liniowej zaleznosci
i niezaleznosci uktadu wektoréw i potrafi okresli¢, czy nastepujgcy uktad jest liniowo zalezny, czy tez
nie jest; zna pojecie podprzestrzeni liniowej rozpietej przez ukfad wektoréw (powtoki liniowej uktadu
wektorow)

— Zna pojecie bazy przestrzeni liniowej i jego zastosowania, potrafi poda¢ réownowazne definicje bazy;
potrafi rozwigzywaé¢ zadania postugujgc sie pojeciem bazy; zna twierdzenie steinitza o wymianie i potrafi
z niego skorzystac¢; zna pojecie wymiaru przestrzeni liniowej; potrafi liczy¢ wymiar danych przestrzeni
liniowych; potrafi oblicza¢ rzad macierzy za pomoca operacji elementarnych na kolumnach i wierszach

— Zna pojecie sumy prostej i sumy algebraicznej podprzestrzeni liniowych; potrafi okresla¢ czy dana
przestrzen jest sumag prostg/algebraiczng danych podprzestrzeni liniowych; potrafi znajdowa¢ baze
i wymiar przekroju przestrzeni liniowych jak i sumy prostej/algebraicznej przestrzeni liniowych

— Zna pojecie macierzy przejscia od bazy do bazy; potrafi znajdowaé macierze przejscia od bazy do bazy

— Zna i rozumie pojecie przeksztatcenia liniowego; potrafi podac¢ przyktady przeksztatcen liniowych
miedzy réznymi przestrzeniami liniowymi; umie okresli¢, czy dane przeksztatcenie jest
przeksztatceniem liniowym; zna pojecie monomorfizmu, epimorfizmu, izomorfizmu, endomorfizmu,
automorfizmu przestrzeni liniowych

Tresci programowe dla zaje¢:

Wprowadzenie pojecia ciata i podanie przyktadéow podstawowych ciat wraz z okreslonymi w nich
dziataniami. Wprowadzenie definicji uktadu réwnan liniowych o wspétczynnikach z dowolnego ciata oraz
podstawowych poje¢ zwigzanych z uktadami réwnan liniowych. Wprowadzenie pojecia macierzy o m
wierszach n kolumnach i elementach/wspétczynnikach z dowolnego ciata. Wprowadzenie wtasnosci
zbioru rozwigzan. Wprowadzenie metody rozwigzywania rownan liniowych za pomocag operaciji
elementarnych wykonywanych na macierzy rozszerzonej uktadu wraz z przyktadowymi rozwigzaniami.
Wprowadzenie pojecia postaci zredukowanej i catkowicie zredukowanej. Sformutowanie twierdzen
dotyczacych postaci zredukowanych. Wprowadzenie definicji rzedu macierzy. Twierdzenie Kroneckera-
Capellego. Wiekszoé¢ twierdzen zostanie sformutowana wraz z dowodami.

— Arytmetyka w réznych ciatach. Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych metodg eliminacji Gaussa-
Jordana (za pomocg operacji elementarnych wykonywanych na macierzy rozszerzonej ukfadu).
Rozwigzywanie zadan z trescig. Rozwigzywanie uktadow réwnan liniowych z zalezno$ci od parametru.
Szukanie postaci zredukowanej i catkowicie zredukowanej dla danej macierzy. Liczenie rzedu dane;j
macierzy. Wykorzystanie tw. Kroneckera-Capellego.

— Wprowadzenie pojecia macierzy zerowej i jednostkowej/identycznosciowej. Wprowadzenie operacji
dodawania macierzy, mnozenia macierzy przez skalar oraz mnozenia macierzy. Wprowadzenie pojecia
macierzy transponowanej i hermitowsko-sprzezonej. Wtasnosci dziatan. Okreslenie, jakie struktury
algebraiczne tworzy zbiér macierzy z danymi dziataniami. Wprowadzenie pojecia macierzy
elementarnych oraz zwigzku tychze z operacjami elementarnymi. Wprowadzenie pojecia macierzy
odwrotnej, odwracalnej, osobliwej, nieosobliwej. Algorytm odwracania macierzy za pomocg operac;ji
elementarnych. Sformutowanie twierdzen dotyczgcych ww. zagadnieh w wiekszosci wraz z dowodami.
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Wykonywanie podstawowych dziatah na macierzach. Liczenie Sladu oraz transponowanie macierzy.
Relacje miedzy sladem i transponowaniem macierzy a dziataniami wykonywanymi na macierzach.
Szukanie macierzy odwrotnej za pomocg operacji elementarnych danej macierzy.

Wprowadzenie pojecia oraz definicji indukcyjnej wyznacznika macierzy kwadratowej wraz
z przyktadami. Wtasnosci wyznacznika; twierdzenie Laplace’a wraz z dowodem, wzér Sarrusa;
rownowazna definicja wyznacznika wykorzystujgca permutacje; twierdzenie Cauchy’ego wraz
z dowodem. Wprowadzenie pojecia wyznacznika macierzy Vandermonde’a oraz wyznacznika
cyklicznego wraz z jego obliczaniem. Warunki odwracalnosci macierzy, pojecia n-tej grupy liniowej, n-
tej specjalnej grupy liniowej, n-tej grupy ortogonalnej, itd. Wprowadzenie pojecia macierzy dotgczonej
oraz wzoru na macierz odwrotng wykorzystujgcego wyznacznik i macierz dotgczong. Wprowadzenie
pojecia minora macierzy, minora obejmujgcego. Sformutowanie metody minoréw obejmujgcych (dot.
obliczania rzedu macierzy). Wprowadzenie wzoréw Cramera. Wiekszo$¢ twierdzen zostanie
sformutowana wraz z dowodami.

Obliczanie wyznacznikbw macierzy dowolnego stopnia. Wyznacznik macierzy tréjkatnych.
Wykorzystanie twierdzenia Cauchy’ego. Wykorzystywanie wtasnosci wyznacznikéw. Obliczanie
macierzy odwrotnej ze wzoru. Rozwigzywanie rownan macierzowych. Wyznacznik macierzy
Vandermonde’a, wyznacznik cykliczny. Znajdowanie rzedu macierzy w oparciu o metode minoréw
obejmujgcych. Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych z wykorzystaniem wzoréw Cramera.
Wprowadzenie definicji przestrzeni liniowej i podprzestrzeni liniowej wraz z przyktadami. Wprowadzenie
definicji uktadu wektoréw oraz kombinac;ji liniowej uktadu wektoréw.

Sprawdzanie, czy dany zbiér wraz z okreslonymi dziataniami jest przestrzenig liniowa; sprawdzanie,
czy dany podzbiér danej przestrzeni liniowej jest jej podprzestrzenig liniowg; sprawdzanie, czy dany
wektor jest kombinacjg liniowg danych wektoréw w zadanej przestrzeni liniowej

Wprowadzenie definicji powitoki liniowej uktadu wektoréw; twierdzenia zwigzane z powtokg liniowg
uktadu wektoréw (niektére wraz z dowodami), przyktady powtok liniowych. Wprowadzenie pojecia
liniowej niezaleznosci oraz liniowej zaleznosci uktadu wektorow wraz z przyktadami i potrzebnymi
twierdzeniami wraz z dowodami.

Sprawdzanie, czy dany wektor nalezy do danej powtoki liniowej; weryfikacja, czy dane powtoki liniowe
sg rowne; sprawdzanie liniowej zaleznosci i niezaleznosci uktadow wektorow

Wprowadzenie pojecia bazy i wymiaru przestrzeni liniowej, przyktady baz znanych przestrzeni liniowych
(skonczenie wymiarowych); rownowazne definicje bazy (z dowodem); kryteria, ze dany zbior jest baza
w terminach wyznacznika i rzedu macierzy; wprowadzenie pojecia wspoétrzednych wektora wzgledem
bazy; Twierdzenie Steinitza o wymianie (z dowodem dla przestrzeni skonczenie wymiarowych)
Sprawdzanie, czy dany ukfad wektorow tworzy baze danej przestrzeni liniowej; wyznaczanie
wspotrzednych wektora wzgledem bazy; znajdowanie bazy posréd uktadu wektoréw rozpinajgcych
dang przestrzen; znajdowanie bazy danej przestrzeni liniowej; obliczanie wymiaru danej przestrzeni
liniowej

Wprowadzenie pojecia sumy prostej i algebraicznej podprzestrzeni liniowych wraz z przyktadami.
Wymiar sumy algebraicznej skonczenie wymiarowych

podprzestrzeni liniowych; wymiar sumy prostej skonczenie wymiarowych podprzestrzeni liniowych
Znajdowanie bazy i wymiaru sumy algebraicznej, sumy prostej oraz przekroju danych podprzestrzeni
liniowych; wykorzystanie twierdzenia Steinitza o wymianie (uzupetnianie liniowo niezaleznego ukfadu
wektoréw do bazy), okreslanie parametrow, dla jakich dany ukfad tworzy baze danej przestrzeni
Wprowadzenie pojecia macierzy przejscia od bazy do bazy wraz z przyktadami; formuta wigzgca
wspotrzedne wektora wzgledem dwdch baz z wykorzystaniem macierzy przejscia od bazy do bazy;
twierdzenia dot. macierzy przejscia od bazy do bazy

Znajdowanie macierzy przejscia od bazy do bazy; wyznaczanie wspotrzednych danego wektora z
wykorzystaniem macierzy przej$cia; wyznaczanie macierzy przejscia z wykorzystaniem wiasnosci
macierzy przejscia od bazy do bazy

Wprowadzenie pojecia przeksztatcenia liniowego wraz z przyktadami; wprowadzenie poje¢ funkcjonatu
liniowego oraz przestrzeni dualnej; wprowadzenie definicji monomorfizmu, epimorfizmu i izomorfizmu
przestrzeni liniowych oraz automorfizmu i endomorfizmu/operatora liniowego przestrzeni liniowej;
wilasnosci przeksztatcenia liniowego; twierdzenia dot. przeksztatcen liniowych (z dowodami).
Sprawdzanie, czy dana funkcja jest przeksztatceniem liniowym, sprawdzanie, czy istnieje
przeksztatcenie liniowe zadane przez konkretne przyporzgdkowanie wektoréw; znajdowanie wzoru
przeksztatcenia liniowego majac dane przyporzadkowania wektoréw; rzutowanie przestrzeni na jeden
ze sktadnikdw sumy prostej, znajdowanie wzoru takiego rzutowania

Nazwa zaje¢: Algebra liniowa 2
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:
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Potrafi znalez¢ macierz przeksztatcenia liniowego w bazach przestrzeni skonczenie wymiarowych; zna
pojecie przestrzeni dualnej; przestrzenie przeksztatcen liniowych

Umie oblicza¢ jadro i obraz przeksztatcenia liniowego oraz wyznaczac ich baze i wymiar, zna wtasnosci
dotyczace jgdra i obrazu

Zna pojecie przestrzeni ilorazowej i potrafi jg wyznaczy¢; zna i rozumie i twierdzenie o izomorfizmie;
Zna twierdzenie o izomorfizmie przestrzeni z sumg prostg jgdra i obrazu homomorfizmu liniowego na
tej przestrzeni i wnioski z niego wynikajagce

Zna pojecie wektora wtasnego oraz warto$ci wkasnej macierzy i jej krotnosci algebraicznej; zna pojecie
macierzy charakterystycznej, wielomianu i réwnania charakterystycznego macierzy; zna wtasnosci
macierzy podobnych w kontekscie zagadnienia wtasnego; zna pojecie przestrzeni, wektoréw i wartosci
wlasnych endomorfizmu; zna pojecie wielomianu charakterystycznego, krotno$ci algebraicznej i
geometrycznej wartosci wtasnej endomorfizmu; zna pojecia przestrzeni wtasnej oraz podprzestrzeni
niezmienniczej; umie rozwigzywa¢ zadania zwigzane z powyzszymi pojeciami (z zagadnieniem
wlasnym); zna zalezno$¢ miedzy krotnosciami wartosci wiasnej endomorfizmu przestrzeni; zna i
rozumie twierdzenia zwigzane z zagadnieniem witasnym; zna twierdzenie cayleya-hamiltona; zna i
rozumie kryterium diagonalizowalnosci macierzy; potrafi diagonalizowa¢ macierz

Zna i rozumie pojecia formy dwuliniowej/funkcjonatu dwuliniowego; zna pojecie formy hermitowskiej;
zna pojecia radykatu lewostronnego i prawostronnego formy jak réwniez wie co to znaczy, ze dana
forma jest niezdegenerowana; zna kryteria wykorzystujgce formy dwuliniowe na to, by macierz byta
ortogonalna lub unitarna; wie co to znaczy, ze przeksztatcenie liniowe zachowuje forme; zna
reprezentacje macierzowg formy, tzn. Zna pojecie macierzy formy w bazie;

Zna i rozumie pojecie iloczynu skalarnego oraz normy wektora; wie co to przestrzen unitarna i
euklidesowa; zna wtasnosci normy w przestrzeni euklidesowej (m.in. Nierownos¢ schwarza, nieréwnos¢
trojkata); zna pojecie bazy ortogonalnej i ortonormalnej; zna i rozumie pojecie dopetnienia
ortogonalnego podprzestrzeni przestrzeni unitarnej; potrafi znalez¢ rzut prostopadty wektora na
podprzestrzen w przestrzeni unitarnej; zna i rozumie algorytm ortogonalizacji grama-schmidta;

Zna pojecie formy kwadratowej i funkcji kwadratowej; zna pojecie macierzy formy kwadratowej; zna i
rozumie twierdzenie o zwigzku migedzy formami dwuliniowymi symetrycznymi a formami kwadratowymi
oraz zwigzku miedzy funkcjami kwadratowymi a formami kwadratowymi; zna pojecie rzedu/rangi formy;
zna i umie doprowadzi¢ forme kwadratowg do postaci kanonicznej; zna pojecia dodatniej i ujemnej
okreslonosci formy kwadratowej o wspofczynnikach rzeczywistych; potrafi okresli¢, czy dana forma jest
dodatnio bgdz ujemnie okreslona; zna i umie zastosowac kryterium sylvestera

Zna pojecie przeksztatcenia n-liniowego, formy n-liniowej/funkcjonatu n-liniowego; przeksztatcenie n-
liniowe symetryczne i antysymetryczne; zna twierdzenie o izomorfizmie sumy prostej przestrzeni
homomorfizmoéw 2-liniowych symetrycznych i antysymetrycznych z przestrzeni vxv do w z przestrzenig
homomorfizméw 2-liniowych z przestrzeni vxv do w; zna pojecie iloczynu tensorowego przestrzeni
liniowych; zna i rozumie twierdzenie o uniwersalnosci iloczynu tensorowego; umie okresli¢ wymiar oraz
baze przestrzeni bedacej iloczynem tensorowym przestrzeni liniowych; zna pojecie iloczynu
tensorowego przeksztatcen liniowych oraz macierzy oraz ich wiasnosci; zna pojecie n-tej poteqi
zewnetrznej przestrzeni liniowej

Zna pojecie macierzy nilpotentnej oraz klatki Jordana; umie znalez¢ postaé Jordana danej macierzy;
zna pojecie wielomianu minimalnego danej macierzy

Tresci programowe dla zaje¢:

Wprowadzenie pojecia macierzy przeksztatcenia liniowego w bazach wraz z przyktadami; wspoétrzedne
obrazu wektora poprzez przeksztatcenie liniowe a macierz przeksztatcenia liniowego; macierz ztozenia
przeksztatcen liniowych; zwigzek macierzy przeksztatcenia liniowego z macierzg przejscia od bazy do
bazy; przestrzenie przeksztatcen liniowych; wprowadzenie definicji jadra i obrazu przeksztatcenia
liniowego.

Znajdowanie macierzy przeksztatcenia liniowego w bazach; znajdowanie wspodtrzednych obrazu
wektora z wykorzystaniem macierzy przeksztatcenia liniowego; znajdowanie wzoru przeksztatcenia
liniowego, majgc zadang macierz przeksztatcenia w bazach; zadania wykorzystujgce wtasnosci
macierzy przeksztatcenia liniowego

Wiasnosci jgdra i obrazu przeksztatcenia liniowego; zwigzek miedzy jadrem a monomorfizmem oraz
obrazem i epimorfizmem; wprowadzenie pojecia przestrzeni ilorazowej; | twierdzenie o izomorfizmie dla
przestrzeni liniowych wraz z wnioskiem dot. wymiaru jadra i obrazu

Wyznaczanie przestrzeni ilorazowej; znajdowanie bazy jadra i obrazu przeksztatcenia liniowego wraz z
wymiarami.

Wprowadzenie definicji wektora wlasnego oraz wartosci wlasnej macierzy oraz jej krotnosci

algebraicznej; wprowadzenie pojecia macierzy charakterystycznej, wielomianu i réwnania
charakterystycznego macierzy; wtasnosci macierzy podobnych w kontekscie zagadnienia wtasnego;
pojecie przestrzeni, wektorébw i wartosci wiasnych endomorfizmu; pojecie wielomianu
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charakterystycznego, krotnosci algebraicznej i geometrycznej wartosci wiasnej endomorfizmu;
wprowadzenie pojecia przestrzeni wiasnej oraz podprzestrzeni niezmienniczej; twierdzenie
0 zaleznosci miedzy krotnosciami wartosci wlasnej endomorfizmu przestrzeni; twierdzenia zwigzane
z zagadnieniem wiasnym; twierdzenie Cayleya-Hamiltona; kryterium diagonalizowalnosci macierzy;
wiekszos¢ twierdzen zostanie zaprezentowana wraz z dowodami

Rozwigzanie zagadnienia wifasnego, wyznaczanie krotnosci algebraicznych i geometrycznych;
diagonalizacja macierzy

Wprowadzenie pojecia formy dwuliniowej/funkcjonatu dwuliniowego; pojecie formy hermitowskiej,
radykatu lewostronnego i prawostronnego formy oraz formy niezdegenerowanej; kryteria
wykorzystujgce formy dwuliniowe na to, by macierz byla ortogonalna lub unitarna; wprowadzenie
pojecia przeksztatcenia liniowego, ktére zachowuje forme; reprezentacja macierzowa formy, tzn.
wprowadzenie pojecia macierzy formy w bazie.

Sprawdzanie, czy dane odwzorowanie jest formg dwuliniowg. Znajdowanie macierzy formy dwuliniowe;.
Znajdowanie radykatu lewo- i prawostronnego formy dwuliniowe;.

Wprowadzenie pojecia iloczynu skalarnego, normy wektora oraz przestrzeni euklidesowej i przestrzeni
unitarnej; wlasnosci normy w przestrzeni euklidesowej (m.in. nierdbwno$é Schwarza, nieréwnosé
trojkata); pojecia bazy ortogonalnej i ortonormalnej; algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta
Sprawdzanie, czy dana forma jest iloczynem skalarnym w danej przestrzeni. Szukanie bazy
ortonormalnej danej przestrzeni — zastosowanie algorytmu Grama-Schmidta; Rozwigzywanie zadan
zwigzanych z normg oraz iloczynem skalarnym w przestrzeniach unitarnych. Sprawdzanie, czy dana
baza jest ortogonalna lub ortonormalna. Znajdowanie dopetnienia ortogonalnego danej podprzestrzeni
przestrzeni unitarnej. Wyznaczanie rzutu prostopadtego wektora na podprzestrzen w przestrzeni
unitarnej

Wprowadzenie pojecia formy kwadratowej i jej macierzy oraz postaci kanonicznej i sygnatury formy.
Wprowadzenie pojecia funkcji kwadratowej. Twierdzenie o zwigzku miedzy formami dwuliniowymi
symetrycznymi a formami kwadratowymi oraz zwigzku miedzy funkcjami kwadratowymi a formami
kwadratowymi. Przedstawienie metod sprowadzania formy kwadratowej do postaci kanonicznej
(metoda Lagrange'a i metoda Jacobiego). Formy o wspétczynnikach rzeczywistych. Dowdd twierdzenia
Sylvestera o bezwtadnosci sygnatury. Dodatnia i ujemna okreslono$¢ formy, kryterium Sylvestera.
Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej za pomocg metod przedstawionych na
wyktadzie; Znajdowanie bazy kanonicznej formy kwadratowej; sprawdzanie okreslonosci formy
kwadratowej

Wprowadzenie definicji przeksztatcenia wieloliniowego/n-liniowego oraz formy n-liniowej/funkcjonatu n-
liniowego. Definicje przeksztatcenia n-liniowego symetrycznego i antysymetrycznego. Zdefiniowanie
iloczynu wektorowego. Twierdzenie o izomorfizmie sumy prostej przestrzeni homomorfizméw 2-
liniowych symetrycznych i antysymetrycznych z przestrzeni VxV do W z przestrzeniag homomorfizmow
2-liniowych z przestrzeni VxV do W; pojecie iloczynu tensorowego przestrzeni liniowych; twierdzenie o
uniwersalnosci iloczynu tensorowego; wymiar oraz baza przestrzeni bedgcej iloczynem tensorowym
przestrzeni liniowych; pojecie iloczynu tensorowego przeksztatcen liniowych oraz macierzy i ich
wiasnosci; pojecie n-tej potegi zewnetrznej przestrzeni liniowej

Sprawdzanie, ktére z nastepujgcych form i przeksztatceh sg wieloliniowe, znajdowanie iloczynu
tensorowego danych macierzy, dowodzenie witasnosci dot. iloczynu tensorowego; dowdd wzoru na
wyznacznik iloczynu tensorowego macierzy; znajdowanie wspotrzednych wektora w danej bazie w n-
tej potedze zewnetrznej danej przestrzeni

W czasie wykfadu zostang podane wszystkie pojecia, twierdzenia oraz zagadnienia zwigzane
z poszukiwaniem postaci Jordana danej macierzy

Znajdowanie postaci Jordana danej macierzy, odczytywane wartosci wlasnych oraz ich krotnosci
algebraicznych i geometrycznych majgc dang postaé Jordana macierzy. Obliczanie wartosci funkcji,
ktérych dziedzing jest przestrzen macierzy.

Nazwa zaje¢: Analiza matematyczna 2
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna pojecie funkcji i podstawowe operacje na funkcjach.

Umie sie dokonywa¢ podstawowe operacje na funkcjach.

Zna pojecia liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych. Zna pojecie porzgdku w zbiorze
liczb rzeczywistych i umie sie nim postugiwaé w szczegélnosci umie wyznaczac kresy zbiorow.

Zna podstawowg strukture topologiczng zbioru liczb rzeczywistych. Wie co to jest zupetnosé. Umie
znajdowac punktu skupienia zbioréw. Umie postugiwac sie pokryciami
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Zna pojecia ciggu zbieznego, ograniczonego i ciggu Cauchy’ego. Rozumie réznice i zwigzki miedzy
tymi pojeciami. Potrafi znalez¢ granice wybranych ciggéw. Potrafi sprawdzi¢, czy cigg jest ograniczony
i czy jest ciggiem Cauchy’ego

Zna definicje ciggtosci funkcji wg. Cauchy’ego i Heinego. Jest swiadomy Ich réwnowaznosci. Potrafi
znalez¢ granice wybranych funkcji w punkcie a takze granice jednostronne i granice w nieskohczonosci.
Zna pojecie funkcji ciggtej i jej podstawowe wtasnosci. Potrafi stwierdzi¢ czy wybrane funkcje sg ciggte.
Potrafi okresli¢ wlasnosci obrazéw i przeciwobrazéw wybranych zbioréw przy dziataniu na nie funkcjami
ciggtymi

Zna pojecie pochodnej pierwszego i wyzszych rzedow. Potrafi obliczy¢ pochodne dowolnego rzedu
wybranych funkgcji. Potrafi stwierdzi¢, czy funkcja jest, czy tez nie jest rézniczkowalna w danym punkcie.
Zna zastosowania pochodnej i umie stosowac pojecie pochodnej w Konkretnych przyktadach. W
szczegolnosci umie: wyznaczaé ekstrema funkcji, badac¢ jej monotonicznosé, wypuktosé, znajdowaé
punkty przegiecia.

Zna rézne pojecia zbieznosci szeregdéw liczbowych (zbieznosé

bezwzgledna, bezwarunkowa, warunkowa) i zwigzki pomiedzy nimi. Zna kryteria zbieznosci szeregéw
o0 wyrazach dodatnich i szeregdw. Naprzemiennych. Potrafi zastosowac¢ te kryteria do badania
zbieznosci konkretnych szeregéw. Potrafi mnozy¢ szeregi liczbowe.

Zna strukture liniowg, ortogonalng i metryczng n-wymiarowej

przestrzeni euklidesowej. Potrafi dokonywaé operacji algebraicznych na wektorach oraz zbada¢ ich
prostopadtosé. Potrafi zbadac zbieznos¢ ciggéw w tej przestrzeni.

Tresci programowe dla zaje¢:

Pojecie funkgciji: Definicja funkciji, sktadanie funkcji, funkcja odwrotna, wykres funkgiji. Liczby rzeczywiste:
Aksjomaty zbioru liczb rzeczywistych. Wartos¢ bezwzgledna, interpretacja geometryczna zbioru liczb
rzeczywistych. Zbiory ograniczone, kresy, istnienie pierwiastka, konsekwencje aksjomatu kresu
goérnego: zasada Archimedesa, nieograniczonos¢ z goéry zbioru liczb naturalnych, gestosc zbioru liczb
wymiernych. Rozszerzony zbior liczb rzeczywistych. Podstawowe twierdzenia zwigzane z zupetnoscig
zbioru liczb rzeczywistych: lemat Ascoliego (o ciggu przedziatow zstepujgcych); pokrycie, twierdzenie
Heinego-Borela;

punkt skupienia zbioru, twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Ciagi liczbowe: Definicja ciggu zbieznego. Wiasnosci ciggéw zbieznych. Ciggi monotoniczne. Liczba e.
Podciggi. Ciggi Cauchy’ego, zupetnos$¢ zbioru liczb rzeczywistych. Granice dolna i gérna, zbieznosé
niewfasciwa.

Granica funkcji: Definicje granicy funkcji w sensie Cauchy’ego i Heinego. Dziatania arytmetyczne na
granicach, granice a nieréwnosci, granica funkcji zlozonej. Granice jednostronne. Granice
nieskonczone i granice w nieskonczonosci

Funkcje ciagte: Definicja funkcji ciagtej. Wtasnosci lokalne funkgji ciggtych. Nieciggtosé. Wiasnos¢
Darboux. Twierdzenie Weierstrassa o osigganiu kreséw. Ciggto$¢ jednostajna, twierdzenie Cantora.
Monotoniczno$c¢ a ciggtosé, ciggtosé funkcji odwrotnej. Ciggto$é funkcji elementarnych.

Pochodne: Definicja i interpretacja geometryczna pochodnej, rézniczka. R6zniczkowalnos$¢ a ciggtosé.
Dziatania arytmetyczne na funkcjach rézniczkowalnych. Twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej i o
pochodnej funkcji odwrotnej. Pochodne wyzszych rzedow.

Zastosowania pochodnych :Twierdzenia o wartosci $redniej w rachunku rézniczkowym.
Monotonicznos¢, ekstrema, warunki konieczne i dostateczne na istnienie ekstremum funkcji
rézniczkowalnej. Wzér Taylora. Funkcje wypukte, punkty przegiecia, warunki konieczne i dostateczne
na wypukfos$¢ funkcji rézniczkowalnej. Symbole nieoznaczone, reguta de I'Hépitala. Badanie przebiegu
zmiennosci funkcji.

Szeregi liczbowe: Definicja szeregu zbieznego, warunek Cauchy’ego i warunek konieczny zbieznosci,
szeregi: geometryczny i harmoniczny. Operacje na szeregach. Szeregi o wyrazach nieujemnych,
kryteria zbieznosci: poréwnawcze, pierwiastkowe, ilorazowe, zasada zageszczania Cauchy’ego.
Szeregi 0 wyrazach dowolnych znakéw, kryteria: Dirichleta, Abela i Leibniza. Zbieznos$¢ bezwzgledna
i warunkowa, zmiana kolejnosci wyrazéw szeregu, twierdzenie Riemanna. Mnozenie szeregéw,
twierdzenie Mertensa. Szeregi dwustronne.

Przestrzenie euklidesowe: Definicja przestrzeni euklidesowej: struktura liniowa, iloczyn skalarny, norma
(dtugosc¢) wektora. Zbieznosc¢ ciggdw w przestrzeni euklidesowej

Nazwa zaje¢: Analiza matematyczna 2
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna pojecie funkc;ji pierwotne;j i potrafi oblicza¢ funkcje pierwotne dla funkcji wymiernych oraz niektérych
funkcji niewymiernych i funkcji trygonometrycznych.
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Zna definicje catki Riemanna oraz jej podstawowe wtasnosci. Umie stosowacé kryterium catkowalnosci
do dowodzenia istnienia catek z funkcji ciggtych i monotonicznych. Potrafi stosowaé wzér Newtona-
Leibniza do obliczania catek. Zna i umie stosowac¢ twierdzenia o catkowaniu przez czesci i o zamianie
zmiennej w catce. Rozumie znaczenie twierdzen o wartosci sredniej w rachunku catkowym. Zna wzory
na pole powierzchni, dtugos$é tuku i objeto$¢ bryty obrotowe;.

Zna definicje catki niewtasciwej. Potrafi stosowaé kryteria do badania zbieznos$ci do tych catek. Widzi
analogie pomiedzy teoriami catek niewtasciwych i szeregéw liczbowych.

Rozumie definicje zbieznosci ciggdéw i szeregdw o wyrazach zespolonych oraz granicy i ciggtosci funkgciji
zespolonych. Zna podstawowe twierdzenia dotyczace tych pojeé. Widzi podobienstwa i roznice
pomiedzy teoriami funkcji rzeczywistych i zespolonych.

Zna pojecia zbieznosci punktowej i jednostajnej ciagéw i szeregdw funkcyjnych. Umie bada¢ zbieznos¢
jednostajng za pomoca kryteriow Weierstrassa i Cauchy’ego. Zna zwigzki zbieznosci jednostajnej z
ciggtoscia, rézniczkowaniem i catkowaniem. Jest Swiadomy, ze istniejg funkcje ciggte nigdzie
nierézniczkowalne.

Zna definicje szeregu potegowego i promienia zbieznosci oraz wzér Cauchy’ego-Hadamarda. Zna
wlasnosci sumy szeregu potegowego w przedziale zbieznosci i rozwiniecia w szereg potegowy funkgc;ji
wyktadniczej i funkcji trygonometrycznych. Potrafi rozwija¢ funkcje w szereg potegowy i stosowac
twierdzenie Abela. Zna zwigzki pomiedzy funkcjg wyktadniczg a funkcjami trygonometrycznymi.

Zna definicje i podstawowe wtasnosci szeregu Fouriera. Potrafi rozwija¢ funkcje w szereg Fouriera i
badac¢ zbiezno$¢ szeregu Fouriera. Umie napisa¢ szereg Fouriera w postaci zespolone;j.

Zna definicje przestrzeni metrycznej i przykfady tych przestrzeni. Zna wtasnosci zbioréw otwartych i
domknietych oraz domkniecia, wnetrza i brzegu zbioru. Zna definicje ciggu zbieznego, warunku
Cauchy’ego i przestrzeni zupetnej. Wie, ze przestrzen euklidesowa skonczenie wymiarowa jest zupetna.
Potrafi stosowac twierdzenie Banacha o kontrakcji do rozwigzywania prostych réwnan nieliniowych.
Zna definicje granicy funkcji i funkcji ciagtej w przypadku funkcji okreslonej na przestrzeni metryczne;.
Zna pojecia zwartosci i spojnosci oraz wiasnosci funkcji ciggtych okreslonych na zbiorach zwartych i
spojnych. Widzi réznice pomiedzy spojnoscig a tukowg spojnoscia.

Zna definicje i podstawowe wiasnosci catki Riemanna-Stieltiesa. Umie oblicza¢ catki Riemanna-
Stieltjesa.

Tresci programowe dla zajec:

Zdefiniowanie funkcji pierwotnej i przedstawienie podstawowych metod jej wyznaczania tj. catkowanie
przez czesci i przez podstawienie. Omowienie najwazniejszych typow catek nieoznaczonych dajgcych
sie obliczy¢ w sposéb elementarny: catkowanie funkcji wymiernych, niewymiernych, podstawienia
Eulera, catkowanie funkcji trygonometrycznych.

Zdefiniowanie catki Riemanna i udowodnienie kryterium catkowalnosci. Wykazanie catkowalno$ci
funkcji ciggtej i funkcji monotonicznej. Udowodnienie podstawowych wiasnosci caiki tj. liniowos¢,
addytywno$¢. Wykazanie twierdzenia o catce jako funkcji gornej granicy catkowania oraz wzoru
Newtona-Leibniza. Podanie wzoréw na catkowanie przez czesci i zamiange zmiennej catkowania.
Udowodnienie twierdzen o wartosci $redniej w rachunku catkowym. Wyprowadzenie wzordéw na pole
figury, dtugosc¢ tuku i objeto$¢ bryty obrotowej. Pokazanie jak mozna zdefiniowa¢ logarytm i funkcje
wyktadniczg za pomocg cafki.

Przedstawienie definicji i podstawowych witasnosci catek niewlasciwych. Podanie kryteriow na
zbieznoé¢ i bezwzgledng zbieznos¢ catek niewtasciwych oraz zwigzku pomiedzy zbieznoscig cafki
niewtasciwej a zbieznoscig szeregu.

Wprowadzenie podstawowych pojeé analizy zespolonej tj. zbiezno$¢ ciggoéw i szeregéw o wyrazach
zespolonych, granica i ciggtos¢ funkcji zespolonych, rézniczkowanie i catkowanie funkcji okreslonych
na przedziale i przyjmujgcych wartosci zespolone.

Zdefiniowanie zbieznosci punktowej i jednostajnej ciggdw i szeregdw funkcyjnych. Wykazanie warunku
Cauchy’ego na zbiezno$¢ jednostajng i kryterium Weierstrassa. Udowodnienie twierdzen o zwigzkach
zbiezno$ci jednostajnej z ciggtoscia, rozniczkowaniem i catkowaniem. Podanie przykfadu funkcji ciggtej
na catej prostej, ktéra nie ma pochodnej w Zzadnym punkcie.

Podanie definicji szeregu potegowego i promienia zbieznosci szeregu potegowego. Wykazanie
twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda. Przedstawienie wiasnosci sumy szeregu potegowego w
przedziale zbieznosci. Rozwijanie funkcji w szereg potegowy; rozwinigcia funkcji wyktadniczej i funkgciji
trygonometrycznych, szereg dwumienny. Podanie przyktadu funkcji majgcej pochodne dowolnego
rzedu, ktéra nie jest analityczna. Udowodnienie twierdzenia Abela o zachowaniu sie sumy szeregu
potegowego na koncach przedzialu zbieznosci. Przedstawienie analitycznych definicji funkcji
trygonometrycznych i zwigzku pomiedzy funkcjg wyktadniczg i funkcjami trygonometrycznymi, wzory
Eulera.

Zdefiniowanie szeregu Fouriera i wyprowadzenie wzoréw Eulera-Fouriera. Udowodnienie lematu
Riemanna-Lebesgue’a. Przedstawienie catki Dirichleta i wykazanie zasady lokalizacji. Udowodnienie
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twierdzenia o zbieznosci punktowej szeregu Fouriera. Omoéwienie zamknietosci uktadu
trygonometrycznego; nieréownos¢ Bessela i identycznos¢ Parsevala. Podanie informacji o postaci
zespolonej szeregu Fouriera.

Podanie definicji i przyktadow przestrzeni metrycznych. Przedstawienie podstawowych zbiorow w
przestrzeniach metrycznych: zbiory otwarte i domkniete, domknigcie, wnetrze i brzeg zbioru.
Omowienie zbieznosci ciggdow w przestrzeniach metrycznych: zbieznos¢ w przestrzeniach
euklidesowych skohczenie wymiarowych, przestrzenie zupetne, twierdzenie Banacha o kontrakcji.
Zdefiniowanie zbioréw zwartych i wykazanie twierdzehh Heinego-Borela i Bolzano-Weierstrassa.
Zdefiniowanie spéjnosci i przedstawienie charakteryzacji spojnych podzbioréw prostej. Podanie definiciji
granicy funkcji i ciggtosci funkcji okreslonych na przestrzeniach metrycznych. Wykazanie twierdzen o
ciggtosci funkcji ztozonej i funkcji odwrotnej. Omowienie wiasnosci funkcji ciggtych na zbiorach zwartych
i na zbiorach spojnych. Zdefiniowanie tukowej spoéjnosci i wykazanie, ze obszar w przestrzeni
euklidesowej skohczenie wymiarowej ma te wiasnosc.

Podanie definicji catki Riemanna-Stieltiesa. Udowodnienie istnienia tej catki w przypadku catkowania
funkcji ciggtej wzgledem funkcji monotonicznej. Omodwienie metod obliczania catek Riemanna-
Stieltjesa.

Nazwa zaje¢: Analiza matematyczna 3
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna strukture liniowg i metryczng przestrzeni euklidesowej oraz reprezentacje macierzowg
odwzorowania liniowego. Umie znajdowac reprezentacje macierzowg konkretnego odwzorowania.
Umie zbada¢ ciagtos¢ funkcji wielu zmiennych. Umie wyznaczy¢ granice ciggdw w przestrzeni
euklidesowej.

Zna pojecia pochodnej, pochodnej czgstkowej i kierunkowej. Zna podstawowe wiasnosci pochodnych i
funkcji rézniczkowalnych. Umie oblicza¢ pochodne czgstkowe i kierunkowe funkcji i odwzorowaé. Umie
sprawdzi¢, czy funkcja jest rézniczkowalna w punkcie. Umie wyznacza¢ ekstrema funkcji i ekstrema
warunkowe. Zna tw. o funkcji uwiktanej i odwrotnej. Umie wyznaczy¢ ptaszczyzne styczng do
powierzchni gtadkiej.

Zna pojecie wielokrotnej catki Riemanna i jej wtasnosci w tym tw. Lebesgue’a i tw. Fubiniego. Umie
obliczy¢ catke Riemanna wybranych funkcji stosujgc definicje jak réwniez tw. Fubiniego. Umie
zastosowaé tw. O zamianie zmiennych do obliczania catek. Zna pojecia miary Jordana. Potrafi przy
pomocy catki obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni.

Zna pojecia catki krzywoliniowej i powierzchniowej oraz ich zwigzek z rézniczkowaniem (tw. Greena,
Stokesa i Gaussa-Ostrogradskiego). Umie oblicza¢ catki krzywoliniowe i powierzchniowe zorientowane
i niezorientowane wybranych funkcji. Potrafi zastosowa¢ w/w twierdzenia.

Zna pojecie catki zaleznej od parametru (wlasciwej i niewtadciwej) Zna wiasnosci tych catek. Potrafi
sprawdzi¢ zbieznos¢ catek niewtasciwych.

Tresci programowe dla zaje¢:

Struktura liniowa i metryczna przestrzeni euklidesowej: Przeksztatcenia liniowe i jego reprezentacja
macierzowa. Ciggtosc¢ funkcji wielu zmiennych i odwzorowan.

Rézniczkowanie funkcji wielu zmiennych: Roézniczkowalnos¢ i pochodna odwzorowan; twierdzenie o
rézniczkowaniu funkcji ztozonej, twierdzenie o wartosci sredniej. Pochodne czgstkowe, definicja i ich
zwigzek z pochodna odwzorowania; macierz Jacobiego, warunki konieczne i dostateczne
rézniczkowalnosci; reguta tancuchowa. Pochodna kierunkowa i gradient. Pochodne czgstkowe
wyzszych rzedoéw, twierdzenie Schwarza, wzér Taylora, ekstrema. Wspohrzedne krzywoliniowe,
ptaszczyzna styczna do wykresu funkcji, wektor normalny, wektor styczny. Twierdzenie o funkcjach
uwiktanych, twierdzenie o funkcji odwrotnej. Powierzchnia (rozmaitos¢) gtadka w Rn; mapa, atlas,
przestrzeh styczna, powierzchnie a uktady réwnan nieliniowych. Ekstrema warunkowe, mnozniki
Lagrange’a (warunek dostateczny bez dowodu).

Wielokrotna catka Riemanna: Catka po n-wymiarowym przedziale; sumy dolna i gérna, catki dolna i
gorna, kryterium catkowalnosci. Miara (Lebesgue’a) zero i objeto$¢ zero. Oscylacja funkcji; oscylacja a
ciggtos¢. Twierdzenie Lebesgue’a o catkowalnosci funkcji ograniczonej. Twierdzenie typu Fubiniego;
catkowanie po zbiorach normalnych wzgledem osi, sprowadzenie catki wielokrotnej do catki iterowane;j.
Zbiory mierzalne w sensie Jordana; catka z funkcji ograniczonej po takim zbiorze. Miara Jordana,
zastosowania geometryczne catek wielokrotnych: objetos¢, pole powierzchni. Dyfeomorfizmy,
twierdzenie o zamianie zmiennych w caice wielokrotnej (bez dowodu). Wielokrotne catki niewtasciwe.
Catka Poissona.

Calki krzywoliniowe i powierzchniowe Catki krzywoliniowe zorientowane i niezorientowane. Twierdzenie
Greena. Nienaleznos¢ calki krzywoliniowej od drogi. Catka rézniczki zupetnej. Catki powierzchniowe.
Twierdzenia: Stokesa i Gaussa-Ostrogradskiego (bez dowodu).
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Calki zalezne od parametru: Caltki z parametrem po przedziale zwartym; ciggtos¢, rézniczkowalnose,
reguta Leibniza, catkowalnos¢. Niewtasciwe catki z parametrem; zbieznos¢ jednostajna, kryteria
Cauchy’ego, Weierstrassa, wtasnoséci catek. Funkcje beta i gamma Eulera.

Nazwa zajeé: Algorytmy i programowanie
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna i stosuje podstawowe konstrukcje algorytmiczne, zapisuje je w pseudokodzie i wybranym jezyku
programowania

Wykorzystuje procedury i funkcje do formutowania algorytméw, stosuje rekurencije

Zna i stosuje proste i ztozone struktury danych, w tym struktury dynamiczne

Zna podstawowe techniki projektowania algorytmoéw i stosuje wiedze matematyczng do formutowania i
rozwigzywania prostych zadan algorytmicznych

Konstruuje i implementuje w wybranym jezyku programowania algorytmy dla prostego problemu
algorytmicznego

Ocenia ztozonos¢ czasowg algorytmow

Ma swiadomos¢ waznosci algorytmiki w matematyce

Tresci programowe dla zajec:

Jezyk algorytmiczny: Pojecie zmiennej, instrukcja przypisania, instrukcje warunkowe, iteracje, operatory
specjalne

Pojecie struktury tablicowej: Przykfady i implementacje prostych probleméw algorytmicznych na
tablicach 1 i 2-wymiarowych, wyszukiwanie liniowe i binarne

Pojecie procedury: Deklaracja, parametry formalne, wywotanie, przyktady prostych procedur i funkcji
Rekurencja: Pojecie rekurencji, przyktady procedur rekurencyjnych, programowanie dynamiczne
Algorytmy sortowania: Sortowanie przez wstawianie, bgbelkowe, przez scalanie, szybkie, przez
zliczanie (elementy rozne, przypadek ogolny)

Analiza algorytméw: Notacja asymptotyczna, ztozono$é czasowa algorytmow, ztozonosé
optymistyczna, pesymistyczna i $rednia, twierdzenie o rekurencji uniwersalnej, klasy ztozonosci,
ztozono$¢ poznanych algorytmow

Stosy, kolejki, listy: Tablicowa implementacja stosu i kolejki, podstawowe operacje, lista dwukierunkowa
z dowigzaniami

Pojecia teorii grafow: Graf prosty, drzewa i ich podstawowe wtasnosci, drzewa ukorzenione

Kopce: Podstawowe operacje na kopcach binarnych, sortowanie przez kopcowanie

Drzewa wyszukiwan binarnych: Podstawowe wtasnosci, operacje stownikowe przechodzenie drzewa
BST

Metoda zachtanna: Problem minimalnego drzewa rozpinajgcego, problem najkrétszych potgczen, kody
Huffmana

Metoda z nawrotami: Problem n krélowych, przyktady prostych probleméw optymalizacyjnych
Stabilnos¢ numeryczna algorytmow: Arytmetyka stato- i zmiennopozycyjna, pojecie btedu
bezwzglednego i wzglednego, przyktady algorytmdéw numerycznie niestabilnych

Programowanie: Operacje wejscia/wyjscia

Programowanie statycznych struktur danych: Tablice znakow, struktury

Programowanie dynamicznych struktur danych: Kontenery

Programowanie z typami wskaznikowymi: Dynamiczne zarzgdzanie pamiecig, wskazniki, referencje
Programowanie z wykorzystaniem bibliotek: Biblioteka matematyczna

Nazwa zaje¢: Elementy metod numerycznych
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna wtasnosci arytmetyki zmiennopozycyjnej i rozumie roéznice pomiedzy rozwigzywaniem danego
problemu matematycznego w arytmetyce liczb rzeczywistych i arytmetyce zmiennopozycyjne;.
Dostrzega istotno$¢ analizy wyboru odpowiedniego algorytmu do rozwigzania danego problemu
matematycznego. Zna pojecie uwarunkowania zadania numerycznego. Potrafi obliczy¢é wskaznik
uwarunkowania dla wybranych zadah numerycznych. Zna pojecie numerycznej stabilnosci algorytmow.
Zna pojecie interpolacji wielomianowej Lagrange’a i Hermite’a. Potrafi wyznaczyé wielomiany
interpolacyjne, dobra¢ odpowiednie wezty interpolacji i oszacowa¢ btad interpolacji. Zna algorytm
Hornera i uogdlniony algorytm Hornera.

Zna pojecie kwadratury interpolacyjnej i potrafi oblicza¢ przyblizone wartosci catek oznaczonych
uzywajac prostych i ztozonych kwadratur Newtona-Cotesa.

Potrafi wykorzysta¢ metody iteracyjne do wyznaczania przyblizonych rozwigzan rownan nieliniowych.
Potrafi okresli¢ rzgd metody

Zna wybrane metody numeryczne rozwigzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych.
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Zna metody bezposrednie i iteracyjne rozwigzywania uktadéw rownan liniowych. Potrafi obliczy¢ norme
i wskaznik uwarunkowania macierzy.

Zna pojecie rozktadu macierzy wzgledem wartosci szczegolnych oraz przykfady zastosowania tego
rozktadu.

Potrafi postugiwa¢ sie omoéwionym pakietem numerycznym w celu numerycznego rozwigzywania
wybranych problemdéw matematycznych.

Tresci programowe dla zajec:

Wprowadzenie do pakietu Scilab.

Zapis statopozycyjny i zmiennopozycyjny. Dziatania na liczbach zmiennopozycyjnych. Wiasno$ci
arytmetyki zmiennopozycyjnej. Standard IEEE 754. Algorytm sumacyjny Kahana.

Uwarunkowanie zadania numerycznego. Wskaznik uwarunkowania zadania obliczania wartosci funkcji
jednej i wielu zmiennych oraz zadania obliczania iloczynu skalarnego wektoréw. Numeryczna stabilnosc
algorytmow.

Algorytm Hornera i jego zastosowania. Zagadnienia interpolacji wielomianowej Lagrange’a i Hermite’a.
Posta¢ Lagrange’a i Newtona wielomianu interpolacyjnego. Zastosowanie uogdlnionego algorytmu
Hornera do obliczenia wartosci wielomianu w postaci Newtona. Oszacowanie btedu interpolacji. Wezty
Czebyszewa.

Kwadratury interpolacyjne. Proste i ztozone kwadratury Newtona-Cotesa.

Metody iteracyjne rozwigzywania rownan nieliniowych (metody bisekcji, stycznych, siecznych, metody
jednopunktowe). Kryteria stopu. Rzgd zbieznosci metod iteracyjnych.

Numeryczne rozwigzywanie rownan rozniczkowych. Metody Eulera, Heuna, Rungego-Kutty.

Normy wektorowe i macierzowe. Wskaznik uwarunkowania macierzy. Metody bezposrednie
rozwigzywania uktadéw rownan liniowych. Metoda eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gtéwnego,
z czesciowym i petnym wyborem elementu gtéwnego. Rozktad LU macierzy. Rozktad Doolittle’a.
Rozkiad Cholesky'ego-Banachiewicza. Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych.
Metoda Jacobiego, Gaussa-Seidela i nadrelaksacji. Zbiezno$é metod iteracyjnych.

Rozktad wzgledem wartosci szczegdlnych macierzy. Liniowe zadanie najmniejszych kwadratow.
Wybrane zastosowania rozkfadu wzgledem wartosci szczegélnych macierzy.

Nazwa zajec: Elementy statystyki
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Potrafi zbudowa¢ model statystyczny oraz wyznaczy¢ statystyki dostateczne i zupetne.

Zna pojecie estymatora. Potrafi sprawdzi¢ jego nieobcigzono$é¢ oraz w podstawowych modelach potrafi
wyznaczac¢ estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji.

Potrafi wyznacza¢ estymatory metodami momentéw oraz najwiekszej wiarogodnosci.

Zna pojecie przedziatu ufnosci. Potrafi w podstawowych modelach wykona¢ konstrukcje przedziatu
ufnosci w oparciu o funkcje centralne.

Zna pojecie testu statystycznego. Potrafi wyznaczyé test najmocniejszy z wykorzystaniem lematu
Neymana-Pearsona.

Potrafi wyznaczy¢ test metodg ilorazu wiarogodnosci. Zna i potrafi zastosowac testy t Studenta.

Tresci programowe dla zaje¢:

Model statystyczny: przestrzen proby i przestrzen parametrow; model parametryczny i
nieparametryczny; statystyka i jej rozktad; statystyki dostateczne; twierdzenie o faktoryzacji; statystyki
zupetne.

Estymacja punktowa: definicja estymatora; estymatory nieobcigzone; estymatory nieobcigzone o
minimalnej wariancji.

Estymacja punktowa: wyznaczanie estymatoréw metodami momentéw oraz najwiekszej wiarogodnosci.
Przedziaty ufnosci: definicja przedziatu ufnoéci; konstrukcja przedziatéw ufnoéci w oparciu o funkcje
centralne.

Weryfikacja hipotez statystycznych: hipoteza zerowa i alternatywna; test statystyczny; obszar krytyczny;
btedy pierwszego i drugiego rodzaju; testy najmocniejsze — lemat Neymana-Pearsona.

Weryfikacja hipotez statystycznych: wyznaczanie testéw metodg ilorazu wiarogodnosci.

Nazwa zaje¢: Funkcje analityczne
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

umie sprawdzi¢ rézne wilasnosci funkcji zespolonej, a w szczegodlnosci potrafi sprawdzac
rézniczkowalnos¢ w sensie rzeczywistym i zespolonym funkcji i wskaza¢ na zwigzki pomiedzy tymi
wlasnosciami.

umie rozwijac funkcje w zespolone szeregi potegowe i szeregi Laurenta, wyznacza¢ promienie i obszary
zbieznosci szeregow.
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umie catkowaé funkcje zespolone zmiennej rzeczywistej oraz catkowac funkcje zespolone zmiennej
zespolonej wzdtuz krzywych; w szczegolnosci potrafi wyznaczaé indeks punktu wzgledem krzywe;.
Zzna podstawowe twierdzenia analizy zespolonej i stosowane w nich typowe rozumowania
matematyczne, a w szczegoélnosci zna twierdzenie Cauchy'ego i jego konsekwencje.

zna rozne typy obszaréw; rozumie znaczenie spojnosci i zwartosci w badaniach wiasnosci funkc;ji
zespolonych.

potrafi badac rézne typy zbieznosci ciggéw i szeregdw funkcyjnych, potrafi badac i rozumie znaczenie
zbieznosci niemal jednostajnej w teorii funkcji analitycznych.

umie wyznaczac zera i bieguny funkcja oraz ich krotnosci i rzedy; potrafi klasyfikowac punkty osobliwe
odosobnione funkcji holomorficznych.

umie wyznaczac¢ residua funkgciji i stosowac je do obliczania catek niewtasciwych.

potrafi wskazac¢ specyficzne wtasnosci funkcji i ciggéw funkcji holomorficznych, ktére nie zachodzg dla
funkgji rézniczkowalnych w sensie rzeczywistym.

zna zastosowania i umie stosowa¢ wybrane metody analizy zespolonej w innych dziedzinach.

Tresci programowe dla zaje¢:

Granica, ciggtos¢, R-rézniczkowalnosé funkcji jednej zmiennej zespolonej o wartosciach zespolonych.
Pochodna zespolona. Podstawowe reguty rézniczkowania. Réwnania Cauchy-Riemanna i zwigzek
miedzy R- i C-rézniczkowalno$cia. Funkcje holomorficzne.

Przyktady funkcji holomorficznych. Wielomiany, funkcje wymierne, szeregi potegowe. Holomorficznos¢
sumy szeregi potegowego. Funkcje analityczne.

Catka Riemanna funkcji rzeczywistej o wartosciach zespolonych. Podstawowe wiasnosci i reguty
catkowania. Funkcje analityczne definiowane catkami zaleznymi od parametru.

Calki krzywoliniowe (catkowanie wzdtuz krzywych). Indeks punktu wzgledem krzywej.

Twierdzenie Cauchy'ego dla trojkata. Istnienie funkcji pierwotnych dla funkcji holomorficznych.
Twierdzenie i wzér Cauchy'ego dla obszaréw wypuktych. Analityczno$¢ funkcji holomorficznych.
Nieréwnos¢ Cauchy'ego. Funkcje catkowite. Twierdzenie Liouville'a. Dowdd zasadniczego twierdzenia
algebry.

Zera funkcji holomorficznych. Twierdzenie o jednoznacznosci. Zasada maksimum.

Ciagi i szeregi funkcji holomorficznych. Zbiezno$¢ niemal jednostajna. Holomorficzno$¢ granicy.
Twierdzenie Morrery.

Globalne twierdzenie Cauchy'ego. Wzér Cauchy'ego dla obszaréw normalnych.

Szeregi Laurenta. Obszar zbieznosci i holomorficzno$é sumy szeregu. Funkcje holomorficzne w
pierscieniu.

Klasyfikacja punktéw osobliwych odosobnionych. Twierdzenia Riemanna i Cassarotiego-Weierstrassa.
Residuum funkcji. Zastosowania residuéw do obliczania catek. Residuum pochodnej logarytmiczne;.
Rodziny normalne. Twierdzenia Arzeli, Montela i Vitaliego.

Nazwa zaje¢: Geometria analityczna
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

zna prostokatny, biegunowy, sferyczny i walcowy uktad wspoirzednych. Zna pojecia wektora
swobodnego, jego rzutu na o$ i miare tego rzutu na tej osi. Potrafi poda¢ wspétrzedne punktu dzielgcego
odcinek skierowany w danym stosunku. Na podstawie interpretacji geometrycznej potrafi podaé¢ wzory
macierzowe na zamiane wspétrzednych przy obrocie i przesunigciu rownolegtym prostokatnego uktadu
wspotrzednych na ptaszczyznie i w przestrzeni.

zna interpretacje geometryczne iloczynu skalarnego, wektorowego i mieszanego. Umie zastosowac
odpowiednie wzory algebraiczne do obliczenia odlegtos$ci dwdch punktéw, kata miedzy wektorami, pola
réwnolegtoboku i objetosci réwnolegtoscianu.

zna interpretacje geometryczng i wzajemne zwigzki réwnania ogdlnego, odcinkowego, normalnego,
kierunkowego i parametrycznego prostej na ptaszczyznie. Potrafi poda¢ wektor normalny do prostej na
ptaszczyznie. Umie zastosowaé iloczyn skalarny do wyprowadzenia wzoru na odlegto$¢ punktu od
prostej na ptaszczyznie. Oblicza kgt miedzy prostymi.

zna interpretacje geometryczng i wzajemne zwigzki réwnania ogélnego i normalnego okregu na
ptaszczyznie. Zna podstawowe wiasnosci funkcji potegowej okregu.

na podstawie réwnan kanonicznych potrafi naszkicowa¢ wykresy stozkowych oraz wyprowadzi¢ ich
wiasnosci ogniskowe, kierownicze i optyczne. Zna twierdzenia Apolloniusza. Potrafi zastosowaé
metode wyrdéznika do badania wzajemnego potozenia prostej i stozkowej, w tym do wyznaczenia
stycznej. Zna warunki, ktére okreslajg czwérke harmoniczng punktéw oraz definicje biegunowej punktu
wzgledem stozkowej. Stosuje metode biegunowej do wyznaczenia stycznej. Zna definicje i wtasnosci
Srednicy sprzezonej do danego kierunku, w tym do wyznaczenia styczne;.

13



Zatgcznik nr 2 do uchwaty nr 273/2021/2022
Senatu UAM z dnia 26 wrzes$nia 2022 r.

zna ogolne pojecie krzywej stopnia drugiego na ptaszczyznie i ich klasyfikacje metryczng. Potrafi
naszkicowa¢ dowdd tej klasyfikacji stosujgc zasade zmiany uktadu wspétrzednych. Znajduje potozenie
stozkowej za pomocg obrotu i przesuniecia réwnolegtego prostokatnego uktadu wspéirzednych.
Odréznia réwnanie kanoniczne stozkowej od zredukowanego. Stosuje metode inwariantéw w celu
otrzymania réwnania kanonicznego stozkowej. Potrafi znalez¢ srodek symetrii, osie, asymptoty,
styczne, Srednice sprzezone, biegunowe krzywej stopnia drugiego na ptaszczyznie.

zna interpretacje geometryczng i wzajemne zwigzki rownania ogdlnego, odcinkowego, normalnego i
parametrycznego ptaszczyzny w przestrzeni. Zna interpretacje geometryczng i wzajemne zwigzki
réwnania kierunkowego i postaci krawedziowej prostej w przestrzeni. Potrafi poda¢ wektor normalny do
ptaszczyzny w przestrzeni. Umie zastosowac iloczyn skalarny do wyprowadzenia wzoru na odlegtosc
punktu od ptaszczyzny w przestrzeni. Oblicza kgt miedzy prostymi, miedzy ptaszczyznami i miedzy
prostg a ptaszczyzng. Umie zastosowac iloczyn wektorowy do wyprowadzania wzoréw na odlegtos¢
punktu od prostej w przestrzeni i odlegtos¢é dwéch prostych skosnych. Wie, ze prosta w przestrzeni
zadana jest przez jej punkt i wektor kierunkowy oraz ptaszczyzna w przestrzeni zadana jest przez jej
punkt i wektor prostopadty do niej. Za pomocg interpretacji geometrycznej, pojecia peku ptaszczyzn
oraz iloczynu skalarnego, wektorowego i mieszanego znajduje réznymi metodami réwnania prostych i
ptaszczyzn w przestrzeni spetniajgce warunki geometryczne. W szczegdlnosci znajduje rownanie
ptaszczyzny przechodzgcej przez dane 3 punkty, réwnanie prostej przechodzacej przez dane 2 punkty,
réownanie prostej przechodzgcej przez dany punkt i réwnolegtej do danej prostej, rownanie ptaszczyzny
przechodzacej przez dany punkt i prostopadtej do danej prostej, rownanie ptaszczyzny przechodzgce;j
przez dang prostg i punkt nie lezgcy na tej prostej, réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez dang
prostg i rownolegtej do innej prostej, rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez dang prostg i
prostopadtej do danej ptaszczyzny.

zna podstawowe typy powierzchni stopnia drugiego w ich réwnaniach kanonicznych. Potrafi wyrdznic¢
ws$rdd nich powierzchnie obrotowe, stozki i walce oraz powierzchnie prostokresine. Zna ogdlne pojecie
powierzchni stopnia drugiego w przestrzeni i ich klasyfikacje metryczng. Potrafi naszkicowaé dowdd tej
klasyfikacji stosujgc zasade zmiany ukfadu wspoétrzednych.

Tresci programowe dla zajec:

Metoda wspotrzednych zastosowana do prostej, plaszczyzny i przestrzeni. Osie uktadéw
wspotrzednych i ich orientacja. Podziat odcinka skierowanego w danym stosunku. Obroét i przesunieciu
réwnolegte prostokgtnego ukfadu wspéirzednych na ptaszczyznie i w przestrzeni. Wspéirzedne
biegunowe na ptaszczyznie, wspotrzedne sferyczne i walcowe w przestrzeni. Wektory swobodne,
wspotrzedne i kosinusy kierunkowe wektoréw.

lloczyn skalarny, wektorowy i mieszany. Zastosowania do obliczania pél réwnolegtobokow i objetosci
réownolegtoscianow.

Prosta na ptaszczyznie: rownanie ogdlne, odcinkowe, normalne, kierunkowe i parametryczne. Pek
prostych. Odlegtos¢ punktu od prostej. Kat miedzy prostymi.

Okrag na ptaszczyznie, styczne do okregu, funkcja potegowa okregu.

Elipsa, hiperbola i parabola w réwnaniach kanonicznych: wtasnosci ogniskowe, kierownicze i optyczne.
Srednica sprzezona do danego kierunku, styczne, biegunowa punktu wzgledem stozkowej.

Krzywa stopnia drugiego i jej inwarianty. Klasyfikacja metryczna krzywych stopnia drugiego. Wtasno$ci
krzywych stopnia drugiego: srodek symetrii, osie, asymptoty, styczne, Srednice sprzezone, biegunowe.
Ptaszczyzna w przestrzeni: réwnanie ogdlne, odcinkowe, normalne i parametryczne. Pek ptaszczyzn.
Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny i kat miedzy ptaszczyznami. Prosta w przestrzeni: réwnanie
kierunkowe i posta¢ krawedziowa. Kat miedzy prostymi, miedzy prostg a ptaszczyzng i miedzy
ptaszczyznami. Odlegtos¢ punktu od prostej. Odlegtos¢ dwdch prostych skosnych.

Powierzchnie stopnia drugiego w rownaniach kanonicznych. Powierzchnie prostokresine. Klasyfikacja
metryczna powierzchni stopnia drugiego.

Nazwa zaje¢: Geometria R6zniczkowa
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna podstawowe pojecia topologiczne (odwzorowanie ciagte, homomorfizm, spdjnos¢, zwartosc)
i metryczne (kontrakcje, izometrie, zupetnosé)

Zna podstawowe pojecia zwigzane z geometrig krzywych rézniczkowych w przestrzeni euklidesowe;.
Zna podstawowe pojecia zwigzane z geometrig powierzchni.

Tresci programowe dla zaje¢:

Przestrzenie euklidesowe jako przestrzenie metryczne i topologiczne. Pojecia metryczne (kontrakcje,
izometrig, zupetnosé) - przyktady i podstawowe wiasnosci.

Wyczerpujgca informacja o pojeciach wymienionych w punktach powyzej

Pojecia topologiczne (odwzorowania ciggle, homeomorfizm, odwzorowania ilorazowe, spdéjnosc,
zwartosc) - przyktady i podstawowe wiasnosci.
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Wyczerpujgca informacja o pojeciach wymienionych w punktach powyzej

Geometria rézniczkowa krzywych: Krzywe gtadkie w R*3: wektory styczne i normalne, krzywizna i torsja
- tréjécian Freneta i wzory Freneta. Przykfady i zastosowania.

Wyczerpujgca informacja o pojeciach wymienionych w punktach powyze;j

Geometria rézniczkowa powierzchni: Powierzchnie gtadkie; wektory styczne i normalne, izometrie,
druga forma kwadratowa powierzchni, krzywizna powierzchni gtadkiej, Theorema Egregium,
geodezyjne,

informacja o Twierdzeniu Gaussa-Bonneta.

Nazwa zajeé: Inzynieria finansowa
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Potrafi scharakteryzowa¢ najwazniejsze segmenty rynku finansowego. Rozumie, czym jest inzynieria
finansowa. Posiada podstawowg wiedze o gietdach papieréw wartosciowych. Zna definicje
i charakterystyki najwazniejszych papieréw wartosciowych. Zna definicje instrumentu pochodnego
i charakterystyki najwazniejszych instrumentéw pochodnych.

Zna pojecie arbitrazu i metode arbitrazowg wyznaczania ceny dostawy w kontrakcie forward. Potrafi
wyznaczy¢ cene dostawy oraz wartos¢ diugiej pozycji w kontrakcje forward. Zna pojecie ceny
terminowej. Potrafi konstruowac strategie arbitrazowe na rynku kontraktéw forward.

Zna definicje kontraktow terminowych (futures), reguty dziatania rynkow tych kontraktéw oraz zwigzki
zachodzace miedzy cene terminowg a cena dostawy w kontraktach forward przy zatozeniu statosci stop
procentowych. Posiada podstawowg wiedze na temat obrotu kontraktami terminowymi na Gietdzie
Papieréw Warto$ciowych w Warszawie.

Zna pojecie kontraktu wymiany. Potrafi konstruowa¢ standardowe kontrakty wymiany procentowej i
wymiany walutowej. Umie przedstawi¢ kontrakt wymiany w postaci serii kontraktéw forward lub jako
dtugg pozycje w jednej obligacji potgczong z zajeciem krotkiej pozycji w innej obligaciji.

Zna pojecie opcji oraz czynniki majgce wptyw na warto$¢ opcji. Potrafi wyznaczy¢ cene opcji
europejskiej i amerykanskiej na instrument, ktérego proces ceny opisany jest za pomocg drzewa
dwumianowego. Potrafi konstruowac strategie arbitrazowe na rynku opcji. Zna pojecie martyngatu i
0golng metode wyceny instrumentu pochodnego za pomocg wartosci oczekiwanej wzgledem
rébwnowaznej miary martyngatowe;.

Zna wzor Blacka-Scholesa dla europejskiej opcji kupna i jego najwazniejsze rozszerzenia. Zna miary
wrazliwosci ceny opcji na zmiany parametréw.

Zna i potrafi konstruowa¢ najwazniejsze strategie inwestycyjne wykorzystujgce opcje. Posiada
podstawowg wiedze na temat opcji egzotycznych i potrafi wycenié¢ najbardziej popularne opcje
egzotyczne.

Tresci programowe dla zaje¢:

Rynek finansowy. Instrumenty finansowe. Inzynieria finansowa. Papiery wartosciowe. Instrumenty
pochodne.

Zmiana wartosci pienigdza w czasie.

Kontrakty forward.

Kontrakty terminowe (futures).

Kontrakty wymiany.

Opcje. Podstawowe charakterystyki opcji. Wycena opcji za pomoca drzew dwumianowych.
Wycena opcji amerykanskich za pomocg drzew dwumianowych.

Strategie arbitrazowe na rynku opcji.

Metoda martyngatowa wyceny instrumentu pochodnego.

Wz6r Blacka-Scholesa. Wrazliwos¢ ceny opcji na zmiany parametrow.

Strategie inwestycyjne wykorzystujgce opcje.

Przeglad opcji egzotycznych.

Nazwa zaje¢: Kombinatoryka
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna, rozumie i potrafi zastosowac podstawowe prawa przeliczania
Zna i potrafi rozpozna¢ schematy wyboréw

Zna podstawowe twierdzenia i metody kombinatoryczne

Rozumie dowody podstawowych twierdzen kombinatorycznych
Umie przeprowadzi¢ proste rozumowania kombinatoryczne

Tresci programowe dla zaje¢:

Podstawowe prawa przeliczania: prawo mnozenia, prawo dodawania, zasada bijekg;ji
Schematy wyboréw: kombinacje i wariacje z i bez powtérzenh
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— Ciagi binarne, wspotczynniki dwumianowe i tozsamosci kombinatoryczne

— Rownania rekurencyjne: ukfadanie i rozwigzywanie za pomoca réwnan charakterystycznych i funkcji
tworzgcych

— Zasada wigczania i wylgczania

—  Woybory z ograniczeniami

— Podzialy zbioréw i liczb, liczby Stirlinga

— Przeliczanie graféw oznaczonych, twierdzenie Cayleya

— Zasada szufladkowa Dirichleta

Nazwa zaje¢: Logika

Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:
— Potrafi pracowa¢ w systemie aksjomatycznym rachunku zdan

— Potrafi konstruowac¢ dowody formalne.

— Potrafi pracowa¢ w aksjomatycznym systemie rachunku predykatow.

— Potrafi rozpoznawa¢ wazne wlasnosci metamatematyczne teorii matematycznych.
Tresci programowe dla zaje¢:

— Rachunek zdan

— Sformalizowany jezyk rachunku zdan

— Funkcje prawdziwosciowe i wartosciowania

— Tautologie

— Schematy wnioskowania

— Semantyczne twierdzenie o podstawianiu i odrywaniu

— Aksjomatyczne systemy rachunku zdan

— Pojecie dowodu i konsekwencji oraz ich wtasnosci

— Postaci normalne

— Twierdzenia o petnosci i niesprzecznosci rachunku zdan.

—  System kukasiewicza i niezaleznos$¢ aksjomatow.

— Rachunek predykatow

— Jezyk rachunku predykatow

— Aksjomaty rachunku predykatéw i reguty dowodzenia

— Przykfady tez rachunku predykatow

— Pojecie dowodu i konsekwencji oraz ich wtasnosci

— Twierdzenie o dedukcji

— Niesprzecznosc¢ rachunku predykatéw

— Postaci prefiksowe

— Przykiady systemow dedukcyjnych (arytmetyka, teoria mnogosci, teoria grup, algebry Boole’a).

Nazwa zaje¢: Matematyka dyskretna

Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

— Znairozumie podstawowe zasady i prawa przeliczania.

— Potrafi stosowa¢ podstawowe zasady i prawa przeliczania. Umie wykorzystywac zasade szufladkowa.
Umie przeprowadzi¢ dowody prostych tozsamos$ci kombinatorycznych.

— Potrafi zidentyfikowaé wybrane zaleznosci rekurencyjne oraz rozwigzywac je réznymi metodami. W
szczegollnosci zna i umie postugiwac sie aparatem funkcji tworzacych.

— Znai potrafi postugiwaé sie notacjg asymptotyczna.

— Zna, rozumie i potrafi sie postugiwa¢ podstawowymi pojeciami teorii graféw.

— Zna przyktady klasycznych zastosowanh teorii graféw. Rozumie i potrafi postugiwaé sie klasycznymi
algorytmami teorii grafébw. Rozumie znaczenie praktyczne teorii graféw - umie podac przykfady, w
ktérych stosuje sie poznane zagadnienia i twierdzenia teorii graféw w praktyce.

Tresci programowe dla zaje¢:

Podstawowe zasady i prawa przeliczania - zasada bijekcji, prawa dodawania i mnozenia. Schematy
wyboru. Zasada szufladkowa.

— Zasada wigczania i wytgczania. Tozsamosci kombinatoryczne.

—  Wspdtczynniki wielomianowe.

— Zalezno$ci rekurencyjne. Uktadanie i rozwigzywanie prostych iliniowych réwnan rekurencyjnych.

— Zlozone zaleznosci rekurencyjne. Rozwigzywanie rownan rekurencyjnych przy pomocy aparatu funkcji
tworzacych. Liczby Fibonacciego, Catalana, Bella, Stirlinga.
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— Notacja asymptotyczna Landaua. Symbole asymptotyczne "duze O", "mate 0", " duza omega", "mata
omega", "theta", "asymptotycznie rowne". Oszacowania asymptotyczne. Twierdzenie o rekurencji
uniwersalnej.

— Podstawowe pojecia teorii grafow.

— Klasyczne problemy i algorytmy grafowe — problemy: najkrétszych Sciezek, optymalnego drzewa
rozpietego, chinskiego listonosza, wedrujgcego komiwojazera, przydziatu zadan, kolorowania grafow i
map.

—  Przykiady losowych struktur dyskretnych — modele graféw losowych, sieci ztozonych i ich zastosowania.

Nazwa zajeé: Matematyka aktuarialna

Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

— umie korzystajgc z tablic trwania zycia wyznaczy¢ takie parametry jak prawdopodobiehAstwo, ze x-latek
umrze przed uptywem czasu t, prawdopodobieAstwo, Zze x-latek przezyje wiecej niz czas t,
prawdopodobienstwo, ze x-latek przezyje jeszcze s lat, a nastepnie umrze w ciggu czasu t,
prawdopodobienstwo warunkowe, ze x-latek przezyje kolejnych t lat, pod warunkiem, ze przezyje
wczesniej co najmniej s lat

— umie uzasadni¢ zaleznosci miedzy podstawowymi parametrami tablic trwania zycia

— zna, rozumie i stosuje hipotezy agregacyjne w tym Hipoteze jednorodnej populacji

— zna, rozumie i stosuje hipotezy interpolacyjne takie jak Hipoteza jednostajnosci, Hipoteza przedziatami
statego natezenia zgonow, Hipoteza Balducciego

— potrafi wyznaczy¢ jednorazowg sktadke netto w podstawowych typach ubezpieczen, potrafi uzasadnic¢
zaleznosci miedzy jednorazowymi sktadkami netto w podstawowych typach ubezpieczen

— potrafi wykorzysta¢ w obliczeniach i argumentowaniu funkcje komutacyjne

— potrafi wyznaczy¢ jednorazowg sktadke netto w podstawowych typach rent, umie uzasadni¢ zaleznosci
miedzy jednorazowymi sktadkami netto

— wie czym jest skiadka netto, potrafi wyznaczyé sktadke netto, umie uzasadni¢ zaleznosci miedzy
sktadkami netto

— wie czym jest rezerwa netto, potrafi wyznaczy¢ rezerwe netto, umie uzasadni¢ zaleznosci miedzy
rezerwami netto

Tresci programowe dla zajec:

— Tablice trwania zycia

— Ubezpieczenia na zycie

— Renty zyciowe

— Skifadki i rezerwy netto

Nazwa zaje¢: Modelowanie procesow finansowych

Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

— Zna definicje procesu stochastycznego. Rozumie, ze podstawg matematycznego modelowania
procesow finansowych jest przyjecie zatozenia, iz uporzadkowane w czasie obserwacje wielkoSci
finansowych sg realizacjami pewnych proceséw stochastycznych. Zna typowe wtasnos$ci statystyczne
szeregow dziennych zmian cen instrumentéw finansowych.

— Zna pojecie Scistej stacjonarnosci i kowariancyjnej stacjonarnosci szeregu czasowego. Zna definicje
funkcji autokorelacji szeregu kowariancyjnie stacjonarnego oraz definicje biatego szumu i Scistego
biatego szumu.

— Potrafi testowa¢ za pomocg testéw Boxa-Pierce'a i Ljung-Boxa autokorelacje w szeregach zwrotéw
finansowych. Potrafi testowaé za pomocg testu Jarque’a-Berry normalnosé rozktadu zmiennych
generujacych zwroty finansowe. Potrafi oceniaé za pomocg wykresu kwantyl-kwantyl odstepstwa od
normalnosci oraz wtasnosci ogonéw rozktadéw zmiennych generujgcych zwroty finansowe. Rozumie
znaczenie wynikéw uzyskanych za pomocg wymienionych testéw i narzedzi w zarzadzaniu ryzykiem
rynkowym.

— Zna najwazniejsze modele liniowe szeregdw czasowych oraz ich wtasnoéci, umie estymowac ich
parametry za pomocg specjalistycznych pakietdw ekonometrycznych oraz potrafi ocenia¢ jakosc
dopasowania modeli liniowych do szeregéw zwrotow finansowych. Rozumie pojecie prognozy w sensie
btedu sredniokwadratowego. Potrafi wyznaczaé prognozy zwrotdéw finansowych i ocenia¢ ich jakos$¢.

— Rozumie pojecie heteroskedastycznosci warunkowej i jego znaczenie w modelowaniu ryzyka
rynkowego. Zna najwazniejsze modele z rodziny GARCH oraz ich specyficzne wiasnosci, potrafi
estymowac ich parametry za pomocg specjalistycznych pakietéw ekonometrycznych. Potrafi
postugiwac sie kryteriami informacyjnymi przy wyborze modelu. Umie oceni¢ jako$¢ dopasowania
modelu GARCH do szeregu zwrotéw finansowych. Potrafi wyznaczaé prognozy zmiennosci cen
instrumentéw finansowych za pomocg specjalistycznych pakietéw ekonometrycznych.
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Zna i rozumie znaczenie pojecia wartosci zagrozonej. Potrafi modelowaé i prognozowa¢ wartosé
zagrozong instrumentéw finansowych przy uzyciu modeli klasy GARCH oraz za pomocg metod
semiparametrycznych.

Umie testowaé wystepowanie dtugiej pamieci w zwrotach finansowych i ich kwadratach. Rozumie
znaczenie wystepowania dtugiej pamieci przy podejmowaniu decyzji o wyborze modelu
prognostycznego.

Zna podstawowe modele przetgcznikowe ze szczegdinym uwzglednieniem modeli przetgcznikowych
typu Markowa. Dostrzega zalety modeli przetgcznikowych stanowigce o ich przewadze na modelami
jednorezimowymi. Umie estymowaé modele przetgcznikowe typu Markowa za pomocg
specjalistycznego oprogramowania ekonometrycznego oraz wyznacza¢ przy ich uzyciu prognozy
zmiennosci cen instrumentéw finansowych.

Tresci programowe dla zaje¢:

Procesy stochastyczne i szeregi czasowe. Wiasnos$ci statystyczne szeregéw dziennych zmian cen
instrumentéw finansowych.

Stacjonarnos¢ szeregu czasowego. Funkcja autokorelacji. Biaty szumu i $cisty biaty szum.

Testy Boxa-Pierce'a i Ljung-Boxa. Test Jarquego-Berry. Wykres kwantyl-kwantyl.

Szeregi liniowe. Modele autoregresji. Modele sredniej ruchomej. Modele ARMA.

Estymacja modeli ARMA. Kryteria informacyjne. Symulacja szeregéw ARMA. Prognozowanie za
pomocg modeli ARMA.

Testowanie heteroskedastycznosci warunkowej. Model GARCH. Wtasnosci proceséw GARCH.
Rozklady btedu stosowane w modelach GARCH: standaryzowany rozktad t Studenta, uogdlniony
rozktad btedu, standaryzowany skosny rozktad t Studenta. Asymetryczne modele GARCH.

Estymacja modeli GARCH. Prognozowanie wariancji warunkowej. Wyb6r modelu GARCH.

Warto$¢ zagrozona. Szacowanie i prognozowanie wartosci zagrozonej i oczekiwanego niedoboru. Test
Kupca. Regresja kwantylowa. Modele CAViaR.

Dtuga pamie¢ w szeregach czasowych. Model ARFIMA. Model FIGARCH.

Model przetgcznikowe szeregéw czasowych. Modele progowe. Model Hamiltona. Przetgczanie typu
Markowa w modelach ARMA-GARCH

Nazwa zaje¢: Wybrane modele rownowagi ekonomicznej
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

wie czym jest przestrzen towaréw/koszykéw, wie czym jest relacja preferencji, wie co to jest koszyk
optymalny, zna wtasnosci relacji preferencji i ich interpretacje ekonomiczng, wie co to jest koszyk
optymalny w zbiorze, potrafi sprawdzaé wtasnosci relacji preferencji

wie co to jest funkcja uzytecznosci zwigzana z relacjg preferencji, zna zwigzki miedzy wtasnosciami
funkcji uzyteczno$ci a wtasnosciami relacji preferencji, zna warunek dostateczny istnienia ciggtej funkgc;ji
uzytecznosci, potrafi sprawdzi¢ jakie wlasnosci ma funkcja uzytecznosci

potrafi zapisa¢ i rozwigza¢ zadanie maksymalizacji uzytecznosci konsumpcji, potrafi skonstruowaé
funkcje popytu konsumpcyjnego, zna wtasnosci funkcji popytu konsumpcyjnego i potrafi je weryfikowac
wie co to jest prosty model wymiany, co to jest alokacja dopuszczalna, co to jest alokacja Pareto-
optymalna, co to jest alokacja réwnowagi , wie co to jest wykres skrzynkowy Edgewortha, wie co to jest
koalicja, alokacja blokowana i rdzen wymiany, potrafi skonstruowaé funkcje popytu nadwyzkowego i
zna jej wtasnosci, zna twierdzenie Brouwera o punkcie statym i jego zwigzek z istnieniem stanu
rébwnowagi rynkowej, wie co to sg ceny rownowagi, zna tw. o hiperptaszczyznie rozdzielajgcej zb.
wypukte, zna i rozumie podstawowe twierdzenia ekonomii dobrobytu

wie czym sg procesy technologicznie dopuszczalne, rozumie pojecie przestrzeni produkcyjnej, zna
podstawowe aksjomaty naktadane na te przestrzenie, wie czym sg procesy efektywne, wie co to jest
funkcja produkcji, zna podstawowe charakterystyki funkcji produkcji i potrafi je weryfikowaé w
konkretnych przypadkach

wie co to jest zadanie maksymalizacji zysku producenta, wie co to jest funkcja podazy produktu, funkcja
popytu na czynniki produkcji, zna wiasnosci tych funkgji i potrafi je weryfikowac, potrafi wyznaczaé te
funkcje dla wybranych funkcji produkcji

wie co to jest zbiér alokacji dopuszczalnych w modelu Arrowa-Debreu-McKenziego, wie co to jest i
potrafi wyznaczy¢ funkcje popytu nadwyzkowego, zna jej podstawowe wiasnosci i potrafi je
zweryfikowac, wie co to jest stan rownowagi ogdlnej, czym sg ceny robwnowagi rynkowej, zna warunki
dostateczne istnienia stanu réwnowagi, zna tw. ekonomii dobrobytu dla modelu A-D-M

zna podstawowy model dynamiki dochodzenia do cen réwnowagi w czasie ciggtym, zna wtasnosci
trajektorii cen, zna i potrafi zbada¢ w wybranych przypadkach stabilno$¢ cen rébwnowagi

Tresci programowe dla zaje¢:

Relacja preferencji konsumenta
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Funkcja uzytecznosci

Problem optymalizacyjny konsumenta

Prosty model wymiany

Przestrzeh produkcyjna, funkcja produkcji
Problem optymalizacyjny producenta

Model rownowagi Arrowa-Debreu-McKenziego
Dynamika cen

Nazwa zaje¢: Multiplikatywna teoria liczb
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Potrafi wykorzystaé podstawowe zagadnienia teorii liczb, algebry i analizy matematycznej do
udowodnienia prostych wtasnosci dotyczgcych rozmieszczenia liczb pierwszych, w szczegdlnosci do
udowodnienia nieskoriczonosci zbioru liczb pierwszych oraz wykorzystac te rozumowania do uzyskania
prostych oszacowan liczby liczb pierwszych

Zna i rozumie podstawowe definicje i twierdzenia dotyczgce funkcji arytmetycznych. Potrafi poda¢ ich
liczne przyktady. Zna wiasnosci i rozumie istote splotu Dirichleta oraz wyznaczy¢ element odwrotny
wzgledem splotu Dirichleta. Zna podstawowe zwigzki miedzy funkcjami arytmetycznymi, w tym formute
odwrotng Mdbiusa. Zna podstawowe wiasnosci i przyktady funkcji multiplikatywnych.

Potrafi wykorzysta¢ podstawowe wilasnosci catki Riemanna-Stieltiesa do oszacowania wartosci
srednich pewnych funkcji arytmetycznych, w szczegdlnosci zna i umie zastosowa¢ metode sumowania
przez czesci oraz formute sumacyjng Eulera-Maclaurina. Potrafi wyprowadzi¢ wzor Stirlinga.

Zna i rozumie twierdzenie Czebyszewa oraz jego zastosowania. Potrafi udowodni¢ postulat Bertranda.
Zna i rozumie twierdzenia Mertensa dotyczgce rozmieszczenia liczb pierwszych.

Zna definicje i podstawowe wiasnosci uogolnionej funkcji von Mangoldta. Potrafi wyprowadzi¢ formuty
Selberga oraz wyprowadzi¢ z nich twierdzenie o liczbach pierwszych.

Tresci programowe dla zaje¢:

Asymptotyczne tempo wzrostu funkcji, notacja duzego O, matego o oraz symbol Winogradowa.
Zastosowanie tych poje¢ do porownywania asymptotyki dwoch funkciji.

Twierdzenie o istnieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych oraz liczne dowody tego faktu
wykorzystujgce rézne wiasnosci z teorii liczb, algebry i analizy matematycznej. W szczegdlnosci, dowod
Eulera wykorzystujgcy rozbieznos$¢ szeregu harmonicznego. Dowdd rozbieznosci szeregu odwrotnosci
liczb pierwszych. Zastosowanie tych rozumowanh do uzyskania prostych oszacowan na liczbe liczb
pierwszych

Podstawowe metody sita, w szczegodlnosci sito Legendre’a oraz wykorzystanie zasady wigczania-
wytgczania i podstawowych wiasnosci funkcji Mébiusa do oszacowania liczby liczb pierwszych i liczby
liczb bezkwadratowych.

Definicja i przykfady funkcji arytmetycznych. Definicja i wlasnosci splotu Dirichleta. Wyznaczanie
elementéw odwracalnych wzgledem splotu Dirichleta. Formuta odwrotna Mobiusa. Definicja i
podstawowe wiasnosci funkcji von Mangoldta i jej zwigzek funkcjg logarytmiczng.

Definicja i przyktady funkcji multiplikatywnych. Twierdzenie o multiplikatywnosci splotu dwéch funkgciji
multiplikatywnych oraz odwrotnosci wzgledem splotu funkcji multiplikatywnej. Zastosowanie tych
wiasnosci do wyprowadzania wzordw ogoélnych dla pewnych funkcji multiplikatywnych.

Podstawowe wtasnosci catki Riemanna-Stieltjesa oraz ich zastosowanie do wyprowadzenia wzoru na
sumowanie przez czesci. Sumowanie Abela. Zastosowanie sumowania przez czesci do pokazania
zwigzku miedzy liczbg liczb pierwszych oraz funkcjami theta i Psi Czebyszewa.

Definicja i podstawowe wiasnosci wielomianéw i liczb Bernoulliego. Formuta sumacyjna Eulera-
Maclaurina oraz jej zastosowanie do wyprowadzenia wzoru asymptotycznego dla sumy czesciowej
szeregu harmonicznego oraz wzoru Stirlinga.

Twierdzenie Czebyszewa dotyczace asymptotyki liczby liczb pierwszych. Omdwienie optymalizacji
statych pojawiajacych sie w twierdzeniu Czebyszewa. Postulat Bertranda. Twierdzenia Mertensa
dotyczace rozmieszczenia liczb pierwszych.

Uogdlnione funkcje von Mangoldta oraz zwigzki miedzy nimi a funkcjg logarytmiczng. Formuty Selberga
oraz jego zastosowanie do udowodnienia twierdzenia o liczbach pierwszych (szkic dowodu).

Nazwa zaje¢: Ochrona wtasnosci intelektualnej
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

W zakresie postaw: Student rozumie istote ochrony praw autorskich, praw pokrewnych i praw wtasno$ci
przemystowej. Dostrzega doniostg role ochrony prawnoautorskiej oraz ochrony wynalazkéw, wzoréw
uzytkowych i przemystowych w rozwoju spotecznym. Potrafi krytycznie oceni¢ naruszenia praw
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autorskich, praw pokrewnych i praw wtasnosci przemystowej. Zna réznice pomiedzy dozwolonym
uzytkiem chronionych dziet, wynalazkéw i wzoréw, a naruszaniem praw tworcéw i wynalazcow.

— W zakresie umiejetnosci: Student zna przestanki ochrony prawnoautorskiej oraz tresé autorskich praw
osobistych i majagtkowych. Posiada orientacje na rynku organizacji zbiorowego zarzgdzania prawami
autorskimi. Wie w jaki sposéb zgtosi¢ utwdr pod ochrone tych organizacji. Potrafi postugiwac sie
instrumentami prawnymi dotyczacymi ochrony autorskiej; potrafi ksztattowac tres¢ uméw autorskich;
umie odrdzni¢ przeniesienie praw autorskich od udzielenia licencji na korzystanie z utworu. Student wie,
gdzie i w jakim trybie moze poszukiwaé ochrony w przypadku naruszenia praw autorskich; wie od jakiej
chwili uprawnienia te przystugujg; zna warunki odpowiedzialno$ci za naruszenie praw autorskich.
Student wie, jak chroni¢ wizerunek i jakie sg prawne podstawy rozpowszechniania wizerunku.

— W zakresie wiedzy: Po zakonczeniu kursu Student zna pojecie utworu, tworcy i jego nastepcy
prawnego. Dostrzega roéznice pomiedzy osobistymi i majgtkowymi prawami autorskimi oraz zna
zagadnienia zwigzane z ich ochrong. Student potrafi scharakteryzowa¢ umowy dotyczgce praw
autorskich i zna role organizacji zbiorowego zarzgdzania oraz pojecie praw pokrewnych i ich rodzaje.
Potrafi rowniez zanalizowa¢ prawne warunki dozwolonego uzytku (prywatnego i publicznego). Student
zna podstawy ochrony prawnoautorskiej programu komputerowego.

Tresci programowe dla zaje¢:

— Pojecie utworu, tworcy i jego nastepcy prawnego. Osobiste i majgtkowe prawa autorskie oraz ich
ochrona.

— Prawa autorskie, prawa pokrewne i prawa wtasnosci przemystowe;j.

— Instrumenty prawne dotyczgce ochrony autorskiej.

Nazwa zajec: Pakiety statystyczne

Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

— Potrafi przygotowa¢ dane do analizy statystycznej w pakietach statystycznych.

— Umie wykorzysta¢ metody statystyki opisowej do przedstawienia rozktadu empirycznego préby z
uzyciem pakietéw statystycznych oraz zinterpretowa¢ otrzymane wyniki.

— Potrafi dokona¢ estymacji nieznanych parametréw modelu statystycznego wspomagajgc sie
obliczeniami wykonanymi w pakietach statystycznych.

— Umie zweryfikowa¢ poprawnos$¢ modelu statystycznego na bazie obliczen wykonanych w pakietach
statystycznych.

— Potrafi dokona¢ badania istotnosci roznic za pomocg odpowiednich testéw statystycznych i pakietow
statystycznych.

— Zna wybrane ukfady doswiadczalne i potrafi je wykorzystaé do analizy danych z wykorzystaniem
pakietow statystycznych.

— Umie wykonac analize regresji w pakietach statystycznych oraz zinterpretowac jej wyniki.

— Potrafi zbada¢ zaleznos¢ miedzy zmiennymi z wykorzystaniem pakietow statystycznych.

— Umie dokonaé¢ redukcji wymiaru danych wielowymiarowych korzystajgc z mozliwosci pakietow
statystycznych.

Tresci programowe dla zajeé:

— Przygotowanie danych w pakietach statystycznych

— Statystyka opisowa z wykorzystaniem pakietéw statystycznych

— Estymacja punktowa i przedziatowa w pakietach statystycznych

— Weryfikacja modelu statystycznego (testy zgodno$ci) w pakietach statystycznych

— Badanie istotnosci réznic w pakietach statystycznych

— Woybrane uktady doswiadczalne w pakietach statystycznych

— Analiza regresji w pakietach statystycznych

— Analiza zaleznosci cech w pakietach statystycznych

— Redukcja wymiaru w pakietach statystycznych

Nazwa zaje¢: Praktyka zawodowa

Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

— Potrafi przeprowadzi¢ analize struktury organizacyjnej firmy a w tym: koncepcje jej dziatania, plany
rozwoju i strategii przedsiebiorstwa. Potrafi wykorzystaé wiadomosci teoretyczne nabyte w trakcie
studidw w konfrontacji z praktykg funkcjonowania w konkretnym zaktadzie pracy.

— Zna specyfike pracy w poszczegoélnych dziatach przedsiebiorstwa, potrafi przeprowadzi¢ analize rynku
oraz zna rézne techniki promoc;ji i marketingu.

— Potrafi wykorzysta¢ umiejetnosci nabyte w trakcie studidw do przeprowadzania réznego typu analiz
dziatalno$ci przedsiebiorstwa i wykorzystywa¢ posiadang wiedze do rozwiazywania rozmaitych zadan
praktycznych.
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Tresci programowe dla zajec:

Analiza struktury organizacyjnej firmy: koncepcja jej dziatania, plany rozwoju i strategii
przedsiebiorstwa. Wykorzystanie wiadomosci teoretycznych w konfrontacji z praktykg funkcjonowania
w zaktadzie.

Specyfika pracy w poszczegoélnych dziatach przedsiebiorstwa. Analiza rynku oraz rézne techniki
promocji i marketingu.

Wykorzystanie umiejetnosci nabytych w trakcie studibw do przeprowadzania réznego typu analiz
dziatalnosci przedsiebiorstwa i rozwigzywania rozmaitych zadan praktycznych.

Nazwa zaje¢: Proseminarium
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Potrafi formutowac i analizowa¢ problemy badawcze we wspétpracy z promotorem.
Potrafi samodzielnie zdobywa¢ wiedze i rozwija¢ umiejetnosci badawcze.

Jest gotowy do wspotpracy z grupa.

Potrafi budowaé zdania zawierajgce tresci matematyczne.

Tresci programowe dla zaje¢:

Elementy koncepcji badawczej, formutowanie problemu badawczego, narzedzia badawcze
Metody badan

Prezentacja wynikéw badan.

Plan pracy.

Nazwa zaje¢: Przetwarzanie i wizualizacja danych
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Potrafi programowac¢ w jezyku R. Zna podstawowe struktury danych jezyka R.

Potrafi wykona¢ prezentacje graficzne za pomoca podstawowej biblioteki graphics w R.

Umie przetworzy¢ dane z postaci zrédtowej do postaci szerokiej i waskiej. Potrafi ptynnie przechodzi¢
pomiedzy réoznymi formatami danych. Potrafi przetwarza¢ dane w sposoéb potokowy z wykorzystaniem
biblioteki dplyr.

Potrafi wykona¢ prezentacje graficzne za pomocg biblioteki ggplot2 w R.

Potrafi przetworzy¢ dane tekstowe oraz daty korzystajgc z bibliotek lubridate i stringr. Potrafi
wykorzystac biblioteke purrr do programowania funkcyjnego w R.

Potrafi tworzy¢ wykresy interaktywne z wykorzystaniem bibliotek plotly oraz highcharter.

Potrafi wizualizowa¢ dane z wykorzystaniem map, uzywajac bibliotek maps oraz ggmap.

Potrafi wykorzysta¢ poznane metody przetwarzanie danych i wykresy do sformutowania i wizualizacji
problemu analizy rzeczywistego zbioru danych. Umie wyciggng¢ wnioski ptyngce z wizualizacji i
przedstawi¢ je w postaci raportu w sposéb popularny.

Tresci programowe dla zaje¢:

Wprowadzenie do jezyka R. Podstawy programowania w jezyku R.

Grafika w jezyku R.

Podstawy przetwarzania danych. Biblioteki dplyr, tidyr oraz tibble.

Zaawansowana grafika w R. Biblioteka ggplot2.

Przetwarzanie tekstéw oraz dat w R. Biblioteki lubridate, stringr oraz purrr.

Wykresy interaktywne. Biblioteki plotly oraz highcharter.

Tworzenie map. Biblioteki maps oraz ggmap.

Przygotowanie projektu wykorzystujgcego mozliwosci omoéwionych bibliotek do przetwarzania i
wizualizacji danych. Przygotowanie prezentacji omawiajacej wyniki projektu. Prezentacja projektéw.

Nazwa zaje¢: Rachunek prawdopodobienstwa
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna i rozumie podstawowe definicje z rachunku prawdopodobienstwa

Zna i rozumie podstawowe twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa

Rozumie dowody podstawowych twierdzen rachunku prawdopodobiehstwa

Umie zinterpretowac¢ problem w jezyku rachunku prawdopodobienstwa i go rozwigzacé.

Rozumie znaczenie praktyczne rachunku prawdopodobienstwa i umie podac przyktady, gdy stosuje sie
poznane zagadnienia i twierdzenia w praktyce

Tresci programowe dla zaje¢:

Prawdopodobiehstwo klasyczne, kombinatoryka
Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa, przestrzenie probabilistyczne dyskretnych i przestrzenie
probabilistyczne z prawdopodobienstwem geometrycznym
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Prawdopodobienstwo warunkowe, wzér ftancuchowy, wzor na prawdopodobienstwo catkowite, wzor
Bayesa

Niezaleznos¢ zdarzen, proéby Bernoulliego, ciggi niezaleznych eksperymentow

Zmienne losowe, rozkfady zmiennych losowych, dystrybuanta, zmienne losowe dyskretne i ciggte
Wazne rozkfady zmiennych losowych

Funkcje zmiennych losowych

Momenty zmiennych losowych, warto$¢ oczekiwana, wariancja

Rozktady taczne wektoréw losowych, niezaleznos¢é zmiennych losowych, sploty zmiennych losowych
Momenty rozkfaddéw tgcznych, kowariancja, odchylenie standardowe

Rozktady warunkowe dla wektorow losowych dyskretnych i ciggtych, warunkowa warto$¢ oczekiwana
Nierownosci probabilistyczne, nieréwnos¢ Markowa, Czebyszewa-Bienaymé, Bernsteina

Typy zbieznosci zmiennych losowych i zaleznosci migdzy nimi

Prawa Wielkich Liczb i Centralne Twierdzenie Graniczne

Funkcje tworzace prawdopodobienstwa z zastosowaniami do proceséw gatgzkowych i twierdzen
granicznych

Funkcje tworzace momenty i funkcje charakterystyczne z zastosowaniem do twierdzen granicznych
tancuchy Markowa, klasyfikacja stanéw, twierdzenie ergodyczne

Nazwa zaje¢: Rachunek prawdopodobienstwa
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna i rozumie podstawowe definicje z rachunku prawdopodobienstwa

Zna i rozumie podstawowe twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa

Rozumie dowody podstawowych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa

Umie zinterpretowa¢ problem w jezyku rachunku prawdopodobienstwa i go rozwigzac.

Rozumie znaczenie praktyczne rachunku prawdopodobienstwa i umie podaé przyktady, gdy stosuje sie
poznane zagadnienia i twierdzenia w praktyce

Tresci programowe dla zajec:

Prawdopodobienstwo klasyczne, kombinatoryka

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa, przestrzenie probabilistyczne dyskretnych i przestrzenie
probabilistyczne z prawdopodobienstwem geometrycznym

PrawdopodobiehAstwo warunkowe, wzér fancuchowy, wzoér na prawdopodobiehstwo catkowite, wzoér
Bayesa

Niezaleznos¢ zdarzen, proby Bernoulliego, ciggi niezaleznych eksperymentow

Zmienne losowe, rozktady zmiennych losowych dystrybuanta, zmienne losowe dyskretne i ciggte
Wazne rozkfady zmiennych losowych

Funkcje zmiennych losowych

Momenty zmiennych losowych, wartos¢ oczekiwana, wariancja

Rozkiady taczne wektoréw losowych, niezaleznosé zmiennych losowych, sploty zmiennych losowych
Momenty rozktadow tgcznych, kowariancja, odchylenie standardowe

Rozktady warunkowe dla wektoréw losowych, warunkowa warto$¢ oczekiwana

Nieréwnosci probabilistyczne, nierowno$¢ Markowa, Czebyszewa-Bienaymé, Bernsteina

Typy zbieznosci zmiennych losowych, Prawa Wielkich Liczb, CTG

Funkcje tworzace prawdopodobienstwa, funkcje tworzgce momenty i funkcje charakterystyczne z
zastosowaniem do twierdzen granicznych (dowdd CTG)

Nazwa zaje¢: Repetytorium z matematyki elementarnej
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna definicje dziatan na zbiorach i potrafi je zastosowa¢. Rozumie i umie zastosowaé metode
szufladkowg Dirichleta

Zna definicje funkcji, potrafi rozrézni¢ funkcje réznowartosciowe, umie opisa¢ witasnosci funkciji
liczbowych na podstawie ich wykresu.

Zna pojecie suriekcja, iniekcja, bijekcja.

Potrafi naszkicowa¢ wykres i zna witasnosci funkcji liniowej, kwadratowej, logarytmicznej (w tym
logarytm naturalny), wyktadnicze;.

Potrafi zapisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty.

Postuguje sie funkcjami wyktadniczymi i logarytmicznymi przy opisie zjawisk fizycznych, chemicznych
a takze zagadnien osadzonych w kontekscie praktycznym.

Potrafi wykonac¢ dzielenie wielomianu przez wielomian (w tym dzielenie z resztg).

Zna definicje pierwiastka wielomianu i krotnosci pierwiastka.

22



Zatgcznik nr 2 do uchwaty nr 273/2021/2022
Senatu UAM z dnia 26 wrzes$nia 2022 r.

Zna i rozumie twierdzenie Bezouta.

Potrafi zastosowac¢ twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynnikach
catkowitych.

Stosuje to twierdzenie oraz wzory skréconego mnozenia przy rozktadzie wielomianu na czynniki.

Zna i rozumie zasade indukcji matematycznej. Potrafi poprawnie przeprowadzi¢ dowody oparte na tej
zasadzie.

Zna i stosuje wzor dwumianowy Newtona a takze pewne wzory sumacyjne.

Zna i rozumie pojecia: permutacja, kombinacja, wariacja (z powtérzeniami oraz bez powtdrzen)

Umie je stosowac do zliczania obiektéw w sytuacjach kombinatorycznych.

Zna pojecie miary tukowej kata i definicje funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej. Zna
wykresy tych funkcji oraz ich wtasnosci. Potrafi stosowaé wzory redukcyjne, zna i stosuje wzory na
wartosci funkcji trygonometrycznych sumy/ réznicy katéw oraz na sume i réznice sinuséw, cosinusow.
Umie zastosowac te wzory do rozwigzywania rownan i nieréwnosci trygonometrycznych.

Zna i rozumie pojecie wektora zaczepionego oraz wektora swobodnego na ptaszczyznie i w przestrzeni.
Zna i wykonuje operacje dodawania, odejmowania, mnozenia wektora przez skalar. Zna interpretacje
geometryczng dziatan na wektorach. Stosuje iloczyn skalarny wektoréw.

Zna pojecie funkcji wymiernej. Zna utamki proste i umie roztozy¢ funkcje wymierng na sume utamkéw
prostych.

Zna wtasnosci logarytmow oraz funkcji wyktadniczych. Potrafi rozwigzywa¢ réwnania i nieréwnosci
wyktadnicze oraz logarytmiczne.

Zna i stosuje rownanie prostej, warunek réwnolegtosci oraz prostopadtosci prostych. Postuguje sie
réwnaniem okregu.

Potrafi rozwigza¢ zadania dotyczgce wzajemnego potozenia prostej i okregu a takze dwoch okregow.
Potrafi zastosowac wzdr na odlegto$¢ punktu od proste;.

Tresci programowe dla zajec:

Dziatania na zbiorach: suma, roznica, réznica symetryczna, czes¢ wspolna zbioréw. Zawieranie sie
zbioréw. Zbidr pusty. Zasada szufladkowa Dirichleta — jako metoda dowodzenia. Przykfad dowodu
niekonstruktywnego.

Funkcje: definicja, sposoby opisywania wtasnosci funkcji liczbowych (monotonicznosc,
réznowartosciowosé, parzystos¢, okresowosc¢) funkcje elementarne (funkcja liniowa, funkcja
kwadratowa, wyktadnicza, logarytmiczna). Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty.
Wielomiany: dzielenie z resztg wielomianow, pierwiastki wielomianu (krotnos¢), twierdzenie Bezouta z
dowodem, twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych.
Rozktad wielomianu na czynniki.

Zapis sumy i iloczynu za pomocg symboli sigma i pi. Symbol Newtona oraz wzér dwumianowy
Newtona. Indukcja matematyczna jako metoda dowodzenia.

Elementy kombinatoryki: permutacje, kombinacje bez powtdrzen, wariacje bez powtérzen, wariacje z
powtorzeniami.

Funkcje trygonometryczne: miara tukowa kata, definicje i podstawowe wiasnosci funkcji
trygonometrycznych, wykresy. Wzory redukcyjne. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy kgtéw.
Wzory na sume i rdznice funkcji trygonometrycznych.

Roéwnania i nieréwnosci trygonometryczne.

Wektory na ptaszczyznie oraz w przestrzeni (wspotrzedne wektora, dtugosé wektora). Wektory
zaczepione oraz swobodne. Interpretacja geometryczna dziatan na wektorach. lloczyn skalarny
wektorow.

Funkcje wymierne. Rozktad na utamki proste.

Roéwnania i nieréwnosci wyktadnicze oraz logarytmiczne.

Elementy geometrii analitycznej: rGwnanie kierunkowe i ogélne prostej. Wzajemne potozenie prostej i
okregu, dwdch okregow. Odlegto$¢ punktu od proste;.

Nazwa zaje¢: Réwnania rézniczkowe
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna podstawowe pojecia dotyczgce rownan rézniczkowych (pojecie réwnania rézniczkowego, rodzaje
réwnan rézniczkowych, rodzaje rozwigzan, zagadnienie poczatkowe, interpretacja geometryczna).
Potrafi poda¢ przyktady zagadnien fizycznych, ktére mozna opisa¢ w jezyku réwnan rézniczkowych
zwyczajnych.

Potrafi rozpozna¢ podstawowe typy rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu (réwnanie
o rozdzielajgcych sie zmiennych, réwnanie liniowe (jednorodne i niejednorodne), rownanie rézniczkowe
zupetne) oraz zastosowac odpowiednig metode do ich rozwigzywania.
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Zna podstawowe pojecia dotyczgce uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych (pojecie uktadu
normalnego réwnan rézniczkowych zwyczajnych, rodzaje rozwigzan, zagadnienie Cauchy'ego, catka
pierwsza, catka ogdélna).

Zna podstawowe twierdzenia teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych (twierdzenia typu Peano,
twierdzenia typu Picarda, twierdzenia o zaleznosci rozwigzan od warunkéw poczatkowych i parametru,
twierdzenia o przedtuzaniu rozwigzan oraz twierdzenia Knesera).

Zna uktady liniowych réwnan rézniczkowych (wyznacznik Wronskiego, wzér Jacobi'ego-Liouvill'a-
Ostrogradskiego, uktad fundamentalny rozwigzan, metoda Lagrange'a rozwigzywania uktadow
niejednorodnych).

Potrafi rozwigzywac¢ uklady liniowe réwnan rézniczkowych o statych wspétczynnikach (np. metoda
Eulera rozwiazywania takich uktadow).

Zna roéwnania rézniczkowe wyzszych rzedoéw (zagadnienie Cauchy'ego, rodzaje rozwigzan,
sprowadzanie do ukfadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych).

Zna réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n (wyznacznik Wronskiego, wzér Jacobi'ego-Liouvill'a-
Ostrogradskiego, ukfad fundamentalny rozwigzan, obnizanie rzedu réwnania rézniczkowego, metoda
Lagrange'a rozwigzywania réwnan niejednorodnych).

Potrafi rozwigzywac¢ rdéwnania liniowe rzedu n o statych wspodfczynnikach (konstrukcja uktadu
fundamentalnego rozwigzan, metoda przewidywan rozwigzywania pewnych typow réwnan
niejednorodnych).

Tresci programowe dla zajec:

Pojecie rownania rézniczkowego, dziedziny réwnania, zagadnienia Cauchy'ego, rodzaje rozwigzan
réwnan rézniczkowych, geometryczna interpretacja rownania rézniczkowego.

Przyktady rownan rozniczkowych, opisujgcych konkretne zjawiska fizyczne (np. rownanie oscylatora,
réwnanie opisujgce ksztatt wiszgcego przewodu elektrycznego).

Podstawowe typy rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu (réwnanie o rozdzielajgcych
sie zmiennych, réGwnanie liniowe pierwszego rzedu, réwnanie rézniczkowe zupeine).

Pojecie ukladu rownan rézniczkowych zwyczajnych, zagadnienie Cauchy'ego, rodzaje rozwigzan
uktadu rownan rozniczkowych, catka ogdlna uktadu.

Podstawowe twierdzenia teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych (twierdzenia typu Peano,
twierdzenia typu Picarda, twierdzenia o zaleznosci rozwigzan od warunkéw poczgtkowych i parametru,
twierdzenia o przedtuzaniu rozwigzan oraz twierdzenia Knesera).

Uktady liniowych réwnan rézniczkowych (wyznacznik Wronskiego, wzér Jacobi'ego-Liouvill'a-
Ostrogradskiego, uktad fundamentalny rozwigzan, metoda Lagrange'a rozwigzywania uktadow
niejednorodnych).

Uktady liniowe réwnan rézniczkowych o statych wspotczynnikach (np. metoda Eulera rozwiazywania
takich ukfadéw).

Roéwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw (zagadnienie Cauchy'ego, rodzaje rozwigzan, sprowadzanie
do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych).

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n (wyznacznik Wronskiego, wzoér Jacobi'ego-Liouvill'a-
Ostrogradskiego, uktad fundamentalny rozwigzan, obnizanie rzedu réwnania rézniczkowego, metoda
Lagrange'a rozwigzywania réwnan niejednorodnych).

Roéwnania liniowe rzedu n o statych wspofczynnikach (konstrukcja uktadu fundamentalnego rozwigzan,
metoda przewidywan rozwigzywania pewnych typow réwnan niejednorodnych).

Nazwa zajeé: Szeregi i catki Fouriera
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna pojecia i wtasnosci splotu funkcji, aproksymacyjnej jednosci i regularyzacji. Potrafi obliczyé splot
prostych funkcji.

Potrafi operowa¢ pojeciami wspétczynnikow Fouriera i szeregu Fouriera funkcji okresowej. Zna ich
podstawowe wtasnoéci (Tw. Riemanna-Lebesgue'a, tw. o jednoznacznosci wspotczynnikow,
identycznos¢ Parsevala, zwigzek transformacji Fouriera z rézniczkowaniem) Potrafi wyznaczyé szereg
Fouriera prostych funkcji.

Rozumie problemy zwigzane ze zbieznoscig szeregdéw Fouriera. Zna rézne rodzaje zbieznosci w tym
zbieznos¢ punktowg i jednostajng, sumowalno$¢ wedtug Cesaro, sumowalnosé wedilug Abela i
zbieznos¢ srednio-kwadratowa. Potrafi stosowan kryteria zbieznosci szeregéw Fouriera i rozstrzyga¢ w
jakim sensie zbiezny jest dany szereg.

Zna zastosowania szeregow Fouriera w tym do rozwigzania réwnania przewodnictwa ciepta preta i
nierébwnos$ci isoperymetryczne;.
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Zna pojecie i wtasnosci funkcji szybko malejgcych oraz transformaty Fouriera okreslonej na przestrzeni
Schwarza. Potrafi zbadaé, czy funkcja nalezy do tej przestrzeni a takze obliczy¢ transformate Fouriera
prostych funkciji. Potrafi rozszerzy¢ definicje transformaty Fouriera na inne klasy funkgciji.

Zna podstawowe twierdzenia dotyczgce wtasnosci transformacji Fouriera okreslonej na przestrzeni
euklidesowej (lemat Riemanna-Lebesgue'a, formute Plancherela, formute inwersji, formute Poissona,
zasade nieoznaczono$ci). Potrafi stosowac te twierdzenia w rozwigzywaniu réznych zagadnien i
probleméw analizy matematycznej i jej zastosowan.

Zna zwigzek transformacji Fouriera z rézniczkowaniem i splotem. Rozumie znaczenie transformac;ji
Fouriera w teorii réwnan rézniczkowych. Potrafi stosowan transformacje Fouriera do szukania
rozwigzan niektorych réwnan (réwnanie falowe, rownanie przewodnictwa ciepta).

Zna inne transformacje catkowe (transformacja Bessela, transformacja Radona). Potrafi okresli¢ ich
zwigzek z transformacjg Fouriera. Posiada wiedze o ich zastosowaniach.

Tresci programowe dla zaje¢:

Splot funkcji w przestrzeni euklidesowej i na torusie oraz jego wtasnoéci. Regularyzacja. Przestrzeniach
funkcji catkowalnych. Nieréwnosci Hoeldera, Minkowskiego i Younga.

Definicja wspotczynnikéw Fouriera i ich wtasnosci (tw. o jednoznacznosci). Reprezentacja sum
czesciowych Fouriera przez splot. Sumowalnos¢ w sensie Cesaro i Abela (tw. Fejera).

Szeregi Fouriera i ortogonalnos$¢. Zbieznos¢ szeregdéw Fouriera w przestrzeni funkcji catkowalnych z
kwadratem. Tozsamosc¢ Parsevala.

Zbieznos¢ punktowa szeregdbw Fouriera (zasada lokalizacji). Wystarczajgce  warunki
zbieznosci(warunek Lipschitza, Diniego, Jordana) ). Przyktad funkcji ciagtej o rozbieznym szeregu.
Przestrzen Schwartza funkcji szybko malejacych i transformacja Fouriera na prostej rzeczywistej
(formuta inwers;ji, formuta Plancherela). Rozszerzenie definicji na inne klasy funkcji.

Wiasnosci transformacji Fouriera (lemat Riemanna, formutg sumacyjna Poissona, zasada
nieoznaczonosci Heisenberga). Transformacja Fouriera a gtadkos$¢ funkcji i zwartos¢ jej nosnika.
Transformacja Fouriera na przestrzeni euklidesowej i jej wiasnosci. Transformacja Fouriera i radialnos$¢
(funkcje Bessela).

Inne transformaty catkowe w przestrzeni euklidesowej: transformata Radona, transformata
rengenowska.

Zastosowania transformacji Fouriera i szeregéw Fouriera. Réwnanie falowe, réwnanie przewodnictwa
ciepta, nieréwnosc¢ izoperymetryczna.

Nazwa zaje¢: Seminarium licencjackie
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

potrafi przedstawi¢ ustnie kilkudziesieciominutowg prezentacje na zadany temat na odpowiednim
poziomie merytorycznym; potrafi zredagowaé szczegdtowy konspekt prezentacji oraz przygotowywanej
pracy licencjackiej

sprawnie postuguje sie matematycznym jezykiem i notacjg, rozumie ich specyfike

umie wyszukiwa¢ materiaty w bazach danych i zasobach bibliotecznych niezbedne do przygotowania
prezentacji oraz pracy licencjackiej

dokonuje wiasciwej i krytycznej oceny oraz selekcji materiatu zebranego do prezentacji i pracy
licencjackiej

rozumie koniecznosc¢ systematycznej pracy, statego uzupetniania i aktualizowania posiadanej wiedzy
potrafi formutowac i objasniaé¢ najwazniejsze pojecia i twierdzenia z dziatdbw matematyki bezposrednio
zwigzanych z tematykg seminarium oraz pracg licencjacka

Tresci programowe dla zaje¢:

Tresci ksztatcenia ustala prowadzacy seminarium w zaleznosci od problematyki seminarium powigzane;j
Z tematami prac licencjackich.

Nazwa zajeé: Statystyka matematyczna
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna pojecia podstawowe statystyki. Potrafi opisa¢ rozktad empiryczny przy pomocy szeregu
rozdzielczego, histogramu oraz potrafi obliczy¢ i zinterpretowa¢ wartosci statystyk opisowych.

Potrafi zbudowa¢ model statystyczny oraz wyznaczy¢ statystyki dostateczne i zupetne.

Zna pojecie estymatora. Potrafi sprawdzi¢ jego nieobcigzonos$¢ oraz w podstawowych modelach potrafi
wyznaczac¢ estymatory nieobcigzone o minimalnej warianciji.

Potrafi wyznacza¢ estymatory metodami momentéw oraz najwiekszej wiarogodnosci.

Zna pojecie przedziatu ufnosci. Potrafi w podstawowych modelach wykonaé konstrukcje przedziatu
ufnosci w oparciu o funkcje centralne.
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Zna pojecie testu statystycznego. Potrafi wyznaczyé test najmocniejszy z wykorzystaniem lematu
Neymana-Pearsona.
Potrafi wyznaczy¢ test metodg ilorazu wiarogodnosci. Zna i potrafi zastosowac testy t Studenta.

Tresci programowe dla zaje¢:

Pojecia podstawowe: populacja; cecha (zmienna); typy zmiennych; préba; rozktad empiryczny; opis
rozktadu empirycznego — szeregi rozdzielcze; histogramy; statystyki opisowe.

Model statystyczny: przestrzeh proby i przestrzen parametréw; model parametryczny i
nieparametryczny; statystyka i jej rozktad; statystyki dostateczne; twierdzenie o faktoryzaciji; statystyki
zupetne.

Estymacja punktowa: definicja estymatora; estymatory nieobcigzone; estymatory nieobcigzone o
minimalnej warianciji.

Estymacja punktowa: wyznaczanie estymatorow metodami momentéw oraz najwiekszej wiarogodnosci.
Przedzialy ufnosci: definicja przedziatu ufnosci; konstrukcja przedziatéw ufnosci w oparciu o funkcje
centralne.

Weryfikacja hipotez statystycznych: hipoteza zerowa i alternatywna, test statystyczny; obszar krytyczny;
btedy pierwszego i drugiego rodzaju; testy najmocniejsze — lemat Neymana-Pearsona.

Weryfikacja hipotez statystycznych: wyznaczanie testéw metodg ilorazu wiarogodnosci.

Nazwa zajec: Statystyka matematyczna 2
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Rozumie pojecie gry statystycznej. Potrafi wyrazi¢ klasyczne zagadnienia statystyki jako gry
statystyczne.

Zna i rozumie pojecia funkcji dezyjnej, porzadku w zbiorze funkcji decyzyjnych oraz optymalnej funkgc;ji
decyzyjnej. Potrafi wyznaczy¢ Bayesowskie funkcje decyzyjne.

Rozumie i umie zastosowac metody statystyki nieparametrycznej.

Zna i potrafi zastosowa¢ metody statystyki wielowymiarowe;.

Tresci programowe dla zaje¢:

Gra statystyczna; estymator, przedziat ufnosci, test statystyczny jako gry statystyczne
Porzadek w zbiorze funkcji decyzyjnych, optymalne i Bayesowskie funkcje decyzyjne
Dystrybuanta empiryczna, estymacja funkcji prawdopodobienstwa, jgdrowy estymator gestosci, testy
Kotmogorowa i Kotmogorowa-Smirnowa

Znakowanie, testy znakéw

Rangowanie, testy Wilcoxona

Wielowymiarowy model statystyczny, wielowymiarowy model normalny

Rozktad Wisharta, rozktad Hotellinga

Estymacja i testowanie wektora wartosci oczekiwanych, estymacja macierzy kowarianciji
Estymacja i testowanie wspétczynnika korelacji

Korelacje kanoniczne

Nazwa zaje¢: Systemy uczace
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Zna powszechnie stosowany program do statystycznej analizy danych R.

Potrafi generowac dane z powszechnie wykorzystywanych rozktadéw za pomocg pakietu R.
Zna podstawowe metody wnioskowania statystycznego w analizie dyskryminacyjne;.

Potrafi zastosowaé metody klasyfikacji z nauczycielem oraz bez nauczyciela.

Jest w stanie wyznaczy¢ btgd bayesowski dla metod LDA oraz QDA.

Tresci programowe dla zaje¢:

Uzupetnienie wiadomosci dotyczacych uzycia pakietu R.
Graficzne mozliwos$ci pakietu R.

Generowanie danych za pomoca R.

Uczenie sie pod nadzorem - wprowadzanie. Klasyfikator bayesowski.
Btad klasyfikaciji.

LDA oraz QDA.

Naiwny klasyfikator bayesowski.

Zmienne dyskryminacyjne.

Klasyfikacja jako szczegdlny przypadek regresji.
Jadrowe estymatory gestosci.

Metoda najblizszych sagsiadow.

Analiza skladowych gtéwnych.
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Analiza skupien.

Skalowanie wielowymiarowe.
Analiza korespondencji.
Drzewa klasyfikacyjne.

Lasy losowe.

Nazwa zaje¢: Technologia informacyjna
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

zna kilka pakietow matematycznych, potrafi je wykorzystaé do tworzenia wykreséw, obliczen
numerycznych i przeksztatcen symbolicznych

potrafi formatowac¢ wzory matematyczne

Potrafi zarzgdza¢ plikami i wymienia¢ pliki miedzy wspétpracownikami.

potrafi wyszukiwaé informacje w Internecie, ma krytyczny stosunek do znalezionych informaciji

Tresci programowe dla zajec:

Pakiet LaTeX

Program SageMath

Program GIT, notatnik Jupyter
Serwisy naukowe i bazy danych

Nazwa zajec: Teoria miary i catki
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna pojecie o-algebry, miary oraz przeliczalnie addytywnej funkcji zbioru, ich najwazniejsze wtasnosci
oraz posiada umiejetnos¢ weryfikowania czy wskazana rodzina zbioréw lub funkcja spetnia warunki
definiciji.

Zna semimetryke Radona-Nikodyma i warunki rownowazne ciggtosci addytywnych funkcji zbioru
wzgledem tejze semimetryki. Potrafi weryfikowa¢ topologiczne wtasnosci przestrzeni Radona-
Nikodyma.

Potrafi charakteryzowaé¢ najwazniejsze typy miar oraz znajdowac klasy zbioréw celem zastosowania
0golnej procedury otrzymywania rozmaitych rozktadéw miar.

Potrafi przedstawi¢ etapy konstrukcji miary Lebesgue'a, jej najwazniejsze wtasnosci oraz klasy zbiorow
Lebesgue'a mierzalnych.

Umie sformutowac¢ warunki rwnowazne mierzalnosci funkcji i stosowac je do weryfikacji mierzalnosci
réznych funkcji wzgledem wskazanych g-algebr. Zna wiasnosci funkcji mierzalnych i potrafi je wykazaé.
Zna i rozumie pojecia typow zbieznosci ciggow funkcji mierzalnych oraz zaleznosci i réznice
wystepujgce miedzy tymi zbieznosciami. Potrafi wyznaczac¢ granice ciggdw funkgji zbieznych wg miary.
Potrafi przedstawi¢ kolejne etapy konstruowania catki, zna jej witasnos$ci jako funkcjonatu (w tym
twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod znakiem catki) i funkcji zbioru.

Umie przedstawic¢ zaleznos¢ miedzy catkg Riemanna oraz catkg wzgledem miary Lebesgue’a i warunki
catkowalnosci z sensie Riemanna wyrazone w jezyku teorii miary.

Wykazuje petng orientacje w dualizmie pojeciowym teorii miary i catki oraz teorii prawdopodobienstwa,
zna twierdzenie Radona-Nikodyma oraz jego zastosowania i konsekwencje.

Zna konstrukcje miary produktowej oraz zwigzki catki wzgledem takiej miary z catkami iterowanymi oraz
potrafi je wykorzystywac.

Potrafi przedstawi¢ najwazniejsze wtasnosci przestrzeni funkcji catkowalnych z p-tg potegg oraz zwigzki
tychze wiasnosci z typami miar.

Potrafi sformutowac klasyczne twierdzenia o ciggach miar i wyprowadzi¢ je jako wnioski z twierdzenia
Baire’a.

Tresci programowe dla zaje¢:

Pojecie o-algebry i przestrzeni mierzalnej oraz przykfady sigma-algebr, c-algebry generowane przez
rodziny zbioréw (o-algebra zbioréw borelowskich); pojecie i przyktady miar.

Wybrane wtasno$ci semimetrycznej przestrzeni Frecheta-Nikodyma.

Rodzaje miar (atomowe, bezatomowe, osrodkowe, absolutnie ciggte, singularne, semiskonczone) i ich
rozktady

Miara zewnetrzna, warunek Caratheodory'ego i twierdzenie o przeliczalnej addytywnosci miary
zewnetrznej na g-algebrze zbioréw mierzalnych.

Wprowadzenie miary Lebesgue'a i jej charakterystyczne wilasnosci (regularno$é, bezatomowo$é,
translacyjna niezmienniczos¢), warunki rwnowazne mierzalnosci w sensie Lebesgue'a.

Pojecie funkcji mierzalnej, warunki réwnowazne mierzalnosci i dziatania na funkcjach zachowujgce
mierzalno$¢ oraz twierdzenie o aproksymaciji funkcjami prostymi.
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Zbiezno$¢ prawie jednostajna, prawie wszedzie i wg miary - zwigzki i réznice miedzy wymienionymi
rodzajami zbieznosci.

Trzy etapy konstrukcji catki wzgledem dowolnej miary i wtasnosci catki jako funkcjonatu oraz funkgciji
zbioru.

Twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod znakiem catki: Leviego, Lebesgue’a o zdominowane;j
zbiezno$ci, lemat Fatou.

Catkowalno$¢ w sensie Riemanna funkcji a wielko$¢ zbioru punktéw jej nieciggtosci; porownanie catek
Riemanna i Lebsgue’a.

Dualizm miedzy pojeciami teorii miary i catki oraz teorii prawdopodobienstwa (np. funkcja mierzalna —
zmienna losowa, catka — wartos¢ oczekiwana); uogdlnienie miary Lebesgue’a — miara Lebesgue’a-
Stieltjesa, rola rozkladu zmiennej losowe;j.

Twierdzenie Radona-Nikodyma i twierdzenie o zamianie zmiennych; warunkowa warto$¢ oczekiwana.
Istnienie i jednoznaczno$¢ miary produktowej oraz twierdzenia o zamianie catki wzgledem takiej miary
na catki iterowane — twierdzenia Fubiniego i Tonellego.

Topologiczne i mnogosciowe wiasnosci przestrzeni funkcji catkowalnych z p-tg potega: inkluzje,
zupetnosc¢, osrodkowosé, wiasnosc Leviego.

Ciagi miar — twierdzenie Vitali'ego-Hahna-Saksa, twierdzenie Nikodyma i inne konsekwencje
twierdzenia Baire’a stosowanego do ciggéw miar.

Nazwa zaje¢: Teoria grafow
Po zakonczeniu zajeé¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna i rozumie podstawowe pojecia i problemy teorii grafow.

Zna i rozumie podstawowe twierdzenia teorii grafow.

Rozumie dowody podstawowych twierdzen teorii graféw.

Potrafi przeprowadzi¢ proste rozumowania teoriografowe.

Umie modelowac¢ proste problemy rzeczywiste w jezyku teorii grafow.

Rozumie znaczenie praktyczne teorii graféw i umie podaé przyktady, gdzie stosuje sie poznane
zagadnienia i twierdzenia w praktyce.

Tresci programowe dla zaje¢:

Graf jako model dla rzeczywistych problemoéw. Pojecie grafu. Izomorfizm i automorfizmy grafow.
Podgrafy. Klasyczne rodziny grafow. Ciggi stopni. Graf krawedziowy.

Spacery, szlaki, sciezki i cykle. Spojnos¢ grafu, sktadowe spojnosci. Krawedzie ciecia.

Drzewa i lasy. Przeliczanie drzew rozpietych. Twierdzenie Cayleya.

Krawedziowa i wierzchotkowa spojnos¢. Twierdzenie Whitneya. Twierdzenia Mengera.

Obchody Eulera i cykle Hamiltona. Twierdzenie Eulera. Twierdzenia Ore i twierdzenie Diraca.
Skojarzenia i pokrycia wierzchotkowe w grafach dwudzielnych. Twierdzenie Berga, twierdzenie Halla,
twierdzenie Koeniga. Skojarzenia doskonate - twierdzenie Tutte'a.

Zbiory niezalezne i kliki. Pokrycia wierzchotkowe i krawedziowe - twierdzenia Gallaia i Koeniga.

Liczby Ramsey'a. Twierdzenia Ramsey'a i twierdzenie Erdosa. Twierdzenie Turana.

Kolorowanie wierzchotkéw i krawedzi grafu. Liczba chromatyczna grafu, grafy krytyczne. Twierdzenie
Brooksa.

Indeks chromatyczny grafu - twierdzenie Vizinga.

Grafy planarne. Wzér Eulera i jego konsekwencje.

Kolorowanie map. Twierdzenie o czterech barwach. Twierdzenie Heawooda. ,Rzadkie” grafy o duzej
liczbie chromatycznej.

Modele grafow losowych. Sieci ztozone.

Nazwa zaje¢: Teoria liczb
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

zna podstawowe pojecia elementarnej teorii liczb

zna i rozumie podstawowe twierdzenia elementarnej teorii liczb

zna i rozumie dowody podstawowych twierdzen elementarnej teorii liczb

zna elementy teorii rGwnan diofantycznych, w szczegoélnosci potrafi rozwigzywac réwnania diofantyczne
stopnia pierwszego i drugiego

zna elementy teorii kongruenciji

Zna zastosowania teorii liczb w kryptologii

zna elementy teorii funkcji arytmetycznych

Tresci programowe dla zaje¢:

ARYTMETYKA LICZB CALKOWITYCH: podzielnosé¢, rozktad na czynniki pierwsze, NWD, NWW.
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ROWNANIA DIOFANTYCZNE STOPNIA PIERWSZEGO

KONGRUENCJE: twierdzenia Eulera, Fermata, Lagrange'a, Wilsona, reszty i niereszty kwadratowe,
prawo wzajemnosci Gaussa.

ZASTOSOWANIA TEORII KONGRUENCJI W KRYPTOLOGII

ROWNANIA DIOFANTYCZNE STOPNIA DRUGIEGO: réwnania kwadratowe dwéch zmiennych,
przedstawianie liczb naturalnych w postaci sumy dwéch i czterech kwadratéw

FUNKCJE ARYTMETYCZNE

APROKSYMACJE DIOFANTYCZNE | EKWIPARTYCA MODULO 1

Nazwa zaje¢: Topologia
Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna pojecie topologii, bazy, podbazy, podstawowe definicje i podstawowe twierdzenia dotyczgce
przestrzeni zwartych, lokalnie zwartych, spojnych, fukowo spdjnych. Rozréznia wspomniane pojecia.
Operuje biegle pojeciami funkcji ciggtych i ciggowo ciggtych pomiedzy abstrakcyjnymi przestrzeniami
topologicznymi.

Zna twierdzenie Tichonowa o produktowaniu przestrzeni zwartych, podstawowe twierdzenia
metryzacyjne, potrafi ze zrozumieniem wykorzysta¢ te wyniki przy konstruowaniu specyficznych
obiektéw matematycznych np. uzwarcen Stone'a-Cecha, potrafi umiejetnie korzysta¢ z tego aparatu
przy wyréznianiu szerokich klas przestrzeni topologicznych homeomorficznych. Zna pojecie przestrzeni
Hewitta i role tego pojecia w zagadnieniach o rozszerzaniu funkcji ciggtych rzeczywistych.

Zna aksjomaty oddzielana dla przestrzeni topologicznych i potrafi ze zrozumieniem je stosowa¢ w
konkretnych sytuacjach, zna twierdzenie Urysohna i szereg zastosowan, potrafi operowa¢ pojeciem
lokalnej zwarto$ci i rozumie znaczenie uzwarcenia jednopunktowego Alexandrowa. Zna i potrafi
stosowac twierdzenie o rozszerzaniu Tietzego, zna twierdzenia o kategoriach Baire'a dla przestrzeni
metrycznych zupetnych i potrafi ze zrozumieniem stosowac ten aparat matematyczny do udowadniania
istnienia réoznych obiektéw matematycznych, zna twierdzenia o zwartosci zbiorow w przestrzeniach
metrycznch (rézne typy zwartosci i ich rbwnowaznos¢). Zna podstawowe wiasnosci przestrzeni funkcji
ciagtych rzeczywistych C(X) z topologig zbieznosci punktowej i z topologig zwarto-otwartg. Zna
twierdzenie Nagaty o przestrzeniach Cp(X). Posiada znajomos¢ twierdzenia Stone'a-Weierstrassa o
aproksymacji nad zwartymi przestrzeniami X. Posiada wstepne wiadomosci na temat twierdzenia
Banacha-Stone'a: Jezeli K, L sg zwartymi zbiorami i przestrzenie Banacha C(K) oraz C(L) sa
izomorficznie izometryczne, to K, L sg homeomorficzne.

Zna pojecie odwzorowan homotopijnych, przyktady i motywacje tworzenia tych poje¢, zna twierdzenia
0 odwzorowaniach homotopijnych prowadzgce do pojecia typu homotopii. Operuje biegle (wtacznie z
przyktadami) pojeciem przestrzeni Sciggalnych. Rozumie pojecie tukowej spojnosci przy badaniu i
konstruowaniu grup podstawowych homotopii. Potrafi operowa¢ pojeciami lokalnej spojnoéci, lokalnej
tukowej spojnosci i ich zastosowan do badania grup homotopii.

Tresci programowe dla zaje¢:

Pojecie przestrzeni topologicznej, zbiory otwarte, domkniete, wnetrze, punkty skupienia, domkniecie
zbioru, baza (podbaza) topologii, rézne metody wprowadzania topologii, topologia przestrzeni
metrycznych, przykfady.

Przestrzenie zwarte i spdjne, przyktady i wikasnosci,

twierdzenia charakteryzujgce te pojecia, spdjnos¢ i zwartos¢ jako niezmienniki homeomorfizméw.
Produkty topologiczne, twierdzenie Tichonowa o przestrzeniach zwartych, zastosowania.

Aksjomaty oddzielania, twierdzenie Urysohna, przykfady, zastosowania, twierdzenie Tietzego, pierwszy
i drugi aksjomat przeliczalnosci.

Przestrzenie lokalnie zwarte, uzwarcenie jednopunktowe Aleksandowa, przestrzenie catkowicie
regularne, twierdzenia.

Twierdzenia metryzacyjne (podstawowe), przestrzenie metryczne zupetne, zwartos¢ przestrzeni
metrycznych

(warunki konieczne i dostateczne), ciggowa zwartosé, przeliczalna zwartos¢. Uzupetnienie przestrzeni
metrycznych.

Zbiory nigdziegeste i brzegowe, Twierdzenie Baire'a i jego zastosowania w topologii i analizie
funkcjonalne;j.

Pojecie homotopii, odwzorowania homotopijne, przyktady, podstawowe twierdzenia,

typ homotopijny, przestrzenie sciggalne, twierdzenia chrakteryzujgce.

tukowa spdéjnos¢, zwigzki ze spdjnoscig, grupa podstawowa homotopii, przyktady, twierdzenia
charakteryzujgce.

Nazwa zaje¢: Wstep do analizy nieliniowej
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Po zakonczeniu zajec¢ i potwierdzeniu osiggniecia efektow uczenia sie student:

Zna definicje ograniczonej wariacji w sensie Jordana, jej witasnosci oraz jej zwigzek z catkowalnoscig w
sensie Riemanna-Stieltjesa. Potrafi oblicza¢ wahanie danej funkcji na danym przedziale.

Zna klasy funkcji o ograniczonej wariacji oraz zasade lokalizaciji. Potrafi wskazac¢ przyktady funkcji, ktére
nie posiadajg tej wtasnosci.

Zna przestrzen funkcji o ograniczonej wariacji jako przestrzerh Banacha oraz jako algebre Banacha. Zna
twierdzenie Helley'a o wyrywaniu podciggu zbieznego.

Zna definicje wariacji w sensie Wienera jako uogoélnienie wariacji w sensie Jordana. Potrafi znajdowac
wariacje Wienera pewnych funkcji.

Potrafi wskaza¢ zaleznosci pomiedzy przestrzeniami funkcji ciggtych, absolutnie ciggtych,
lipschitzowskich i o ograniczonej wariacji w sensie

Jordana i Wienera. Potrafi pokazywa¢, ze dana funkcja nalezy do pewnej z tych klas , a nie nalezy do
innej.

Zna definicje funkcji okresowych i mikrookresowych oraz ich wiasnosci.

Zna wiasnosci zbioru okresow (mikrookresow) oraz przyktady funkcji okresowych, ktérych suma traci
wlasnos¢ okresowosci. Potrafi wskazywacé zbidr okreséw (mikrookresoéw) danych funkciji.

Zna twierdzenie o liczbie sktadnikdw okresowych, ktérych suma jest wielomianem jednej zmiennej. Zna
twierdzenia dotyczace przypadku ciggtych funkcji okresowych.

Zna twierdzenie o okresowosci pochodnej funkcji okresowej. Potrafi wskaza¢ przyktady funkciji
okresowych, ktérych funkcja pierwotna nie jest okresowa. Potrafi okresli¢ okresowos$c¢ ztozenia i splotu
funkciji.

Zna pojecie funkcji jednostajnie prawie okresowych i ich podstawowe wtasnosci.

Zna definicje transformacji Laplace'a oraz jej podstawowe wtasnosci. Potrafi wskazac¢ klasy funkcji, dla
ktérych transformata Laplace'a istnieje.

Zna podstawowe wzory na transformate Laplace'a funkcji elementarnych. Wie, jak oblicza¢
transformate Laplace'a szeregu potegowego. Potrafi oblicza¢ transformate danych funkcji ztozonych.
Zna transformate odwrotng oraz jej wiasnosci. Potrafi jg stosowa¢ do znajdowania funkcji wyjsciowe;.
Potrafi zastosowaé metode transformaty Laplace’a do rozwigzywania liniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu oraz wyzszych rzedow.

Potrafi zastosowa¢ metode transformaty Laplace’a do rozwigzywania zagadnien brzegowych dla
réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Tresci programowe dla zaje¢:

Zdefiniowanie ograniczonej wariacji w sensie Jordana. Udowodnienie jej podstawowych wiasnosci.
Wyznaczanie wariacji Jordana danych funkcji wprost z definicji oraz przy wykorzystaniu poznanych
wiasnosci.

Opis klas funkcji o ograniczonej wariacji. Sformutowanie i dowdd zasady lokalizaciji.

Konstrukcje funkcji o zadanych wtasnosciach, ktére posiadajg ograniczong lub nieograniczong wariacje.
Przestrzeh funkcji o ograniczonej wariacji jako przestrzen Banacha oraz jako algebra Banacha.
Twierdzenie Helley'a o wyrywaniu podciggu zbieznego.

Zdefiniowanie ograniczonej wariacji w sensie Wienera. Udowodnienie jej podstawowych wtasnosci.
Wyznaczanie wariacji Wienera danych funkcji wprost z definicji oraz przy wykorzystaniu poznanych
wiasnosci.

Przestrzenie funkcji ciggtych, absolutnie ciggtych, lipschitzowskich i o ograniczonej wariacji w sensie
Jordana i Wienera oraz zalezno$ci pomigdzy nimi.

Sprawdzanie czy dana funkcja nalezy do klasy funkcji ciagtych, absolutnie ciggtych, lipschitzowskich
oraz o ograniczonej wariacji w sensie Jordana i Wienera.

Definicje funkcji okresowych i mikrookresowych oraz ich wtasnosci.

Okreslanie okresowosci oraz mikrookresowosci danych funkcji.

Wiasno$ci zbioru okreséw (mikrookreséw) oraz przyktady funkcji okresowych, ktérych suma traci
wlasnosc¢ okresowosci.

Twierdzenie o liczbie sktadnikéw okresowych, ktdérych suma jest wielomianem jednej zmiennej.
Twierdzenia dotyczgce przypadku ciggtych funkcji okresowych.

Twierdzenie o okresowosci pochodnej funkcji okresowej. Okresowos¢ ztozenia funkgji i splotu funkcji.
Przyktady funkcji okresowych, ktérych funkcja pierwotna nie jest okresowa. Badanie okresowosci
ztozenia funkgiji i splotu funkgiji.

Pojecie funkcji jednostajnie prawie okresowych i ich podstawowe wtasnosci.

Definicja transformaciji Laplace'a oraz jej podstawowe wiasnosci. Klasy funkcji, dla ktérych transformata
Laplace'a istnieje.

Podstawowe wzory na transformate Laplace'a funkcji elementarnych. Transformata Laplace'a szeregu
potegowego.
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Obliczanie transformaty Laplace'a szeregu potegowego oraz danych funkcji ztozonych.

Transformata odwrotna oraz jej wlasnosci.

Wyznaczanie funkcji znajac jej transformate Laplace’a.

Zastosowanie metody transformaty Laplace’a do rozwigzywania liniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego oraz wyzszych rzedow.

Zastosowanie metody transformaty Laplace’a do rozwigzywania zagadnien brzegowych dla réwnan
rézniczkowych zwyczajnych.

Nazwa zaje¢: Wstep do matematyki
Po zakonczeniu zajeé i potwierdzeniu osiggniecia efektéw uczenia sie student:

Student zna podstawowe pojecia logiki matematycznej i teorii mnogosci.
Potrafi zastosowaé podstawowe prawa logiki.
Potrafi stosowa¢ podstawowe konstrukcje teoriomnogosciowe.

Tresci programowe dla zaje¢:

Podstawowe elementy logiki matematycznej: zdanie w sensie logicznym, wartosci logiczne zdania,
funktory zdaniotwoércze (negacja, koniunkcja, alternatywa, implikacja, réwnowaznos¢), schemat
formalny zdania, pojecie i przyktady tautologii, réwnowaznosé¢ formut, reguta podstawiania i
zastepowania czesci rownowaznych, metody sprawdzania tautologicznosci formut (metoda sprawdzen
zero-jedynkowych, sprowadzanie do postaci normalnej koniunkcyjno-alternatywnej), przyktady
zastosowan tautologii (uzasadnienie metody dowodzenia nie wprost), funkcja zdaniowa wielu
zmiennych, kwantyfikatory: ogdlny, egzystencjalny, o zakresie ograniczonym przez funkcje zdaniowa,
wybrane prawa rachunku kwantyfikatoréw (de Morgana, rozdzielnosci, witaczania i wytgczania,
przestawiania).

Elementarna algebra zbioréw,

wilasnosci elementarnych dziatan na zbiorach (suma, przekrdj, réznica, ré6znica symetryczna), inkluzja,
para uporzadkowana, produkt kartezjanski.

Podstawy teorii relacji : relacje dwuargumentowe, ich odwracanie i sktadanie oraz najwazniejsze
kategorie relacji: zwrotne, symetryczne, antysymetryczne, przechodnie, spojne, reprezentacje grafowe,
wybrane modele i pojecia grafowe, relacje rownowaznosci, klasy abstrakcji, zasada abstrakcji, zbior
ilorazowy, relacje czesciowo porzadkujgce, elementy maksymalne, minimalne, najwiekszy,
najmniejszy, twierdzenie o istnieniu elementéw maksymalnych i minimalnych w czesciowo
uporzgdkowanych zbiorach skonczonych, , zbiory porzadkowo ograniczone, kresy zbioréw, relacje
liniowo porzadkujgce, Lemat Kuratowskiego-Zorna, relacje dobrze porzadkujgce i twierdzenie Zermela.
Funkcja jako szczegdlny rodzaj relacji definicja funkcji, zawezenie, rozszerzenie, skfadanie funkciji,
iniekcje, suriekcje, istnienie funkcji odwrotnej, obrazy i przeciwobrazy zbioréw wyznaczone przez
funkcje

Roéwnolicznos¢ zbioréw, przyktady zbioréw réwnolicznych i nieréwnolicznych.

Wprowadzenie do teorii mocy

twierdzenia Cantora i Cantora-Bernsteina oraz wynikajgce z nich wnioski (nieistnienie zbioru wszystkich
zbioréw), wtasnosci zbiorow przeliczalnych, zbioréw mocy continuum, hipoteza continuum
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